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La  Géométrie  analytique  a  pour  but  Tétude  des  figures  par 
les  procédés  du  calcul  ou  de  Vanalyse  algébrique. 

C'est  à  Desgartes  que  Ton  doit  la  représentation  des  figures 
par  des  symboles  algébriques;  il  en  résulte,  comme  nous  le 
verrons,  une  méthode  générale  pour  la  résolution  des  ques- 
tions de  géométrie. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  figures  planes  ou  à  deux 
dimensions,  et  ensuite  des  figures  dans  Tespace  ou  à  trois 
dimensions. 


GÉOMÉTRIE  PLANE 


LIVRE  I. 

PRÉliUHIMAIRES. 


CHAPITRE  I. 

Des  coordonDées* 


Oq  détermine  la  position  d'un  point  dans  un  plan  au  moyen 
de  deux  quantités  (jue  Ton  nomme  les  coordonnées  du  point. 

Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées.  Nous  indi- 
querons seulement  les  systèmes  les  plus  simples  et  les  plus 
fréquemment  employés. 
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COORDONNÉES  REGTILIGNES. 

1— Soient  deux  droites  ou  axes  fixes  X'X  et  Y' Y  tracées  dans 

Y/       /„  le  plan  (flg.  i);  la  position  d'un  point 

/      /  quelconque  H  du  plan  sera  déterminée 

..91 .^.....y  '^  -  -  par  rintersection  de  deux  droites  G'  G, 

ly  j  Yil  H  parallèles  aux  axes.  La  position  de  la 

^'      1^    7^'        ^  parallèle  ff  H  est  définie  par  sa  distance 

/     /  OP  à  Taxe  Y' Y,  distance  comptée  sur 

Vf  /11'  ' 

'      '  l'autre  axe;  il  faut,  de  plus,  indiquer 

Fig- 1-  dans  quel  sens  est  comptée  la  longueur 

OP;  on  convient  pour  cela  d'affecter  la  distance  OP  du  signe  + 
si  elle  est  portée  sur  OX,  par  exemple,  du  signe  —  si  elle  est 
portée  sur  OX^  De  même,  la  position  de  la  parallèle  G^G  est 
définie  par  sa  distance  OQ  à  Taxe  X^X,  distance  comptée  sur  le 
second  axe  et  prise  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant 
qu'elle  est  portée  sur  OY  ou  sur  OY^ 

Ces  deux  longueurs  OP  et  OQ  (affectées  chacune  du  signe 
convenable),  qui  déterminent  ainsi  la  position  des  deux  paral- 
lèles, et  par  conséquent  le  point  M,  sont  les  coordonnées  recti- 
lignes  du  point.  On  les  désigne  ordinairement  par  les  lettres  x 
et  y.  Cependant  la  coordonnée  désignée  par  x  porte  plus  par- 
ticulièrement le  nom  d'abscisse,  l'autre,  y,  celui  d'ordonnée. 
Les  deux  droites  fixes  X'X  et  Y' Y  s'appellent  les  axes  des  coor- 
données; le  premier  est  Taxe  des  a?,  le  deuxième  Taxe  des  y. 
Le  point  0,  à  partir  duquel  on  compte  les  coordonnées  sur 
chaque  axe,  dans  un  sens  ou  dans  Tautre,  prend  le  nom  d'ori- 
gine des  coordonnées. 

Si  Ton  donne  kxeiky  toutes  les  valeurs  possibles  positives 
ou  négatives,  en  d'autres  termes,  si  Ton  fait  varier  x  ei  y 
de  —6b  à  -I- 00,  on  obtient  tous  les  points  du  plan;  d'ailleurs, 
chaque  couple  de  valeurs  donne  un  point  et  un  seul. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  deux  coordonnées  du  point 
M  sont  les  projections  de  la  droite  OM  sur  les  axes  OX  et  OY,  la 
projection  sur  chaque  axe  se  faisant  parallèlement  à  l'autre.  La 
projection  sur  l'axe  des  a?,  comme  la  coordonnée  x  elle-même, 
est  la  longueur  OP,  affectée  du  signe  -h  ou  du  signe  — j  suivant 
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pi'elle  est  portée  dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direction 
)pposée  OX';  de  même,  la  projection  sur  Taxe  des  y,  comme 
a  coordonnée  y,  est  la  longueur  OQ,  affectée  du  signe  H-  ou 
lu  signe  — ,  suivant  qu'elle  est  portée  dans  la  direction  OY 
)a  dans  la  direction  opposée  0Y^ 

COORDONNÉES  REGTUIGNES  RECTANGULAIRES. 

9— Ordinairement  on  trace  les  axes  fixes 
perpendiculaires  entre  eux;  dans  ce  cas 

~ .-j-?- les  deux  coordonnées  du  point  M  (flg.  2) 

1   y  i  sontlesdistances  de  ce  point  aux  deux  axes; 

(H         \v    I  ce  sont  aussi  les  projections  orthogonales 
I  de  la  droite  OH  sur  les  deux  axes. 

1       i 

Fig.  2. 

COORDONNÉES  POLAIRES. 

3 — Soit  0  un  point  fixe  nommé  pôUy  OX  un  axe  fixe  (fig.  3); 

on  peut  déterminer  la  position  du  point  M 
par  la  longueur  p  du  rayon  vecteur  OH 
et  par  l'angle  co  que  fait  ce  rayon  vecteur 
avec  Taxe, 

Fig.  3. 

La  position  du  point  H  est  déterminée  par  Fintersectiou 

d'un  cercle  de  rayon  p,  ayant  pour  centre 
le  pôle^  et  d'une  demi-droite  OL  partant 
du  pôle  et  faisant  avec  Paxe  OX  Tangle  w 
(fig.  4)*  Hais  il  faut  convenir  du  sens  dans 
lequel  on  compte  Tangle  (o^  à  partir  de 
Fig.  4.  l'axe  OX. 

On  obtient  tous  les  points  du  plan  en  faisant  varier  p  de  o 
à  -h  00  et  (0  de  G  à  21^.  En  effet,  si,  laissant  w  constant,  on 
tait  varier  p  de  o  à  H-6o,  on  a  tous  les  points  de  la  demi- 
droite  OL5  si,  ensuite,  on  fait  varier  w  de  o  à  2ir,  la  demi- 
droite  OL  part  de  la  position  OX  et  décrit  tout  le  plan. 

COORDONNÉES  BI-POLAIRES. 

4 — On  peut  aussi  définir  la  position  d'un  point  H  par  ses 
distances  ti  et  t?  à  deux  points  fixes  F  et  F^  (fig.  5).  La  position 


Fig.  5. 
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du  point  H  se  trouve  alors  déterminée  par  rinlersection  de 

deux  circonférences  décrites  des  points 
F  et  F'  comme  centres  avec  les  rayons 
u  et  V.  Mais  ce  système  n'offre  pas  la 
même  perfection  théorique  que  les  deux 
précédents;  d'abord,  toute  couple  de 
valeurs  de  w  et  v  n'est  pas  admissible; 
il  faut  que  la  distance  des  pôles  soit  moindre  que  leur  somme 
et  plus  grande  que  leur  différence;  lorsque  cette  condition  est 
remplie,  les  deux  circonférences  se  coupant  en  deux  points,  il 
en  résulte  une  ambiguïté  fâcheuse. 

On  peut  encore  déterminer  la  position  du  point  M  à  l'aide  des 
angles  MFF',  MF^F;  nous  désignerons  ces  angles,  comptés  dans 
un  sens  déterminé,  par  a  et  ^;  chacun  d'eux  pourra  varier 
entre  o  et  27r;  à  toute  couple  de  valeurs  de  a  et  p  correspond 
un  point  du  plan  et  un  seul. 

IDÉE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES. 

5— Le  nombre  des  systèmes  de  coordonnées  est  infini.  En 

général,  on  détermine  la  position 
d'un  point  dans  un  plan  par  l'inter- 
section de  deux  lignes  tracées  dans 
ce  plan.  Soient  (fig.  6)  A^  A\  A'^^... 
une  première  série  de  lignes  de  même 
espèce,  correspondant  à  diverses  va- 
leurs M^  u",  w'^',...  de  la  variable  u; 
B',  B",  B'^',."  "lie  seconde  série  de  lignes  de  même  espèce, 
correspondant  à  diverses  valeurs  v^,  i?",  t^^^  ..  de  la  variable 
v;  un  point  quelconque  du  plan  est  défini  par  les  deux  lignes 
qui  passent  en  ce  point,  et  les  valeurs  particulières  qu'il  fau^ 
donner  aux  variables  u  et  v  pour  avoir  ces  deux  lignes  s'ap- 
pellent les  coordonnées  du  point.  L'ensemble  de  ces  deuï 
séries  de  lignes  constitue  un  système  de  coordonnées. 

Dans  le  premier  des  systèmes  que  nous  avons  étudiés,  cha^ 
cune  des  deux  séries  de  lignes  se  compose  de  droites  parallèles^ 
c'est  pourquoi  on  désigne  ces  coordonnées  sous  le  nom  de  coi 
ordonnées  rectilignes* 


Fig.  6. 
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Dans  le  système  polaire^  la  première  série  se  compose  de 
demi-droites  émanant  du  pôle  0,  et  définies  par  Tangle  va- 
riable <o  qu'elles  font  avec  Taxe  OX  (fig.  4);  la  seconde  série 
de  cercles  concentriques  décrits  autour  du  pôle  avec  le  rayon 
variable  p. 

Dans  le  premier  système  bi-polaire,  chacune  des  séries  se 
compose  de  cercles  concentriques.  Dans  le  second^  chacune 
des  séries  se  compose  de  demi-droites  partant  de  l'un  des  points 
fixes  F  ou  F'. 

REPRÉSENTATION  DES  LIGNES  PLANES  PAR  DES  ÉQUATIONS. 

• — Soit  une  ligne  plane  quelconque  AB  (fig.  7).  Traçons 

dans  le  plan  deux  axes  OX  et  OY^  et  dé- 
signons par  œety  les  deux  coordonnées 
OP  et  MP  d'un  point  H  quelconque  de  la 
ligne  ;  quand  le  point  M  se  meut  sur  la 
ligne,  les  deux  coordonnées  varient  si- 
multanément; si  Ton  donne  àTabscisse 
Fig.  7.  une  valeur  arbitraire  OP,  la  grandeur 

de  Tordonnée  correspondante  MP  est  parfaitement  déterminée 
et  la  variation  de  Tabscisse  entraîne  celle  de  l'ordonnée.  Ainsi 
l'ordonnée  HP  est  une  fonction  de  Tabscisse  OP;  la  nature  de 
cette  fonction  dépend  de  celle  de  la  ligne.  Quand  la  ligne  est 
déQnie  géométriquement,  on  conçoit  que  Ton  puisse,  de  la 
déOnition  géométrique  de  la  ligne,  déduire  une  équation  entr^ 
X  et  y,  servant  à  définir  analjtiquement  la  fonction  y.  L'équa- 
tion enxeiy  que  Ton  trouve  de  cette  manière  s'appelle  l'équa- 
tion de  la  ligne. 
7 — ^Supposons,  réciproquement,  que  l'on  donne  une  équation 

F  {x,  y)  =  o, 

entre  deux  variables  x  et  y;  chaque  couple  de  valeurs  réelles 
de  0?  et  y  satisfaisant  à  cette  équation  détermine  un  point  du 
plan.  Soient  x^  et  y^^  des  valeurs  réelles  de  a;  et  y  vérifiant  l'é- 
quation; si  l'on  fait  varier  x  d'une  manière  continue  à  partir 
de  x„  Tune  des  valeurs  de  y  variera  aussi  d'une  manière  con- 
tinue à  partir  de  y^,  et  sera,  en  général,  réelle  tant  que  x  res- 
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tera  comprise  entre  certaines  limites;  le  point,  dont  les  coor* 
données  sont  x  et  y,  décrira  dans  le  plan  une  ligne  continue. 
Ainsi  ^  l'ensemble  des  solutions  réelles  d'une  équation  à  deux 
variables  est,  en  général,  figuré  par  une  ligne  plane. 

8— Ce  que  nous  venons  de  dire  des  coordonnées  rectilignes 
a  lieu  évidemment  dans  tout  autre  système  de  cordonnées. 
Dans  le  système  polaire,  quand  le  point  M  se  meut  sur  la  ligne^ 
le  rayon  vecteur  p  varie  avec  Tangle  w;  c'est  une  fonction 
de  fù,  et  la  ligne  est  représentée  par  une  certaine  équation 
entre  p  et  to. 

9 — La  représentation  des  figures  par  des  équations  est  la 
base  de  la  Géométrie  analytique;  elle  permet  d'appliquer  à  Té- 
tude  des  figures  les  procédés  du  calcul  algébrique.  On  s'occupe, 
en  Géométrie  analytique,  de  trois  questions  fondamentales  : 
Quand  une  figure  est  définie  géométriquement,  on  cherche  son 
équation;  réciproquement^  on  apprend  à  construire  la  figure 
que  représente  une  équation  donnée;  enfin,  on  étudie  les 
relations  qui  existent  entre  les  propriétés  géométriques  des 
figures  et  les  propriétés  analytiques  des  équations. 

Les  exemples  que  nous  donnons  dans  le  chapitre  suivant 
feront  bien  comprendre  comment  on  représente  les  lignes  par 
des  équations. 


CHAPITRE  IL 

Exemples* 


lO— En  général,  la  définition  géométrique  d'une  courbe, 
déterminant  chacun  de  ses  points,  correspond  à  un  certain 
système  de  coordonnées  ;  si  l'on  choisit  le  système  particulier 
indiqué  par  l'énoncé,  l'équation  de  la  courbe  est  la  traduction 
immédiate  de  sa  définition  géométrique. 


GERGLE* 


H — Le  cercle  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'un 
point  fixe  appelé  centre.  On  le  décrit  à  Taide  d'un  compas;  une 


Fig.  8. 
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pointe  étant  placée  au  centre^  Tautre  pointe  trace  ]a  circonfé- 
rence. 

Si  Ton  prend  le  centre  0  pour  pôle 

et  une  droite  quelconque  OX  pour 
axe  polaire  (fig.  8)^  et  que  Ion  désigne 
par  r  la  longueur  du  rayon^  Téquation 
de  la  circonférence  en  coordonnées 
polaires  est 

puisque  la  longueur  du  rayon  vecteur  est  constamment  égale 
àr,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'angle  «. 

Cherchons  maintenant  l'équation  du  cercle  en  coordonnées 
rectilignes.  Si  Ton  prend  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
passant  par  le  centre,  le  triangle  rectangle  OMP  donne  immé- 
diatement  Téquation 

(2)   a:»-f-y*=r% 

qui  existe  entre  les  deux  coordonnées  xety  d'un  point  M  de 
la  circonférence.  C'est  Téquation  de  la  circonférence  dans  ce 
système  de  coordonnées. 


ELLIPSE. 


fi—Lellipse  est  une  courbe  telle  que  la  somme  des  distances 
de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est  constante.  Ces 
deux  points  sont  les  foyers  de  Fellipse. 
n  est  facile  de  construire  Tellipse  par  points.  Soient  F  et  F'' 

(fig.  9)  les  deux  foyers.  Portons  sur 
la  droite  F' F  une  longueur  F'K  égale 
à  la  somme  constante  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe 
aux  deux  foyers.  Du  foyer  F'  comme 
centre,  avec  différents  rayons,  dé- 
crivons une  série  de  cercles;  soit  D 
le  point  où  Tun  d'eux  coupe  la  droite  F' F;  prenons  une  ouver- 
ture de  compas  égale  à  KD,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec 
^^^  ouverture  de  compas,  décrivons  un  second  cercle;  ce 
cercle  coupera  le  premier  en  deux  points  M  et  M%  qui  appar* 
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tiendront  a  Tellipse  ;  car  la  somme  des  distances  MF^  et  MF  du 
point  M  aux  deux  foyers  est  égale  à  la  somme  des  deux  rayon$ 
F'D  et  KD»  c'est-à-dire  à  la  longueur  donnée  F^K. 

On  répétera  la  même  construction  pour  chacun  des  cercles 
décrits  du  foyer  F'  comme  centre;  quand  on  aura  ainsi  obtenu 
un  assez  grand  nombre  de  points^  on  fera  passer  un  trait  con- 
tinu par  tous  ces  points^  et  on  aura  Tellipse  demandée. 

Si  l'on  désigne  par  aa  la  somme  constante^  et  par  2C  la  dis- 
tance FF^  des  foyers,  il  faut,  pour  que  Tellipse  existe^  que  la 
longueur  2a  soit  plus  grande  que  2c.  Représentons  par  a  +  a 
le  plus  grand  rayon;  le  plus  petit  sera  a — a;  les  deux  cer* 
clés  se  couperont  lorsque  la  différence  2a  des  rayons  sera 
plus  petite  que  la  distance  des  centres  2c.  Ainsi  le  plus  grand 
rayon  doit  être  plus  petit  que  a-hc,  le  plus  petit  plus  grand 
que  a  —  c. 

13— On  emploie  la  construction  graphique  que  nous  ver 
nous  d'indiquer  dans  les  épures  sur  le  papier.  Hais  dans  les 
arts^  quand  on  veut  tracer  une  ellipse  sur  une  planche  ou  sur 
une  feuille  de  carton^  on  a  recours  à  un  procédé  beaucoup 
plus  rapide. 

On  fixe  aux  deux  foyers  F  et  F^  (fig.  10)  deux  pointes  aux- 
quelles on  attache  les  deux  extrémités  d'un 
fil  ayant  la  longueur  voulue.  On  tend  en- 
suite le  fll  avec  un  style  ou  un  crayon  que 
Ton  fait  mouvoir  dans  le  plan  en  tenant  le 
fil  constamment  tendu^  et  Ton  décrit  ainsi 
Fig.  10.  l'ellipse.  Car,  dans  chacune  des  positions 

du  fll^  la  somme  des  distances  MF  et  MF'  est  égale  à  la  longueur 
constante  de  ce  fil.  Ce  mode  de  description  montre  bien  que 
rejlipse  est  une  courbe  fermée  comme  le  cercle. 

14 — Nous  indiquerons  de  suite  quelques-unes  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  l'ellipse* 

On  appelle  axe  d'une  courbe  une  ligne  droite  qui  divise  la 
courbe  en  deux  parties  symétriques,  c'est-à-dire  en  deux  par- 
ties qui  s'appliquent  exactement  Tune  sur  l'autre,  quand  on 
fait  tourner  la  première  autour  de  l'axe  pour  la  rabattre  sur 
la  seconde. 
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11  est  aisé  de  \oir  que  la  droite  A  A'  (fig.  ii)  menée  parles 
deux  foyers  est  un  axe  dé  rellipse.  Car,  si  Ton  considère  les 

deux  points  H  et  H'  déterminés  par 

rintersection  de  deux  cercles  décrits 

des  foyers  F  et  F'  comme  centres, 

K'  A'v  F'^^-    /io    .F  y^  h  ^n  a  deux  triangles  égaux  FMF', 

FM' F',  qui  coïncident  lorsqu'on  fait 
tourner  la  partie  supérieure  de  la 
Fis-  11  •  figure  autour  de  la  droite  AA^  pour 

la  rabattre  sur  la  partie  inférieure;  le  point  M  vient  donc  en 
M';  et,  comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  deux  à 
deux,  la  demi-ellipse  AMA'  s'applique  exactement  sur  Tautre 
moitié  AM' A^  Ainsi  la  droite  AA^  est  un  axe  de  Tellipse. 

On  appelle  sommeU  les  points  A  et  A'  où  Taxe  coupe  la 
courbe.  Nous  avons,  dans  la  construction  de  Tellipse  par  points, 
porté  sur  Taxe,  à  partir  du  foyer  F',  la  longueur  F'K  égale  à 
Ja  somme  constante.  Le  point  A,  milieu  de  FK,  appartient  à 
rellipse;  car,  si  Ton  remplace  la  distance  AF  par  son  égale  AK, 
on  voit  que  la  somme  des  dislances  AF'  et  AF  de  ce  point  aux 
deux  foyers  est  égale  à  la  somme  constante  F'K;  ainsi  le  point 
A  est  l'un  des  sommets.  De  même,  si  Ton  porte  sur  Taxe,  à 
partir  de  Tautre  foyer  F,  la  longueur  FK'  égale  à  F'K,  et  si  Ton 
prend  le  milieu  de  F'K',  on  aura  le  second  sommet  A'.  Les  deux 
distances  AF  et  A'F'  sont  égales  comme  moitiés  de  distances 
égales  FK,  F'K',  et  les  deux  sommets  A  et  A'  sont  également 
distants  des  deux  foyers  F  et  F'. 

Il  faut  remarquer  que  la  longueur  AA'  est  égale  à  la  somme 
constante  des  distances  de  chacun  des  points  de  Vellipse  aux 
deux  foyers.  Car,  si  Ton  remplace  le  segment  A'F'  par  son 
égal  AF  ou  AK,  on  voit  que  la  longueur  AA'  est  égale  à  F'K. 
IS — L'ellipse  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BB' 
élevée  sur  le  milieu  de  la  droite  FF'.  En  effet,  du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  FM,  décrivons  un  premier 
cercle,  et  du  foyer  F,  avec  un  rayon  égal  à  F' M,  un  second 
cercle  ;  ces  deux  cercles,  par  leur  intersection,  détermineront 
deux  nouveaux  points  N  et  N'  de  Tellipse.  Les  deux  triangles 
FMF',  F'NF  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux 
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chacun  à  chacun.  Faisons  tourner  la  partie  BÂB^  de  la  figure 
autour  de  BB^  pour  la  rabattre  de  Tautre  côté;  la  droite  OF 
s'applique  sur  OF';  Fangle  OFM  étant  égal  à  OF'N  dans  les 
deux  triangles  égaux,  la  droite  FH  prend  la  direction  F^N; 
et^  comme  ces  deux  droites  sont  égales^  le  point  H  tombe  en  N. 
Ainsi^  la  partie  BAB'  s'applique  exactement  sur  l'autre  moitié 
BA'B^,  ce  qui  montre  que  la  droite  BB'  est  aussi  un  axe  de 
Fellipse. 

On  détermine  les  deux  sommets  B  et  B'  par  Fintersection 
de  deux  cercles  égaux  décrits  des  foyers  comme  centres^  avec 
un  rayon  égal  à  la  moitié  OA  de  AA^  Car^  les  deux  dis* 
tances  BF  et  BF'  étant  égales  entre  elles,  chacune  d'elles  «st  i 
égale  à  la  moitié  de  la  somme  constante,  et  par  conséquent,  à  j 
la  moitié  de  AA^  La  longueur  BB'  est  plus  petite  que  AA';  car 
la  ligne  droite  BB'  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée  BFh-FB'^ 
qui  est  égale  AA^  i 

Les  deux  axes  divisent  Fellipse  en  quatre  parties  égales. 

16--0n  appelle  centre  d'une  courbe  un  point  tel  que  tous 
les  points  de  la  courbe  sont  situés  deux  à  deux  sur  une  droite 
passant  par  le  centre,  et  à  égale  distance  de  part  et  d'autre. 

Le  point  0,  intersection  des  deux  axes,  ou  milieu  de  la  dis-  1 
tance  FF'  des  foyers,  est  centre  de  Fellipse.  En  effet,  soit  M  un  i 
point  quelconque  de  l'ellipse;  joignons  HO  et  prolongeons 
cette  droite  d'une  longueur  ON'  égale  à  OM;  les  deux  diago- 
nales FF',  HN'  se  coupant  mutuellement  en  deux  parties 
égales,  le  quadrilatère  FMF'N'  est  un  parallélogramme,  et  les  | 
côtés  opposés  sont  égaux.  La  somme  des  distances  N'F  +  N'F  j 
du  point  N'  aux  deux  foyers  étant  égale  à  la  somme  MF'  +MF^  | 
le  point  N'  appartient  aussi  à  l'elUpse.  Ainsi,  les  deux  points  ; 
M  et  N'  de  l'ellipse  sont  situés  sur  une  droite  MN'  passant  par  ^ 
le  point  0  et  à  égale  distance  de  part  et  d'autre.  Il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  deux  à  deux;  donc  le  point  0  est  ■^ 
centre  de  l'ellipse. 

H'-^-La  forme  et  les  dimensions  de  l'ellipse  dépendent  de  ^ 
la  distance  FF'  des  foyers  et  de  la  somme  constante  AA'.  Nous 
ayons  vu  comment  on  en  déduit  la  longueur  BB'.  Inversement 
les  deux  longueurs  A  A'  et  BB',  qui  sont  les  portions  des  axes  • 


Fie.  1«. 
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iitués  dans  l'ellipse^  et  que,  pour  abréger,  on  appelle  les  axes 

de  Tellipse,  peuvent  servir  à  définir  cette 
courbe.  On  commencera  par  déterminer 
les  foyers  (fig.  12).  Pour  cela,  de  l'une 
des  extrémités  B  du  petit  axe  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  au  demi*grand 
axe  OA^  on  décrit  une  circonférence  qui 
coupera  le  grand  axe  en  deux  points  F 
et  F';  Teliipse  dont  les  foyers  sont  F  et  F'  et  le  grand  axe  A' A 
admet  pour  petit  axe  la  droite  B'B.  Une  fois  les  foyers  déter- 
minég^  on  construit  l'ellipse  par  points,  ou  bien  on  la  trace  d'un 
mouvement  continu,  comme  nous  l'avons  expliqué. 

IS — On  appelle  excentricité  le  rapport  de  la  distance  FF^ 
.des  foyers  au  grand  axe  AA'. 

L'ellipse  est  une  courbe  fermée  plus  ou  moins  allongée;  sa 
forme  dépend  de  Texcentricité.  Quand  Texcentricité  est  nulle, 
les  deux  foyers  se  confondent  avec  le  centre;  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  l'ellipse  au  centre  est  constante,  et  l'el- 
lipse se  réduit  rigoureusement  à  une  circonférence  de  cercle. 
Quand  rexcentricité  est  très-petite,  les  foyers  sont  très-rappro- 
chésdu  centre;  les  deux  axes  diffèrent  peu  l'un  de  l'autre, 
Vellipse  est  arrondie  et  peu  différente  d'un  cercle.  A  mesure 
que  rexcentricité  augmente,  le  grand  axe  étant  supposé  con- 
stant, les  foyers  s'écartent,  le  petit  axe  diminue,  et  l'ellipse 
prend  une  forme  de  plus  en  plus  aplatie. 

t9--Cberchons  maintenant  l'équation  de  l'ellipse.  Le  sys- 
tème de  coordonnées  indiqué  par  l'énoncé  est  le  premier  sys- 
tème bi-polaire;  si  l'on  détermine  la  position  de  chacun  des 
points  du  plan  par  ses  distances  aux  deux  points  fixes  F  et  F^i 
rellipse  aura  pour  équation 

(i)    M-f-t)  =  2a. 
Dans  le  second  système  bi-polaire,  l'équation  a  aussi  une 
forme  très-simple;  si  Ton  désigne  par  ot  et  p  les  deux  angles 

coordonnés,  et  par  2p  le  périmètre  2  a  -+-  2  c  du  triangle  MFF, 

on  a 


2     V       p{p-v) 
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d'où  h)    tang  -  tang  -  =  =- =  — ; — 

Cherchons  enfin  Téquaiion  en  co- 
ordonnées rectilignes.  Prenons  les 
deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  des 
-^  coordonnées  (fig.  i3);  les  longueurs 
PF  etPF'  étant  égales  à  c  —  x  et  à 
c-hx,  les  triangles  rectangles  FMP, 
Fig.  13.  F'MP  donnent 

u=yjy*+{c  —  x)\    v  =  yjy*-h(c-hxy. 

En  substituant  les  valeurs  de  u  et  de  t?  dans  l'équation  (i),  on 
obtient  l'équation 

(3)    yly^-i-  (c  —  xf  -f-  V»'H-  [c  -h  xY=  2a. 

Pour  mettre  celte  équation  sous  forme  entière,  nous  élève- 
rons au  carré,  après  avoir  fait  passer  le  premier  radical  dans 
le  second  membre,  ce  qui  donne 

ou,  en  simplifiant. 


a  Vy'-+-  (c — ^)' = ^'—  ex. 
Une  nouvelle  élévation  au  carré  conduit  à  Téquation 

(4)    a»y •  -H  (a»  —  c«)  a»  =  a'  (a«  —  c«) . 

Mais  réquation  (4)  n'est  pas  équivalente  à  Téquation  (3)  ; 
elle  équivaut  aux  quatre  équations 

w-f-v  =  2a,    ti  — v  =  2a,    —  w4-v  =  2a,    — -u  — r  =  2a, 

que  Ton  obtient,  quand  dans  Téquation  (3)  on  change  les 
signes  des  radicaux.  L'équation  — u  —  t?  =  2a  n'a  pas  de 
solution  réelle.  Les  équations  u  —  t?  =  2a,  — uH-t?  =  20 
n'ont  pas  non  plus  de  solution  réelle,  quand  on  suppose 
2a  >  2c;  car  les  quantités  u  et  v  désignent  les  distances  des 
points  F  et  F^  à  un  point  du  plan  ayant  pour  coordonnées  x 
et  y,  et  la  difiTérence  2a  des  distances  ne  peut  pas  être  plus 
grande  que  la  distance  2c  ou  FF^  Ainsi,  quand  on  se  borne 
aux  solutions  réelles,  on  peut  dire  que  l'équation  (4)  est  équi- 


EXEMPLES.  13 

valente  à  réqaation  (3).  La  somme  constante  2a  étant  plus 
grande  que  la  distance  des  foyers  2c,  on  peut  poser  a* — c*=6% 
et  réquation  de  Fellipse  se  met  sous  la  forme  a«y*-|-6'x*= 0*6', 


ou 


(5) 


X' 


HYPERBOLE. 

iO— L'hyperbole  est  une  courbe  telle  que  la  différence  des 

distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est 

constante.  Ces  deux  points  fixes  F  et  F'  sont  les  foyers  de 

Vh^perbole. 

Il  est  facile  de  construire  Vhyperbole  par  points.  Portons  sur 

la  droite  F^F  (fig.  14)  une  lon- 
gueur F^K  égale  à  la  diffé- 
rence constante.  Du  foyer  F' 
comme  centre^  avec  différents 
D  rayons,  décrivons  une  série  de 
cercles.  Soit  D  le  point  où  Tun 
d'eux  coupe  la  droite  FF';  pre- 
g,  ,^^     nous  une  ouverture  de  com- 

Fig.  u.  pas  égale  à  KD,  et,  du  foyer  F 

comme  centre,  avec  cette  ouverture  du  compas,  décrivons  un 
second  cercle  ;  ce  cercle  coupera  le  premier  en  deux  points  M 
et  M^  qui  appartiennent  à  Thyperbole;  car  la  difTérence  des 
distances  M'F  et  MF  du  point  H  aux  deux  foyers  est  égale  à  la 
différence  des  deux  rayons  F'D  et  KD,  c'est-à-dire  à  la  longueur 
donnée  F' K.  On  répétera  la  même  construction  pour  chacun 
des  cercles  décrits  du  foyer  F'  comme  centre;  quand  on  aura 
obtenu  un  assez  grand  nombre  de  points,  on  fera  passer  un 
Irait  continu  par  tous  ces  points,  et  on  aura  un  arc  d'hyper- 
bole MAM' 

L'hyperbole  se  compose  de  deux  branches  indéfinie^  HAM^ 
NA'N';  pour  la  première,  la  distance  MF  est  plus  petite  que 
MF';  pour  la  seconde,  la  distance  NF  est,  au  contraire,  plus 
grande  que  NF'.  On  obtient  la  seconde  branche  comme  la  pre- 
îftière,  en  portant  sur  la  droite  FF'  une  longueur  FK',  égale  à 
la  différence  constante,  décrivant,  du  foyer  F  comme  centre, 
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un  cercle  avec  uq  rayon  arbitraire  Fiy,  et,  du  foyer  F'  comind 
centre,  un  second  cercle  avec  un  rayon  égal  à  F'IV. 

Si  Ton  appelle  na  la  différence  constante  et  2c  la  distance 
FF'  des  foyers,  il  faut,  pour  que  la  courbe  existe,  que  2a  soiti 
moindre  que  2c.  Désignons  par  a  +  a  le  plus  grand  rayon,  le 
plus  petit  sera  a  —  a;  les  cercles  se  couperont,  lorsque  la 
somme  2a  des  rayons  sera  plus  grande  que  2c.  Ainsi,  le  plus 
grand  rayon  doit  être  plus  grand  que  c4-a,  le  plus  petit  plus 
grand  que  c  —  a. 

Itl— On  peut  aussi  décrire  Thyperbole  d'un  mouvement 
continu.  Supposons  qu'une  règle  tourne  autour  du  foyer  F^  et 

que  les  extrémités  d'un  fil  soient 
attachées,  d'une  part,  au  foyer  F, 
d'autre  part,  à  Pextrémité  G  de  la 
règle  (fig.  i5)  ;  si,  en  même  temps 
que  la  règle  tourne,  un  crayon 
glisse  sur  la  règle  en  tenant  le  fil 
constamment  tendu,  ce  crayon 
décrira  un  arc  hyperbole.  En  effet, 
soit  F'  G/  une  position  quelconque 
de  la  règle  ;  le  crayon  a  glissé  sur  la  règle  de  G'  en  M,  et  le  fil 
occupe  alors  la  position  G' MF.  La  différence  des  distances  MF^ 
et  MF  ne  change  pas,  si  Ton  augmente  ces  deux  longueurs 
de  la  même  quantité  G' M;  elle  est  donc  égale  à  la  différence 
constante  qui  existe  entre  la  longueur  de  la  règle  G' F'  ou  GF', 
et  la  longueur  du  fil  G'MF  ou  GF.  On  obtiendrait  la  seconde 
branche  en  faisant  tourner  la  règle  autour  du  foyer  F. 

!t*— La  droite  FF'  est  un  axe  de  la  courbe;  elle  partage 
chacune  des  branches  en  deux  parties  symétriques;  car  les 
deux  points  M  et  M',  ou  N  et  N'  (fig.  i4),  déterminés  par  Tin- 
tersection  des  deux  cercles  décrits  des  foyers  comme  centres, 
sont  symétriques  par  rapport  à  cette  droite.  Les  points  A  et 
A',  où  elle  rencontre  la  courbe,  sont  les  sommets  de  Thy- 
perbole. 

On  obtient  les  sommets  A  et  A'  en  prenant  les  milieux  de  FK 
et  de  F'K'.  La  longueur  AA'  de  Taxe  est  égale  à  la  différence 
constante  des  distances  de  chacun  des  points  de  Tbyperbole 


Fig.  15. 
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ux  deux  foyers.  Car^  si  Ton  remplace  A'F^  par  son  égale  AK, 
m  voit  que  F'K  est  égale  à  AA'. 

L'hyperbole  admet  un  second  axe,  la  perpendiculaire  BB' 
levée  sur  le  milieu  de  la  droite  FF^  Le  raisonnement  que 
lous  avons  fait  pour  Tellipse  (n^  i5)  peut,  en  effet,  être  appli- 
|uée  aux  deux  branches  de  Thyperbole.  Hais  ce  second  axe 
le  rencontre  pas  la  courbe  ;  c'est  pourquoi  on  a  donné  au 
)remier  le  nom  d'axe  transverse,  au  second  le  non  d'axe  non 
ransverse.  On  voit  aussi  que  le  point  0,  milieu  de  la  distance 
?F'  des  foyers,  est  le  centre  de  la  courbe. 

S3 — Dans  le  premier  système  bi-polaire,  si  Ton  appelle  u 
li  V  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux 
loyers  F  et  F^,  les  deux  branches  de  courbe  ont  respectivement 
pour  équations 

(i)    «  — w=±2a. 

Dans  le  second  système  bi-polaire,  les  équations  des  deux 
branches  sont 

tang  -  tang  - 

^2c-ha  ®2      c  —  a 


tang^  tangj 

En  coordonnées  rectangulaires,  si  Ton  prend  pour  axes  des 
coordonnées  les  deux  axes  de  la  courbe,  l'équation  de  l'hy-  . 
perbole  est 

ËD  répétant  ici  les  transformations  du  n^  19,  on  arrive  à  Té- 
quation  sous  forme  entière,  a*y*+[à^—c*)x^^=a'^(a^—c*), 
que  nous  avons  déjà  obtenue  pour  l'ellipse. 

Cette  équation,  comme  nous  l'avons  remarqué,  équivaut  aux 
quatre  équations  distinctes  v  —  u=±2a,  M  +  t5=±2a; 
mais,  dans  le  cas  actuel,  2a  étant  plus  petit  que  2c,  les  deux 
dernières  n'ont  pas  de  solution  réelle.  Si  Ton  pose  c^-^a^^^b*, 
l'équation  de  l'hyperbole  prend  la  forme 

(2)        -i— fT  =  l. 
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Il  est  bon  d'observer  que^  dans  le  système  rectiligne,  les 
deux  branches  de  Thyperbole  sont  comprises  dans  la  même 
équation  (2)^  tandis  que^  dans  le  premier  système  bi-polaire. 
Tune  des  branches  est  représentée  par  l'équatiou  1;  — -  ti  =  2  a, 
l'autre  par  Téquation  u — D=2a.  Il  faut  aussi  deux  équations 
distinctes  dans  le  second  sytème  bi-polaire. 

PARABOLE. 

Sf  4 — La  parabole  est  une  courbe  dont  chacun  des  points  est 
également  distant  d'un  point  fixe  nommé  foyer  et  d'une  droite 
fixe  appelée  directrice. 

U  est  facile  de  construire  la  parabole  par  points.  Soit  F  le 
foyer,  DD'  la  directrice  (flg.  16);  menons  par  le  foyer  une 

droite  BD  perpendiculaire  à  la  directrice; 
le  point  A,  milieu  de  FD,  est  un  premier 
point  de  la  parabole.  Traçons  une  série 
de  droites  parallèles  à  la  directrice,  à  une 
"B~  distance  plus  grande  que  AD.  Soit  P  le 
point  où  Tune  d'elles  rencontre  la  droite 
DB;  du  foyer  F,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  DP,  décrivons  un  cercle 
Fig.  16.  qui  coupera  la  parallèle  en  deux  points  M 

M^  appartenant  à  la  parabole.  Car  la  perpendiculaire  ME, 
abaissée  du  point  H  sur  la  directrice,  est  égale  à  DP,  et,  par 
suite,  au  rayon  MF;  le  point  M,  étant  également  distant  du 
foyer  et  de  la  directrice,  est  un  point  de  la  parabole.  Répétons 
cette  même  construction  pour  chaque  parallèle;  quand  nous 
aurons  déterminé  ainsi  un  nombre  suffisant  de  points,  nous 
ferons  passer  à  la  main  un  trait  continu  par  tous  ces  points. 

La  droite  DB,  menée  par  le  foyer  perpendiculairement  à  la . 
directrice,  est  un  axe  de  la  parabole;  car,  d'après  la  construc- 
tion, la  corde  MM'  est  perpendiculaire  à  DB  et  divisée  au 
point  P  en  deux  parties  égales.  Si  donc  on  fait  tourner  la  partie 
supérieure  de  la  parabole  autour  de  la  droite  DB,  pour  la 
rabattre  de  Tautre  côté,  la  droite  PM  s'appliquera  sur  PM',  le 
point  M  en  M'.  Comme  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points 
deux  a  deux,  on  voit  que  la  partie  supérieure  coïncidera  exac- 
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tement  avec  la  partie  inférieure.  Donc  la  droite  DB  est  axe  de 
la  parabole.  Le  point  Â,  milieu  de  FD,  est  le  sommet  de  la  pa- 
rabole. 

La  parabole  n'est  pas  une  courbe  fermée  comme  Tellipse  ; 
elle  se  compose  de  deux  branches  qui  se  prolongent  indéfini- 
ment. Les  dimensions  de  la  parabole  dépendent  de  la  dislance 
du  foyer  à  la  directrice,  distance  que  l'on  appelle  paramètre  de 
la  parabole;  quand  cette  distance  est  très-petite,  les  deux  bran- 
ches de  la  parabole  sont  très-rapprochées  Tune  de  Tautre.  Elles 
s'écartent  et  la  parabole  s'ouvre  d'autant  plus  que  ce  paramètre 
est  plus  grand. 

S5  —On  peut  aussi  tracer  la  parabole  d'un  mouvement  con- 
tinu. Plaçons  une  règle  sur  la  directrice  DD'  (fig.  17);  appli- 
quons contre  la  règle  une  équerre  GHK;  au 
sommet  G  attachons  un  fil  d'une  longueur 
égale  au  côté  GH  de  Téquerre,  l'autre  extré- 
mité étant  attachée  au  foyer  F;  tendons  le 
fil  contre  Féquerre  avec  un  crayon,  puis 
faisons  glisser  Téquerre  le  long  de  la  règle, 
et,  en  même  temps,  le  crayon  le  long  de 
réquerre  de  manière  à  tenir  le  fil  constam- 
ment tendu  ;  nous  décrirons  un  arc  de  para- 
bole. En  effet,  soit  M  le  point  où  se  trouve  le 
crayon  quand  Téquerre  occupe  la  position  GHK;  la  longueur 
du  fil  ou  la  ligne  brisée  GM  +  MF  étant  égale  au  côté  GH  de 
l'équerre,  la  distance  MF  égale  MH,  et,  par  conséquent,  le  point 
H  appartient  à  la  parabole. 
9S— lia  définition  de  la  parabole  indique  un  système  de 
I     V  coordonnées  dont  nous  n'avons  point  encore 

parlé.  On  peut  déterminer  un  point  quel- 
conque M  du  plan  par  ses  distances  MF 
et  ME  au  foyer  F  et  à  la  directrice  DD' 
(fig.  18);  la  position  du  point  M  sera  donnée 
par  Pintersection  d'un  cercle  décrit  du  foyer 
comme  centre  et  d'une  droite  parallèle  à  la 
directrice.  Si  l'on  appelle  u  et  t?  les  deux 
coordonnées  du  point  M,  la  parabole  aura^ 

2 
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pour  équation  dans  ce  système 

(i)    u  =  v. 

Prenons  maintenant  pour  origine  des  coordonnées  rectili- 
gnes  le  sommet  A  de  la  parabole,  pour  axe  des  x  Taxe  AX  de 
la  parabole,  et  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  AY.  En 
désignant  par  p  la  distancé  FD  du  foyer  à  la  directrice,  on  a 

t)==AP-hAD=:a;-+-|»     w  =  i/j^«-f- (oj  — ^V* 
et  réquation  de  la  parabole  devient 


s/' 


î/'+(^-f)'=^+f 


ou  (2)    y^=2px. 

2T — Avant  d'aller  plus  loin  nous  dirons  comment  on  dé- 
finit la  tangente  à  une  courbe  quelconque.  En  géométrie 

^ élémentaire,  on  appelle  ordi- 

__^_.=iL^__— ^-, nairement  tangente  au  cercle 

^\7^  une  droite  indéfinie,  qui  n'a 


Fig.  19.  qu'un  point  commun  avec  la. 

circonférence;  mais  cette  définition  n'étant  pas  susceptible 
d'être  généralisée,  il  convient  de  définir  la  tangente  d'une 
autre  manière.  Soit  M  un  point  donné  sur  une  courbe  (ûg.  19) 
par  ce  point  et  un  point  voisin  W^  menons  une  droite  indé- 
finie; imaginons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  in- 
définiment du  point  M,  la  droite  MM'  tendra  vers  une  position 
limite  MT.  C'est  cette  droite  MT  que  l'on  appelle  tangente  à  la 
courbe  au  point  M. 
Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cette  définition,  que  la  tangente 

au  cercle  au  point  M  est  perpendiculaire 
à  Textrémité  du  rayon  OM;  car,  dans  le 
triangle  isocèle  MOM',  l'angle  OMM^  est, 
égal  à  un  angle  droit,  moins  la  moitié  de 
l'angle  au  centre  MOM';  quand  le  point  M' 
se  rapproche  indéfiniment  du  point  M^ 

l'angle  au  centre  tend  vers  zéro,  et 
l'angle  OMM'  devient  droit. 
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GISSOÏDE  DE  DIOGLÈS. 

*S — Etant  donnés  un  cercle,  un  diamètre  AB,  une  tangente 
te  à  Textrémité  de  ce  diamètre  (flg.  20);  si  du  point  A  on  mène 

une  sécante  mobile  AE,  sur  laquelle 
on  porte  à  partir  du  point  A  une 
longueur  AM  égale  à  la  portion  DE 
de  la  sécante  comprise  entre  le  cercle 
et  la  tangente  fixe,  le  lieu  du  point 
M  est  une  courbe  qui  porte  le  nom 
de  Cissoïde. 

Si  Ton  suppose  que  la  sécante  mo- 
bile parte  de  la  position  AB  et  tourne 
autour  du  point  A^  de  AX  \ers  la 
perpendiculaire  AY,  la  longueur  DE 
et,  par  suite,  AM  augmentera  indé- 
finiment; le  point  M  décrira  une 
branche  de  courbe  infinie  AMM^  Si 
Ton  fait  tourner  la  sécante  mobile 
deTautre  côté  de  AB,  on  obtiendra  évidemment  une  seconde 
branche  égale  à  la  première. 

La  droite  AB  est  un  axe  de  la  courbe,  puisque  les  deux  bran- 
ches sont  symétriques  par  rapport  à  cette  droite. 

La  tangente  aux  deux  branches  au  point  A  coïncide  avec 
raie.  Car,  si  la  sécante  AM  tourne  autour  du  point  A  de  ma- 
nière à  ce  que  la  corde  AH  ou  DE  devienne  nulle,  elle  tend 
îers  la  position  limite  AB;  donc  AB  est  la  tangente  en  A.  Le 
point  A  est  ce  qu^on  appelle  un  point  de  rebroussement. 

On  peut  voir  aussi  que  les  deux  branches  de  la  courbe  se  rap- 
prochent indéfiniment  de  la  droite  CC^  En  effet,  considérons 
la  sécante  dans  la  position  AE^;  si  de  la  longueur  totale  AE'  on 
retranche  alternativement  les  deux  longueurs  égales  AM^  et 
y^'y  on  a  M'E'= AD'.  La  corde  Aiy  diminuant  de  plus  en  plus 
et  tendant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  longueur  M^E^  et, 
à  plus  forte  raison,  de  la  perpendiculaire  M'H.  Cette  droite 
ce,  dont  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment,  s'appelle  une 
mmptote. 


Fig.  SO. 
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La  cissoïde  a  été  imaginée  par  le  géomètre  grec  Dioclès, 
pour  résoudre  le  problème  de  la  construction  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  lignes  données. 

c  29 — Cherchons  Téquation  de  la  cis- 

soïde en  coordonnées  polaires;  prenons 
le  point  A  pour  pôle  et  la  droite  AB  pour 
axe  polaire.  Appelons  a  le  diamètre  du 
b — X  cercle  donné,  p  et  w  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  H  de  la  courbe 
(flg.  âi).  Dans  les  triangles  rectangles 
ABE,  ABD,  on  a 


Fig.  21. 


a 


AE  = »    AD  =  acosco; 


COSW 

d'où    p  =  DE  =  AE  —  AD  ==  — a  cosw  = 


a 


COSOJ 


asin*ct) 

COSCO 


Ainsi  la  cissoïde  est  représentée  en  coordqnnées  polaires  par 

l'équation 

,  ,  asin*w 

(l)       pz= . 

'     ^        cosw 

Cherchons  maintenant  l'équation  en  coordonnées  rectilignes; 
prenons  le  point  A  pour  origine^  la  droite  AB  pour  axe  des  x 
et  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle MAP^  on  a 

a;  =  pcosw,    y  =  psinw,    p*==a;*-hy*; 

00 

si^  dans  l'équation  (i),  on  remplace  d'abord  cosco  par  -«  sino) 

P 

par  ^»  ce  qui  donne  fx=zay^y  puis  p*  par  x^+y^,  on  arrive 

à  l'équation  de  la  cissoïde  en  coordonnées  rectilignes 

[1]    y^(a  —  x)  —  x^=^o. 

30— Proposons-nous  de  construire,  au  moyen  de  son  équa- 
tion en  coordonnées  rectilignes^  la  cissoïde  que  nous  avons 
déjà  construite  d'après  sa  définitioii  géométrique. 

En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y,  on  a 


y 


=±v^ 


X 


EXEMPLES.  Si 

L'ordonnée  n'est  réelle  que  pour  les  valeurs  de  rabscisse 
comprises  entre  o  et  a;  donc  la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  Taxe  des  y  et  la  parallèle  CG  menée  à  la  distance  a 
(fig.  20).  Quand  x  croit  de  o  à  a^  la  valeur  numérique  de 
y  croît  de  o  à  00^  ce  qui  donne  une  branche  de  courbe 
partant  de  Torigine  A  et  s'élevant  indéfiniment.  En  même 
temps  la  distance  M'H  =  a  — a:  d'un  point  de  la  courbe  à  la 
droite  BC  tend  vers  zéro,  ce  qui  fait  voir  que  la  droite  BC  est 
asymptote  de  la  courbe.  Comme  à  chaque  valeur  de  x  corres- 
pondent deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires^  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches  symétriques  par  rapport 
àTaxe  AX. 

STROPHOÏDB. 

31 — Un  angle  droit  YOX  (âg.  22)  et  un  point  fixe  A  sur  un 
de  ses  côtés  étant  donnés  dans  un  plan,  on  mène  du  point  fixe 
A  une  droite  quelconque  AD  qui  rencontre  le  côté  OY  en  D,  et 
Ton  porte  sur  celle  droite  d'un  côté  et  de  Tautre  à  partir  du 
point  D  des  longueurs  DM  et  DN  égales  à  OD;  le  lieu  des  points 
MetN  est\sLStrophoïde. 

Quand  la  droite  mobile  occupe  la  position  AO,  les  deux  points 
M  et  N  se  confondent  en  0.  Si  la  droite  tourne  de  manière  à  ce 
que  le  point  D  s'élève  indéfiniment  sur  OY,  OD  augmente,  et 
Ton  voit  que  le  point  N  décrit  une  branche  de  courbe  infinie  ON. 

Quant  au  point  M,  il  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  A.  En 
effet,  on  obtient  les  points  M  et  N 
en  décrivant  un  cercle  du  point  D 
comme  centre  avecDO  pour  rayon; 
quand  le  point  D  s'élève  à  l'infini. 
Tare  de  cercle  OM  coïncide  avec  la 
droite  OA,  et  le  point  M  vient  en  A. 
Il  y  a  évidemment  une  partie  sy- 
métrique de  l'autre  côté  de  l'axe 
OX. 
Le  point  0,  par  lequel  passent 
Fig.  2s.  les  deux  branches  de  courbe,  s'ap- 

pelle point  multiple.  Les  tangentes  en  ce  point  aux  deux  bran- 
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cfaes  de  courbes  coïncident  avec  les  bissectrices  des  angles 
droits  YOX,  YOX'.  Car  l'angle  ODE,  extérieur  au  triangle  iso* 
cèle  DOM^  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  op- 
posés^  et  par  conséquent,  à  deux  fois  l'angle  DON  ;  de  même 
Tangle  ODÂ  est  égal  à  deux  fois  Tangle  DON.  Quand  la  droite 
AD  s^applique  sur  AO,  Tangle  obtus  ODE  diminue  et  tend  vers 

un  angle  droit;  Tangle  moitié  YOM  diminue  et  tend  vers  7;! 

4  ! 

Tangle  aigu  ODA  augmente  et  tend  vers  un  angle  droit;  Tanglei 
moitié  YON  augmente  et  tendaussi  vers  -r-  On  peut  remarquer 

d^ailieurs  que  les  deux  droites  OH  et  ON  sont  rectangulaires. 
On  voit,  en  outre,  que  Tare  OHA  est  situé  au-dessous  de  sa 
tangente,  tandis  que  l'arc  ON  est  au-dessus. 

La  tangente  au  sommet  A  est  perpendiculaire  à  Taxe  OX; 
car,  lorsque  le  point  D  s'élève  indéfiniment,  la  corde  AM  tend 
à  devenir  perpendiculaire  sur  OX- 

Sur  le  prolongement  de  AO  prenons  OG  =  OA,  et  par  le 
point  G  élevons  la  perpendiculaire  H^H;  cette  droite  est  asymp- 
tote de  part  et  d'autre  aux  deux  branches  infinies  de  la  courbe; 
car  la  distance  NE,  égale  à  AM,  tend  vers  zéro. 

33— Cherchons  Téquation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  0  pour  pôle,  et  la  droite  OA  pour 
axe  polaire  ;  les  coordonnées  du  point  H  sont  p  =  OH,  (o = MOA; 
dans  le  triangle  isocèle  DOM,  chacun  des  angles  DOH,  DMO  est 

égal  à  -  — w,  et  Tangle  ODM  à  aw;  Tangle  OAM,  complémen- 

taire  du  précédent,  vaut 2to.  Si  Ton  désigne  par  a  la  Ion- 

gueur  OA,  on  a,  dans  le  triangle  OMA, 

smi 2(ù 


a         .    /Tr 

sm  I w 

,,  ,  ,  .,  acos2w 

d'où  (i)      p  = 

'      *  cosw 

Les  coordonnées  du  point  N  vérifient  la  même  équation. 
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Cherchons  maintenant  Féquation  de  la  courbe  en  coordon* 
nées  rectilignes,  en  prenant  pour  axes  les  deux  droites  OX 
et  OY;  si  dans  Téquation  précédente,  mise  sous  la  forme 
pcosw  =  a(cos*(i)  — sin*a)),  on  remplace  cosw  et  sinco  par 

ce        t/ 

leurs  valeurs  -et  -»  on  a  irû*=afa?* — t/*);  mettant  ensuite 

à  la  place  de  p*  sa  \aleur  a-*  H- y*,  on  arrive  à  Téquation  du 
troisième  degré 

(2)    X  (x*  -f-  y*)  —  a  (x*  —  y*)  =  o. 

33 — Proposons-nous  maintenant  de  construire  la  courbe 
au  moyen  de  son  équation  en  coordonnées  rectilignes.  L'équa* 
tion  (2),  résolue  par  rapport  à  y,  donne 


y=^-\/l 


—  X 


-i-x 

Pour  que  Tordonnée  y  soit  réelle^  il  faut  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  soit  positive.  Quand  on  donne  à  x  des 
valeurs  positives^  le  dénominateur  étant  positif,  le  numérateur 
doit  être  aussi  positif^  ce  qui  exige  que  x  soit  plus  petit  que  d. 
Quand  on  donne  à  x  des  valeurs  négatives,  le  numérateur 
étant  positif^  le  dénominateur  doit  être  aussi  positif,  ce  qui 
exige  que  la  valeur  absolue  de  x  soit  moindre  que  a.  Ainsi 
l'abscisse  x  ne  peut  varier  que  de  —  a  à  4-  a;  si  donc  on  porte 
sur  Taxe  des  x,  à  partir  de  rorigine,  et  de  part  et  d'autre,  des 
longueurs  OA  et  OG  égales  à  a,  et  que  par  les  points  G  et  A  on 
mène  des  parallèles  HH',  KK^  à  Taxe  des  y,  la  courbe  sera  tout 
entière  comprise  entre  ces  deux  parallèles.  On  verra  la  forme 
de  la  courbe  en  suivant  la  variation  de  la  fonction 


y 


la  —  X 

V  a-hx 


Quand  x  varie  de  o  à  a,  l'ordonnée  y  conserve  des  valeurs 
finies;  elle  s'annule  pour  ar=:o,  et  aussi  pour  x^=a;  il  en 
résulte  une  branche  de  courbe  OMA,  partant  du  point  0,  et 
aboutissant  au  point  A.  Quand  x  varie  de  o  à  —  a,  l'ordonnée  y 
est  négative  et  varie  de  o  à  —00  ;  il  en  résulte  une  branche 
ON',  qui  part  de  l'origine  et  s'abaisse  indéfiniment,  en  se  rap- 
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procbant  de  plus  en  plus  de  la  droite  HH^  qui  est  une  asymp- 
tote; cette  branche  ON'  fait  suite  à  la  branche  ÂMO. 

En  changeant  le  signe  du  radical^  on  obtient  une  branche 
AM'ON  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Taxe  des  x, 

LIUAÇON  DE  PASCAL. 

34 — Par  un  point  A  pris  sur  un  cercle,  on  mène  une  sécante 
quelconque  AD,  sur  laquelle  à  partir  du  point  D^  où  elle  ren- 
contre  le  cercle,  on  porte  de  part  et  d^autre  des  longueurs 
constantes  DM  et  DN;  le  lieu  des  points  M  et  N  (flg.  23)  est  une 
courbe  nommée  limaçon  de  Pascal, 

On  obtiendra  la  courbe  entière  en  supposant  que  le  rayon 
vecteur  coïncide  d'abord  avec  le  diamètre  AB  du  cercle,  et 
tourne  ensuite  d'un  angle  droit  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 
On  obtiendra  aussi  la  courbe  entière  en  faisant  faire  au  rayon 
une  révolution  complète,  et  portant  la  longueur  constante  dans 
le  sens  du  rayon  à  partir  du  point  où  ce  rayon  ou  son  prolon- 
gement coupe  le  cercle.  La  courbe  présente  trois  formes  diflfé- 
rentes,  suivant  que  la  longueur  constante  a  est  supérieure, 
égale  ou  inférieure  au  diamètre  6  du  cercle. 
1°  Considérons  d'abord  le  cas  où  la  longueur  a  est  plus 

grande  que  6.  Quand  le 
rayon  coïncide  avec  AB ,  il 
faut,  à  partir  du  point  B, 
porter  sur  ce  rayon  une 
longueur  BG  égale  à  a,  ce 
qui  donne  un  point  G  du 
lieu  (fig.  23).  Lorsque  le 
rayon  tourne  autour  du 
point  A  et  occupe  la  posi- 
tion AD,  on  a  le  point  H. 
Quand  le  rayon  a  tourné 
d'un  angle  droit,  le  point  D  vient  en  A,  et  le  point  M  en  M'.  Le 
rayon  continuant  son  mouvement,  prend  la  direction  AD^;son 
prolongement  coupe  le  cercle  eu  D^;  il  faut,  à  partir  de  ce 
point  Dj,  porter  dans  la  direction  même  AD'  une  longueur  D^M, 
égale  à  a.  Quand  le  rayon,  ayant  tourné  de  deux  angles  droits. 


Fig.  33. 
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occupe  la  position  AX'^  le  point  D^  vient  en  B,  elle  point  M^  en 
i;  on  a  ainsi  Tare  M'M^H  qui  fait  suite  au  premier^  et  qui  est 
iussi  extérieur  au  cercle.  Le  rayon  dépassant  la  position  AX'  et 
iournant  encore  de  deux  angles  droits  pour  revenir  à  la  posi* 
iioa  Initiale  AX,  le  point  mobile  décrit  Tare  HN^  G^  symétrique 
Je  Tare  GMH  par  rapport  à  la  droite  X^X.  De  cette  manière  le 
|)oint  décrit  la  courbe  entière  d'un  mouvement  continu. 
2"*  Supposons  maintenant  que  la  longueur  a  soit  égale  à  b. 

Le  rayon  vecteur  tour- 
nant de  deux  angles 
droits^  à  partir  de  la 
position  initiale  AX, 
le  point  M  décrit  Tare 
GMH^A  (ûg.  24),  qui 
vientaboutir  au  point  A. 
La  tangente  en  A  est  la 
droite  AX',  position  li- 
mite de  la  sécante  AM,. 

Fig-  ^i-  Le  point  A  est  un  point 

de  rebroussement. 

S"*  Considérons  enfin  le  cas  où  la  longueur  a  est  plus  petite 
que  6.  Lorsque  le  rayon  vecteur  tourne  d'un  angle  droit  à 
partir  de  la  position  initiale  AX,  le  point  M  décrit  Tare  GMH' 
(fig.  25).  Le  rayon  prend  ensuite  la  direction  AIV;  le  point  D 

vient  en  D^,  le  point 
H  en  H,.  Le  rayon 
arrive  à  une  position 
AD'' telleque  lacorde 
D,A  est  égale  à  a;  le 
point  Mj  vient  alors 
en  A  et  la  courbe  est 
tangente  à  la  droite 
AD".  Le  rayon  con- 
tinuant son  mouve- 
ment, la  corde  D,A 
deyient  plus  grande  que  a,  et,  si  Ton  prend  la  longueur  D,M, 
égale  à  a,  on  a  un  point  H,  situé  a  l'intérieur  du  cercle.  Enfin, 


Fig.  25. 
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qaand  le  rayon  prend  la  direction  AX'^  le  point  H,  vient  en  H. 
L'arc  extérieur  GM^  A  se  prolonge  ainsi  suivant  Tare  intérieur 
AHgH.  L'autre  moitié  de  la  rotation  donne  Tare  HNAM'G, 
symétrique  du  premier  par  rapport  à  la  droite  X^X^  et  com- 
plète la  courbe. 

SA— Cherchons  Téquation  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires.  Prenons  le  point  A  pour  pôle^  et  la  droite  AX  pour  axe 
polaire.  Appelons  co  Tangle  que  fait  la  direction  du  rayon  avec 
la  direction  AX.  Quand  la  direction  même  du  rayon  coupe  le 
cercle^  ce  qui  a  lieu  dans  la  position  AD^  le  triangle  rectangle 
ADB  donne   AD  =  6cos«,  et,  par  suite, 

p  =  DM -f- AD  =  aH-6  cosw. 

Quand  c'est  le  prolongement  du  rayon  qui  rencontre  le  cercle^ 
ce  qui  a  lieu  dans  la  position  AIV,  Tangle  &>  est  Tangle  XAIV; 
le  triangle  rectangle  BAD^  donne  D^ A  = —  ftcosco,  et,  par  suite, 

p  ==  DiMi— -  Dj  A  =  a  -f-  6  cosco. 

Dans  la  figure  (aS),  quand  le  rayon  occupe  la  direction  AIK^^ 
la  longueur  du  rayon  vecteur  n'est  plus  portée  dans  la  direc- 
tion même  de  ce  rayon,  mais  dans  la  direction  opposée;  il 
convient  de  regarder  ce  rayon  vecteur  comme  négatif;  on  a 

alors 

p  =—  AM3==  DjM, —  AD3=  a  +  b  cosw. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  courbe  entière  est  représentée  par 

l'équation 

(i)    p  =  a-h6co8co. 

En  coordonnées  rectilignes,  si  Ton  prend  le  point  A  pour 
origine,  le  diamètre  AB  pour  axe  des  x,  une  perpendiculaire 
pour  axe  des  y,  Téquation  de  la  courbe  est 

(2)    (x^-h  y*—  bxY=  a}  (x^+  y'). 

On  Tobtient  en  remplaçant  dans  Téquation  (i)  cosa>  par  sa 

X 

valeur  -»  puis  p*  par  a?*-f-y'  (n**  29),  et  élevant  au  carré 

P 
pour  faire  disparaître  le  radical. 

SU— On  obtient  cette  même  courbe  par  un  autre  procédé. 

Étant  donné  un  cercle  GH  et  un  point  fixe  A,  imaginons  qu'une 


Fig.  26. 
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tangente  mobile  GH  roule  sur  le  cercle^  et  du  pointA  abaissons 

une  perpendiculaire  AU  sur  cette 
tangente  (fig.a6);  on  demande  le 
lieu  du  point  H. 

Il  y  a  trois  cas  à  considérer,  sui- 
vant que  le  point  A  est  intérieur  au 
cercle,  sur  le  cercle,  ou  extérieur. 
Supposons,  par  exemple,  le  point 
A  extérieur  au  cercle.  Lorsque  la 
tangente  touche  le  cercle  en  6,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point 
A  coïncide  avec  le  diamètre  AG  et  le  point  G  est  un  point  du 
lieu.  La  tangente  roulant  sur  le  quart  de  cercle  GCC',  le 
point  M  décrit  Tare  de  courbe  GHM^  La  tangente  sincline 
ensuite  jusqu'à  la  position  CA,  et  Ton  a  Tare  de  courbe  M^A. 
La  tangente  continuant  son  mouvement  suivant  Cli,  le  pied 
de  la  perpendiculaire  tombe  au-dessous  du  diamètre  et  Ton  a 
Tare  de  courbe  ANH.  Nous  avons  fait  rouler  la  tangente  sur  le 
demi-cercle  GC'N;  en  la  faisant  rouler  sur  le  demi-cercle  infé- 
rieur, on  obtiendra  une  partie  symétrique  de  la  première. 
37 — Il  est  facile  de  construire  géométriquement  la  tangente 

en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 
(fig.  27);  soient  CM  et  C'M'  deux  tan- 
gentes voisines  du  cercle,  L  leur  point 
de  rencontre,  AM  et  AH^  les  perpendi- 
|g  culaires  abaissées  du  point  A  sur  ces 
tangentes;  la  circonférence  décrite 
sur  AL  comme  diamètre  passe  par  les 
deux  points  M  et  M^  et  la  sécante  MM' 
de  la  courbe  est  aussi  une  sécante  de  ce  cercle.  Si,  maintenant, 
on  suppose  que  le  point  G'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  G, 
le  point  M^  se  rapprochera  du  point  M;  le  diamètre  AL  coïnci- 
dera avec  AG  et  la  sécante  MM'  deviendra  tangente  en  M  au  cer- 
cle décrit  sur  le  diamètre  AG.  Ainsi,  en  jofgnant  le  point  M  au 
milieu  D  de  la  droite  AG  et  menant  une  perpendiculaire  MT  à  DM, 
OD  aura  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Au  point  multiple  A 
(fig.  26),  les  tangentes  aux  deux  branches  de  courbe  qui  pas- 


Fig.  37. 
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sent  en  ce  point  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  tan* 
gentes  telles  que  kC"  menées  de  ce  point  au  cercle  donné. 

Nous  ferons  remarquer  que  la  coj^struction  géométrique  de 
la  tangente  resterait  la  même^  si  Fon  considérait  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  Gxe  sur  la  tan- 
gente mobile  à  une  courbe  quelconque. 

Cherchons  Téquation  de  cette  courbe  en  coordonnées  po- 
laires; prenons  le  point  A  pour  pôle^  le  diamètre  ÂG  pour 
axe  polaire  (flg.  26);  désignons  par  a  le  rayon  B6  du  cercle 
donnée  et  par  b  la  distance  AB.  Si^  par  le  centre  B  du  cercle^ 
on  mène  une  parallèle  BD  à  la  tangente  CM^  on  a 

p  =  AD  +  DM  =  6  cos  w  -f-  a. 

Celte  équation  est  la  même  queTéquation  (i),  d'où  Ton  conclut 
ridentité  des  deux  courbes. 

Au  reste^  il  est  facile  de  reconnaître  géométriquement  celte 
identité.  L'angle  D  étant  droit,  le  lieu  du  point  D  est  le  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre;  on  obtiendra  donc  le  point  M 
en  prolongeant  la  corde  AD  d'une  quantité  constante  DM  égale 
à  BC. 

ROSACE  A  QUATRE  RRANGHES. 

38 — Étant  données  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY, 

sur  lesquelles  glis- 
sent les  extrémités 
d'une  droite  PQ  de 
longueur  constante, 
du  point  0  on  abaisse 
une  perpendiculaire 
OM  sur  cette  droite; 
étudier  le  lieu  du 
point  M  (flg.  28). 

Quand  la  droite  PQ 
s'applique  sur  OY,  le 
point  M  vient  en  0, 
et  la  corde  OM  prend 
Fig.  s8.  la  direction  OX;  donc 

la  tangente  en  0  à  l'arc  OM  coïncide  avec  OX.  Le  point  I, 
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milieu  de  PQ,  décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  et  le 
rayon  égal  à  a^  si  Ton  désigne  par  2  a  la  longueur  constante  PQ. 
Or^  la  perpendiculaire  OM  est  plus  petite  que  Toblique  01; 
donc  la  distance  OM  est  maximum  quand  la  droite  PQ  est  per* 
pendiculaire  sur  la  bissectrice  OA.  Lorsque  la  droite  mobile 
continue  son  mouvement^  elle  passe  par  une  position  P  Q  sy- 
métrique de  PQ  par  rapport  à  la  bissectrice  OA^  et  Ton  obtient 
un  arc  AH^O  symétrique  de  Tare  OH  A.  La  même  courbe  se 
reitroduit  dans  chacun  des  quatre  angles  droits.  Ainsi  la  courbe 
a  quatre  axes,  savoir  :  les  deux  droites  fixes  OX,  OY,  et  les 
deux  bissectrices  OA^  OB.  Le  point  0  est  centre  de  la  courbe. 
Si  Ton  prend  le  point  0  pour  pôle^  et  OX  pour  axe  polaire^ 
on  a^  dans  les  triangles  rectangles  OMP^  OPQ^ 

p  =  OP  coso>,    OP  =  2  a  sinw; 

donc  (i)    p  =  asin2<it). 

En  coordonnées  rectilignes^  la  courbe  est  représentée  par 
une  équation  du  sixième  degré 

(2)    (a;'-h  y*)*—  4a*x*y"= G. 


CHAPITRE   III 

De  l'homoséaélté. 


SS— DÉFINITIONS.— On  dit  qu'une  fonction  f(a,  b,  c, ...)  est 
lirniogène,  par  rapport  aux  lettres  a,  b,  c^ . . .  lorsque^  en 
remplaçant  a  par  ka,  b  par  kb, . . . ,  on  a 

f(ka,  kb,  kc,...)  =  k^f(a,  6,  c, ...); 

l'exposant  m  est  le  degré  de  la  fonction  homogène. 
Telles  sont^  par  exemple^  les  fonctions 

a'+2a6,       ^q;;:^ .      in^T'      F^rgî» 

le  degré  de  la  première  est  2,  celui  de  la  seconde  -«  celui  de 
lalroisième  o,  et  celui  de  la  quatrième  —2. 
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On  voit  aisément  : 

i""  Que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  homo- 
gènes du  même  degré  est  une  fonction  homogène  du  même 
degré  que  les  fonctions  proposées  ; 

2''  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de  de- 
grés quelconques  est  une  fonction  homogène  dont  le  degré  est 
égal  à  la  somme  des  degrés  des  fonctions  proposées; 

3*"  Que  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  est  une 
fonction  homogène  dont  le  degré  est  égal  à  Texcès  du  degré 
du  dividende  sur  le  degré  du  diviseur;  ♦ 

4"*  Que  la  puissance  d'une  fonction  homogène  est  une  fonc* 
tion  homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction 
proposée  multiplié  par  Findice  de  la  puissance; 

5*"  Que  la  racine  d'une  fonction  homogène  est  une  fonction 
homogène  dont  le  degré  est  égal  au  degré  de  la  fonction  pro- 
posée divisé  par  Tindice  de  la  racine; 

&*  Qu'une  fonction  transcendante  d'une  fonction  homogène 

de  degré  o  est  elle-même  homogène  et  de  degré  o.  Par  exemple, 
les  fonctions 


sm 


f    ab    \        ,      /6H-VâM=TA 


sont  homogènes  et  de  degré  o;  car  si  on  remplace  a  et  6  par 
ka  et  kb,  la  lettre  k  disparait  sous  le  signe  transcendant, 
et  on  peut  mettre  en  avant  le  facteur  A^  Mais  si  la  quantité 
placée  sous  le  signe  transcendant,. quoique  homogène,  n'était 
pas  du  degré  o,  la  lettre  k  ne  pourrait  se  mettre  en  facteur  en 
avant  du  signe  transcendant  et  la  fonction  ne  serait  pas  homo- 
gène. Ainsi  la  fonction  sin(a-i-V^)  n'est  pas  homogène. 

Lorsqu'un  monôme  est  rationnel  et  entier  par  rapport  aux 
lettres  a,  b,  c, ...,  on  appelle  degré  du  monôme,  par  rapport 
à  une  lettre,  l'exposant  de  cette  lettre  dans  le  monôme;  degré 
du  monôrne,  par  rapport  à  plusieurs  lettres,  la  somme  des  ex- 
posants de  ces  lettres.  Un  monôme  est  toujours  une  fonction 
homogène  d'un  degré  égal  au  degré  du  mônome  :  donc  la 
somme  de  plusieurs  monômes  de  même  degré  est  un  polynôme 
homogène  de  ce  même  degré.  Par  exemple,  le  polynôme 
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est  une  fonction  homogène  du  troisième  degrés  par  rapport 
aux  lettres  a  et  &. 

40 — Lorsqu'on  cherche  les  relations  qui  existent  enti^e  les 
longueurs  des  diverses  lignes  A,  B,  C,  i . .  d'une  figure,  on 
imagine  ces  lignes  rapportées  à  une  unité  de  longueur,  qui 
ordinairement  n'est  pas  spécifiée-et  reste  tout  à  fait  arbitraire. 
Désignons  par  les  lettres  a,  h,  c, . . .  les  nombres  qui  expri- 
ment ainsi  les  mesures  des  lignes  de  la  figure,  et  supposons  que 
l'on  ait  trouvé  entre  ces  nombres  la  relation 

(i)  ^f[ay  5,  (?,...)  =  o.      '        y 

Les  raisonnements  que  Ton  a  faits  pour  arriver  à  cette  relation 
étant  indépendants  de  l'unité  de  longueur,  il  est  évident  que 
celte  relation  doit  subsister,  quelle  que  soit  cette  unité.  Appe- 
lons a,  p,  y, . . .  les  valeurs  particulières  de  a,  6,  c, . .  *  pour 
une  première  unité  ;  a!,  p',  y^  . . .  les  valeurs  de  ces  mêmes 
quantités  pour  une  autre/ unité;  ces  deux  séries  de  nombres 
Térifient  les  relations 

(2)  f(a,  P,  Y;  •..)=o, 

(3)  /-(a',  p/,  /,...)  =  o. 

Mais  quand  on  change  l'unité,  les  nombres  varient  proportion- 
nellement, de  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  k  \t  rapport  de  la 
première  unité  à  la  seconde,  on  a 

,    a       p       Y       •*•         ' 

d'où  oL'  =  koLy  ^'=zk^,  Y=  ^'Y> 

Si  l'on  substitue  dans  la  relation  (3),  il  vient 

(4)    nfca,  ftp,  ftY,...)  =  o. 

Concevons  que  la  première  unité  restant  fixe,  la  seconde  varie, 
*,  p,  Y>  • .  •  seront  des  nombres  constants,  k  un  nombre  ar- 
bitraire, et  l'équation  (4)  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  ce 
nombre  k. 

Ainsi  :  si  l'équation  (i)  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  les 
l^Ures  a,  b,  c, . . .  par  les  nombres  a,  p,  y^  •  •  •  «W^  ^^'^^  aussi 
vérifiée  quand  on  y  remplacera  ces  mêmes  lettres  par  ka,  kp, 
ïiy, . . .  quel  que  soit  le  nombre  k. 
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4fl — La  condition  précédente  est  évidemment  remplie  lors- 
que le  premier  membre  de  Téquation  (i)  est  une  fonction 
homogène  des  lettres  a,  b,  c^ .  • .  ;  car^  alors  on  a 

si  l'expression  /"(a,  p,  y,...)  est  nulle,  il  en  sera  de  même  de 
f{kcf.y  k^,  Ayv)»  quel  que  soit  k. 

Nous  allons  démontrer  que^  réciproquement,  rhomogénéité 
est  nécessaire^  en  nous  bornant  aux  équations  algébriques 
mises  sous  forme  entière. 

Supposons  que  f{a,  6,  c,. . .)  soit  un  polynôme  entier;  si  tous 
les  termes  ne  sont  pas  du  même  degré,  groupons  les  termes 
dont  le  degré  est  le  même;  appelons  9  (a,  6,  c, . . .)  Tensemble 
des  termes  du  degré  le  plus  élevé  m,  ^  (a,  6,  c, . . .)  Tensemble 
des  termes  du  degré  n,  etc.,  Téquation  (4)  devient 

Pour  que  celte  équation  soit  vérifiée,  quel  que  soit  ft,  il  est 
nécessaire  que  Ton  ait  séparément 

Gomma  Tunité  à  laquelle  se  rapportent  les  nombres  a,  fi,  y,... 
est  arbitraire,  on  a  entre  les  lignes  de  la  figure  les  relations 
homogènes 

<p  (a,  6,  c,...)=o,    ^j^(a,  6,  c,. .  .)  =  o^*  •  •  • 

Donc,  si  l'équalion  (1)  n'est  pas  homogène,  elle  équivaut  à 
plusieurs  équations  homogènes  séparément. 

4!S— Cependant  il  peut  arriver  qu'une  équation  non  homo- 
gène soit  vérifiée^  quand  on  fait  choix  d'une  unité  particulière, 
sans  que  les  parties  qui  la  composent  soient  nulles  séparé- 
ment; mais  alors,  si  Ton  change  Tunité,  l'équation  cesse  d'être 
vérifiée. 

Expliquons  ceci  par  un  exemple. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  dimensions  d'un  cylindre 
de  telle  sorte  que  sa  surface  soit  équivalente  à.  celle  d'une 
sphère  de  rayon  donné  A  et  son  volume  à  celui  d'une  sphère 
de  rayon  B. 
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Soit  X  le  rayon  et  Y  la  hauteur  du  cylindre;  appelons  a, 

b,  X,  y  les  mesures  des  lignes  Â,  B^  X^  Y^  rapportées  à  une 

unité  quelconque;  les  inconnues  devront  satisfaire  aux  deux 

équations 

(5)    x*-{-xy  —  2a^=o, 

(6)    aj«y  — |6»==o. 

Chacune  de  ces  équations  est  homogène  :  Tune  est  du  second 
degré,  l'autre  du  troisième.  Si  elles  sont  vérifiées  quand  on 
rapporte  les  lignes  à  une  certaine  unité^  il  en  sera  de  même 
quand  on  les  rapportera  à  une  autre  unité. 

Les  inconnues  x  et  y  doivent  également  satisfaire  à  Téqua^ 
lion  non  homogène 

(7)     (x^'-hxy  —  2a*)-h  (x^y  —  ^bA  =  o, 

que  Ton  obtient  en  ajoutant  les  précédentes  membre  à  membre. 

Considérons  Féquation  (7)^  abstraction  faite  de  son  origine. 
On  peut  trouver  quatre  lignes  A,  B,  X,  Y,  telles  que,  si  on  les 
mesure  avec  une  unité  particulière,  les  nombres  obtenus  véri- 
fient cette  équation  sans  annuler  séparément  les  deux  parties. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  lignes  rapportées  à  une  pre- 
mière unité  aient  pour  mesure  les  quatre  nombres  a  =  i, 
6  =  3,  x  =  i,  y=z  18,5,  dont  trois  ont  été  pris  arbitrairement 
elle  quatrième  déterminé  ensuite  par  Téquation  (7];  si  on 
mesure  les  mêmes  lignes  avec  une  unité  deux  fois  plus  petite, 
on  obtient  les  nombres  a  =  2,  6  =  6,  a?  =  2,  y  =  87  qui  ne 
satisfont  plus  à  Véquation.  Le  cylindre  construit  avec  les  lignes 
X  et  Y  ainsi  déterminées  jouit  de  cette  propriété  que  la  somme 
des  nombres  qui,  avec  l'unité  choisie,  expriment  les  mesures 
de  sa  surface  et  de  son  volume,  est  égale  à  la  somme  des  nom- 
bres qui  expriment  les  mesures  de  la  surface  d^une  sphère  et 
du  volume  d'une  autre  sphère;  mais  la  même  relation  n'a  plus 
lieu  quand  Tunité  linéaire  change. 

L'équation  (7)  ne  peut  être  vérifiée  par  les  mesures  des 
mêmes  lignes,  quand  on  fait  varier  arbitrairement  Tunité  de 
longueur,  qu'autant  que  ces  lignes  satisfont  aux  équations  (5) 
cl  (6)  prises  isolément. 

BU.  3  ' 
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Dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie  >  on  ne  tait 
jamais  de  combinaisons  d'équations  analogues  à  la  précédente. 
Les  équations  que  donnent  immédiatement  les  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire  sont  homogènes;  et^  quand  on 
ajoute  deux  équations  membre  à  membre,  c'est  afin  d'obtenir 
une  nouvelle  équation  plus  simple  que  l'une  des  proposées; 
pour  cela,  il  faut  d'abord  que  les  équations  que  Ton  ajoute 
soient  du  même  degré.  Le  principe  de  l'homogénéité  pourra 
donc  servir  à  chaque  instant  à  vérifier  les  transformations  al- 
gébriques effectuées. 

43— Lorsqu'on  prend  pour  unité  de  longueur  une  des 
lignes  de  la  figure,  les  équations  cessent  d'être  homogènes; 
mais  il  est  facile  de  rétablir  l'homogénéité.  Soit 

(8)    F (6',  c',...)=o, 

l'équation  à  laquelle  on  arrive  quand  on  prend  pour  unité  la 
ligne  A;  les  lettres  &',  (/,...  désignent  les  mesures  des  lignes 
B,  C, . . .  rapportées  à  Â.  Laissons  l'unité  arbitraire  et  appe- 
lons a,  6,  c, ...  les  mesures  des  lignes  Â,  B,  C, . . . ;  on  a 

abc         . 

d'où  6'  =  ->    c'  =  -»•••  1 

a  a 

et  l'équation  (8)  se  transforme  dans  la  suivante 

qui  est  homogène. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  rapporte  les  côtés  de  Sangle  droit 
d'un  triangle  rectangle  à  l'hypoténuse  de  ce  triangle  prise 
pour  unité,  les  mesures  des  côtés  vérifient  l'équation  non  ho- 
mogène 

de  laquelle  on  déduit  l'équation  homogène 

-r-h— ,  =  i    ou    6*-f-c-=a*, 
a*      a* 

en  remplaçant  V  par  -  et  d  par  -• 
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Les  courbes,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  cissoïde,  etc., 
étudiées  dans  le  chapitre  précédent,  sont  représentées  par  des 
équations  homogènes.  Une  équation  homogène  quelconque 

f{x,  y,  a,  hy  Cy...)  =  o, 

entre  les  coordonnées  variables  x  tiy  d'un  point  du  plan  et 
les  longueurs  a,  6,  c, . . .  de  diverses  droites  données,  déter- 
mine une  courbe,  dont  la  position  et  les  dimensions  sont  indé- 
pendantes de  Tunité  avec  laquelle  on  mesure  les  lignes.  Con- 
sidérons au  contraire  une  équation  numérique  entre  x  et  y, 

f[x,  y)  =  o, 

c'est-à-dire  une  équation  ne  renfermant  pas  d'autres  lettres 
que  X  et  y,  et  supposons  celte  équation  non  homogène.  Pour 
représenter  par  des  points  du  plan  les  solutions  réelles  de  cette 
équation,  il  faut  commencer  par  choisir  arbitrairement  une 
échelle  ou  la  droite  que  Ton  prendra  pour  unité.  Quand  Té- 
chelle  varie,  la  courbe  ne  reste  plus  la  même;  nous  verrons 
plus  tard  que  les  diverses  coubes  ainsi  obtenues  ont  des  ana- 
logies remarquables;  ce  sont  des  courbes  homothétiques. 

44 — Remarque  I.  Il  arrive  souvent  que  Ton  considère  dans 
une  même  question  des  nombres  qui  expriment  des  mesures  de 
lignes,  de  surfaces  et  de  volumes;  les  unités  de  surface  et  de 
volume  restent,  comme  Tunité  de  ligne,  indéterminées;  mais 
on  suppose  habituellement  qu^il  existe  entre  elles  cette  rela- 
tion, que  l'unité  de  surface  est  le  carré  construit  sur  l'unité 
de  longueur,  et  l'unité  de  volume  le  cube  construit  sur  la 
même  droite.  Dans  ce  cas,  pour  vérifier  l'homogénéité  d'une 
relation  dans  laquelle  certaines  lettres,  S  et  V,  désignent  la 
mesure  d'une  surface  ou  d'un  volume,  on  remplacera  ces 
lettres  par  p*  et  g^  en  désignant  par  p  et  g  les  côtés  du  carré 
ou  du  cube  équivalents  à  la  surface  ou  au  volume  considéré; 
de  cette  manière  l'équation  ne  contiendra  plus  que  des  lignes. 
On  peut  aussi  se  dispenser  de  faire  cette  substitution,  et  alors, 
dans  l'évaluation  du  degré  de  chaque  terme,  on  double  l'ex- 
posant des  lettres  qui  désignent  des  surfaces,  et  on  triple  ceux 
des  lettres  qui  désignent  des  volumes. 
Remarque  II.  En  général,  lorsque  des  angles  entrent  dans 
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UD  calcul^  ces  angles  sont  rapportés  à  une  unité  complètement 
déterminée  et  leurs  mesures  sont  des  nombres  fixes.  Pou^ 
évaluer  un  angle^  on  décrit  de  son  sommet  comme  centre 
avec  un  rayon  arbitraire  un  arc  de  cercle  et  on  prend  k 
rapport  de  cet  arc  au  rayon,  ce  qui  revient  à  prendre  pour 
unité  d'angle  celui  dans  lequel  Tare  est  égal  au  rayon.  Les 
fonctions  trigonométriques  des  angles  sont  également  des 
nombres.  Dans  l'application  du  principe  de  l'homogénéité,  on 
fera  donc  abstraction  des  lettres  qui  désignent  des  angles  ou 
leurs  fonctions  trigonométriques. 

CONSTRUCTION  DES  FORMULES. 

45 — En  résolvant,  si  cela  est  possible,  les  équations  d'un 
problème  déterminé,  on  obtient  des  formules  qui  indiquent 
les  opérations  arithmétiques  qu'il  faut  effectuer  sur  les  nombres 
qui  mesurent  les  grandeurs  connues  pour  avoir  les  valeurs 
numériques  des  inconnues.  Mais  ne  pourrait-on  pas  déduire 
de  chaque  formule,  ou  même  de  chaque  équation,  une  con- 
struction graphique  propre  à  donner,  non  plus  la  valeur 
numérique  de  l'inconnue,  mais  l'inconnue  elle-même?  En  un 
mot,  est-il  possible  de  remplacer  les  opérations  numériques 
par  des  opérations  graphiques?  En  géométrie  élémentaire,  on 
ne  considère  que  les  constructions  qui  peuvent  être  effec- 
tuées au  moyen  d'un  nombre  limité  de  lignes  droites  et  de 
cercles,  et  qui,  par  conséquent,  n'exigent  que  l'emploi  de  la 
règle  et  du  compas.  Comme  le  cercle  est  la  plus  simple  des 
courbes  et  la  plus  facile  à  décrire,  les  anciens  géomètres  atta- 
chaient beaucoup  de  prix  à  ces  sortes  de  constructions;  d'un 
autre  côté,  ignorant  l'analyse  algébrique,  ils  manquaient  de 
moyens  pour  décider  si  la  question  qu'ils  avaient  en  vue  est 
susceptible  d'une  solution  de  ce  genre,  et  ce  n'est  qu'après 
avoir  fait  bien  des  efforts  inutiles  qu'ils  se  décidaient  enfin  à 
recourir  à  d'autres  courbes.  Leurs  recherches  ont  rendu  célè- 
bres certains  problèmes  que  l'on  démontre  aujourd'hui  ne 
pouvoir  être  résolus  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Tels  sont 
les  problèmes  de  la  duplication  du  cube,  de  la  trisection  de 
l'angle,  etc. 
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Nous  supposerons  que  Tinconnue  est  une  ligne  droite; 
luand  rinconnue  est  une  surface  ou  un  volume,  on  la  repré- 
;ente  par  ax  ou  a^x,  a  étant  une  ligne  prise  arbitrairement; 
a  construction  de  la  ligne  x  donne  un  rectangle  ou  un  parai- 
élipipède  équivalents  à  la  surface  ou  au  volume  cberclié.  La 
létermination  d'un  angle  donné  par  une  de  ses  lignes  trigono- 
nétriques  se  ramène  aussi  à  celle  d'une  droite.  Nous  suppose- 
rons encore  que  toutes  les  lettres  désignent^  ainsi  que  x,  des 
ignés  droites. 

^•— Formule  rationnelle. — La  formule,  qui  donne  Tin- 
sonnueo;,  doit  être  homogène  et  du  premier  degré;  elle  peut 
J'aîUeurs  être  entière,  rationnelle  ou  irrationnelle.  Quand  elle 
est  entière  elle  a  la  forme 

x  =  a  —  b-\-c. . ., 

et  on  obtient  la  longueur  x  en  portant  à  la  suite  Tune  de 
l'autre,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  longueurs  a,  b,  c.,,, 
La  formule  fractionnaire  la  plus  simple  est 

ab 

x  =  — • 
c 

L'inconnue  est  une  quatrième  proportionnelle  que  Ton  con- 
struira par  deux  parallèles  ou  un  cercle. 
On  construira  de  même  la  formule 

abcd  ^  >^^  >^^^ 

ab^c  a      b'      d 

par  une  série  de  quatrièmes  proportionnelles, 

ci      û      fry  aS 

^       d      ^      y  a' 

A  l'aide   de  la   construction   précédente,  un  monôme 

-  ...  7 r-  du  degré  m  se  ramènera  a  la  forme  cl%  .,.L  ou 

dVd...g  °  ' 

encore  à  la  forme  >."*~^i,  \  étant  une  longueur  quelconque 

et  X  une  ligne  déterminée  par  la  formule 

ai. . ./ 


i  = 


,«i — 1 
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48— Construction  des  racines  de  l'équation  du  second 
DEGRÉ. — L'équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue  se 
ramène  à  la  forme  x^+px-i-q^o;  pour  qu'elle  soit  homo^ 
gène^  il  faut  que  la  quantité  p  soit  du  premier  degrés  et  q  du 
second  degré;  si  ces  quantités  sont  rationnelles  ou  irration- 
nelles du  second  degrés  on  pourra  construire  une  ligne  a 
équivalente  à  la  première  et  un  carré  6*  équivalent  à  la  seconde; 
et  réquation  du  second  degré  présentera  Tune  des  quatre  dis- 
positions suivantes  : 

x'*-hax-hb^=o, 

x^-^ax  —  6*:=o, 

x^ — ax-{-b^  =  Oy 

j?' — ax  —  6*  =  o. 

Les  racines  de  la  première  et  de  la  seconde  équations  sont 
égales  à  celles  de  la  troisième  et  de  la  quatrième,  prises  en 
signes  contraires;  il  suffit  donc  de  considérer  celles-ci;  or,  si 
on  les  met  sous  la  forme 

x(a  —  x)  =  6*,    x{x  —  a)  =  6% 

on  voit  qu'il  s'agit  de  construire  un  rectangle  équivalent  à  un 
carré  6*,  et  dont  la  somme  ou  la  différence  des  côtés  soit  égale 
à  une  ligne  donnée  a,  problèmes  que  Ton  résout  en  Géométrie 
élémentaire.  La  résolution  des  équations  et  la  construction 
des  formules  feraient  au  besoin  retrouver  les  solutions  de  la 
Géométrie. 
L'équation  bi-carrée  se  ramène  pareillement  à  l'un  des  types 

x^-habx* — c*d'  =  o, 
£C*  —  abx^  -H  c*  d*  =  o, 
ic* — abx^  —  c*d*  =  o; 

car  il  est  inutile  de  considérer  Téquation  x^-\-abx^-{-c^d^=Oj 
qui  n'a  que  des  racines  imaginaires.  Si  l'on  pose  x^=zczy  ces 
équations  deviennent 

s* H z  —  d*  =  o.    jg' js  4-  d*  =  o,    z' js— d'=  o. 

c  ^  c  c 

On  détermine,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  racines  z  de 
celles-ci,  puis  on  trouve  x  par  une  moyenne  proportionnelle 
entre  c  et  z.\ 


CHAPITRE  IV. 

Transformation  des  coordonnées. 


Quand  on  connaît  Téqualion  d'une  ligne  par  rapport  à  cer- 
taines coordonnées,  il  importe  de  pouvoir  en  déduire  Téqua- 
tion  de  la  même  ligne  par  rapport  à  d'autres  coordonnées. 

Pour  résoudre  cette  question  d'une  manière  générale,  il  faut 
trouver  des  formules  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan  dans  un  certain  système,  au  moyen  des 
coordonnées  du  même  point  dans  un  autre  système.  Ces  for- 
mules sont  utiles  aussi  dans  un  grand  nombre  d'autres  ques- 
tions. 

Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu  de  la  transformation 
des  coordonnées  rectilignesen  d'autres  coordonnées  rectilignes. 

DÉPLACEMENT  DE  L'ORIGINE. 

49— Supposons  d'abord  que  l'on  remplace  les  deux  axes 
OX  et  OY  par  d'autres  axes  (VX^  et  (V  Y'  respectivement  paral- 
lèles aux  premiers  (fig.  29)  et  de  même 
sens.  La  position  des  nouveaux  axes  sera 
déterminée  par  les  cordonnées  a  et  6  de 
la  nouvelle  origine  0'  relativement  aux 
axes  primitifs.  Nous  appellerons  x  eiy 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
Fig.  29.  du  plan  relatives  aux  premiers  axes,  x' 

et  y  les  coordonnées  du  même  point  relatives  aux  nouveaux 
«es.  Imaginons  qu'un  mobile  aille  du  point  0  au  point  M  en 
suivant  la  ligne  droite  OM  ou  la  ligne  brisée  00' M,  et  pro- 
jetons ces  deux  chemins  sur  Taxe  OX  parallèlement  à  OY.  La 
projection  de  la  droite  OM,  avec  le  signe  qui  lui  convient, 
est  l'abscisse  x  du  point  M;  la  projection  de  la  droite  OO'  est 
l'abscisse  a  du  point  0';  la  projection  de  la  droite  O'M  sur  OX 
^u  sur  Taxe  parallèle  O^X'  est  la  nouvelle  abscisse  j/.  Les 
projections  des  deux  chemins  étant  égales  entre  elles,  on  a 
*=a-t-a:'.  En  projetant  sur  l'axe  OY,  on  a  de  même  y  =  b-^f/. 
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On  obtient  ainsi  les  deux  relations 

(i)    x  =  a^:xf,    y^b-i-y', 

entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  coordonnées  du  point  M. 
Ces  relations  sont  vraies,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
dans  le  plan.  On  en  déduit 

(2)    xf  =  x  —  a,    y'=y  — 6. 

CHANGEMENT  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES. 

50— Supposons  maintenant  que  Ton  change  la  direction 
des  axes  en  conservant  la  même  origine.  Nous  traiterons 

d'abord  un  cas  particulier  qui  se  pré- 
^       ^  sente  souvent  dans  la  pratique,  celui 

où  les  axes  des  deux  systèmes  sont 
rectangulaires.  Imaginons  que  Ton 
change  la  direction  des  axes  en  faisant 
^    tourner  l'angle  droit  XOY  (fig.   3o) 
F^g  3^-  d'un  certain  angle  a  autour  de  l'ori- 

gine pour  ramener  dans  la  position  X'OY^  et  considérons 
l'angle  a  comme  positif,  si  la  rotation  s'effectue  de  OX  vers  OY, 
et  comme  négatif,  si  la  rotation  s'exécute  en  sens  inverse. 

Par  un  point  quelconque  M  du  plan  menons  des  parallèles  MP 
et  MP'  aux  axes  OY  et  OY^  désignons  par  xety  les  coordonnées 
du  point  M  relatives  aux  premiers  axes,  et  par  a/  et  y'  les  coor- 
données du  même  point  relatives  aux  nouveaux  axes.  Les  pro- 
jections des  deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  un  aste  quelconque 
sont  égales.  Projetons  ces  deux  chemins  d'abord  sur  l'axe  OX; 
la  projection  de  la  longueur  OP  est  cette  longueur  elle-même, 
prise  avec  le  signe  -+•  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'elle  est  portée 
dans  la  direction  OX,  ou  dans  la  direction  opposée;  c'est,  dans 
tous  les  cas,  Tabscisse  x;  PM  étant  perpendiculaire  sur  OX,  sa 
projection  est  nulle;  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
donc  à  X,  Projetons  maintenant  le  chemin  OP'M;  et  d'abord 
projetons  le  premier  côté  OP^;  si  la  longueur  OP'  est  portée 
sur  OX'^  il  faut  la  multiplier  par  cosa,  ce  qui  donne  la  pro- 
jection OP'xcosa;  si  cette  longueur  est  portée  en  sens  in- 
verse, il  faut  la  multiplier  par  cos(a-+-ir),  ce  qui  donne 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES.     43 

DF  X  cos  (a  H- tu)  ou  —  OP'Xcosa;  mais^  dans  le  premier 
2as,  on  a  a/  =  OF,  dans  le  second  cas,  a/= — OP';  ainsi  la 
projection  du  côté  OP'  est  toujours  exprimée  par  x'  cosa. 
Considérons  le  second  côté  P'M;  s'il  est  dirigé  dans  le  sens 

OY',  îl  fait  avec  OX'  Tangle  a  +  -»  et  sa  projection  est 
P'Mxcos  (a-f-- y,  s'il  est  dirigé  en  sens  inverse,  il  fait  avec 

OX  Tangle  an hic,  et  sa  projection  est  —  P'Mxcos  (  a  4-  -  ]  ; 

mais  on  a,  dans  le  premier  cas  y^=:P'M,  dans  le  second  cas 
y'= — P'M;  ainsi,  la  projection  de  P'M  est  toujours  exprimée 

par  y  cos(aH-- J-  Il  en  résulte  que  le  chemin  OP'M  a  pour 

projection  j/cosa-hy'cosfa-f-- J»  ou  a;'cosa  — y'sina.  En 

égalant  les  projections  des  deux  chemins  OPM,  OP'M,  on  ob- 
tient la  relation  x  =  oc!  cosa  —  yf  sina. 

Projetons  ensuite  les  deux  chemins  sur  Taxe  OY.  La  projec- 
tion de  OP  est  nulle;  celle  de  PM,  prise  avec  le  signe  conve- 
nable, est  y;  ainsi  la  projection  du  premier  chemin  se  réduit 
à  y.  Les  deux  directions  OX'  et  OY'  font  avec  OY  les  angles 

h  a  et  a,  ce  qui  donne  pour  la  projection  du  second  che- 

min  a/cosf ha)  4- y' cosa,  ou  ic' sina -h  y' cosa,  et  Ton 

a  la  relation  y  =  a/ sina -h  y' cosa.  On  obtient  ainsi  les  for- 
mules 

(3)    a;  =  5/ cosa  —  y' sina,    y  =  rr' sina -h  y' cosa, 

qui  expriment  les  anciennes  coordonnées  en  fonction  des  nou- 
velles. 

5fl — Occupons-nous  maintenant  de  la  question  générale. 
Soient  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  faisant  entre  eux  un 
angle  6,  OX'  et  OY'  deux  nouveaux  axes  dont  on  définit  les 
directions  par  les  angles  a  et  p  qu'ils  font  avec  OX  (flg.  3i);  on 
convient  de  regarder  les  angles  a  et  ^  comme  positifs,  quand 
une  droite  mobile  les  décrit  en  tournant  de  OX  vers  OY^  et 
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comme  négatifs^  quand  la  droite  tourne  en  sens  contraire.  Par 

un  point  H  quelconque  du  plan  me- 
nons les  droites  MP  et  MP'  respective- 
ment parallèles  aux  axes  OY  et  OY'. 
Pour  avoir  x,  nous  projetterons  les 
deux  chemins  OPM,  OP'M  sur  une 
direction  OH  perpendiculaire  à  OY, 
et  telle  qu'une  droite,  partant  de  la 
position  OY,  tourne  d'un  angle  égal  à 

de  OY  vers  OX  pour  arriver  à  la 


li 


Vig.  31. 


2 


TZ 


^) 


position  OH.  La  direction  OX  faisant  avec  OH  Tangle 0, 

et  la  direction  OY  étant  perpendiculaire  à  OH,  la  projec- 
tion du  premier  chemin  se  réduit  à  â?sinO.  La  direction 
OX'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à  l'angle  HOX,  augmenté 

de  Tangle  XOX', cequi  fait  f- —  6j4-a;  de  même,  la  direc- 
tion OY'  fait  avec  OH  un  angle  égal  à  (~— 9)-l-P;  on  a  donc 
pour  la  projection  du  second  chemin 

3^  COS  (  -  —  9  -h  a  j  -I-  î/'  cos  (  -  -—  0 

ou  od  sin  (6  —  a)  H-  y'  sin  (9  —  P), 

ce  qui  donne  la  relation 

a;  sinO  =  a/  sin  (6  —  a)  -i-  yf  sin  (9  —  P). 

Pour  avoir  y,  projetons  les  deux  chemins  OPM,  OFM  sur  une 
direction  OK  perpendiculaire  à  OX,  et  telle  qu'une  droite, 

partant  de  la  position  OX,  tourne  d'un  angle  égal  à  -  de  OX 

vers  OY  pour  arriver  à  la  position  OK.  La  direction  OX  étant 
perpendiculaire  à  OK  et  la  direction  OY  faisant  avec  cette 

droite  l'angle h  9,  la  projection  du  premier  chemin  se 

réduit  à  y  sin  9.  Les  angles  que  les  directions  OX'  et  OY^  font 
avec  OK  sont  égaux  aux  angles  qu^elles  font  avec  OX,  diminués 


ir 


de  -»  ce  qui  donne 


2 


TU 


a,  et h  P;  la  projection  du 
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second  chemin  est  donc  a/cos  [—  ^-1-  «  j  -h  y'  cos  (— -4-  p\  » 
ou  a^  sin  a  +  y'  sin  p,  et  Ton  a  la  relation 

y  sin  6  ==  x'  sina  +  j/  sin  p. 
On  obtient  ainsi  les  deux  formules 

__  a/ sin  (6  —  g)  +  y^  sin  (6  —  p) 

/i\    I  smô 

(4)    ( 

__a^sinaH-y^sinfi 
^ imê  ' 

pour  la' transformation  des  coordonnées  obliques  en  d'autres 
coordonnées  obliques. 

On  en  déduit  facilement  des  formules  servant  à  revenir  des 
nouveaux  axes  aux  anciens.  L'angle  des  nouveaux  axes  est 
p— a;  les  axes  OX  et  OY  font  avec  OX'  les  angles  —  a  et  ô  —  a; 
ilsufût  donc,  dans  les  formules  précédentes,  de  remplacer  6 
par  ^  —  a,  a  par  —  a,  p  par  6  —  a,  ce  qui  donne 

^_a;sinp-hysin(P  — 6)^ 
(5)    /  sin  (fi  — a) 

/ —  a?  sin  g  H- y  sin  (6  —  a) 

^  ""  sin  (P  —  g) 

SU— On  déduit  de  ces  formules  générales  quelques  formules 
particulières  qu'il  est  bon  de  connaître. 
1*"  Cas  où  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires.  Dans  ce  cas 

00  a  6  =  -  9  et  les  formules  (4)  se  réduisent  à 
2 

j  aî  =  a/cosg-l-y'cosP, 

l  y  sic'sing-f-y'sinp. 

2'  Cas  où  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires.  Supposons 

[i=a-i-  -»  les  formules  (4)  deviennent 

_  x^  sin  (9  —  g)  —  y^  cos  (9  —  ot) 

sin9 

^7)  ^  •      _^  / 

or  sm«-+- y  cosa 

^  —  sin9 


1 
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I 

On  pourrait  supposer  aussi  p==a — \  ce  qui  revient  !| 

changer  le  sens  de  Taxe  OY',  et,  par  conséquent,  le  signe  dej* 
dans  les  formules  (7). 
3°  Cas  où  les  deux  systèmes  d'axes  sont  rectangulaires.  Si, 

TU 

dans  les  formules  (6),  on  suppose  p  =  a-h-»  on  obtient *lea 

formules  (3)  déjà  trouvées, 

(  x  =  x^cosoi  —  ^'sina, 
i  y  =  a/ sina-hy^cosa. 

On  les  obtiendrait  aussi  en  supposant  dans  les  formules  (7) 

2 

TRANSFORMATION  GÉNÉRALE. 

53 — Supposons  que  Ton  change  à  la  fois  Torigine  et  la  di- 
rection des  axes.  On  déterminera  le 
nouveau  système  d^axes  par  les  coor- 
it     données  a  et  6  de  la  nouvelle  origine 

relativement  aux  anciens  axes,  et  par 

_1  les  angles  a  et  p  que  font  les  nouveaux 

/''  *    axesO'X^etO'Y'avecraxeOX(flg.32). 

Fig.  32.  Par  le  point  O'  menons  deux  axes  O^Xj 

et  O'Yj  respectivement  parallèles  à  OX  et  OY.  On  a,  d'une  part, 

x  =  a  +  x^y    y^b-^y^; 

d'autre  part,  en  vertu  des  formules  (4), 

a/  sin  (6  —  g)  -h  y^sin  (6  —  p)  a/sina  +  j/i'sin^ 

^*—  sinô'  '     ^'^  sîn^^  ' 

on  en  déduit  les  formules  générales  de  transformation 

.  0^  sin  (6  — g)  4- y  sin  (6  —  ^)^ 

sinô 


l  x  =  a 

(8)     ] 

J  ,       a/sing  +  î/sinB 

[  ^  smô 


Nous  remarquerons  que  les  coordonnées  anciennes  x  ei  ij 
s'expriment  par  des  fonctions  du  premier  degré  au  moyen  des 
coordonnées  nouvelles  a/  et  y'. 
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T&A?iSFORMAT10N  DES  COORDONNÉES  RECTILIGNES  EN  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

S4— Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires;  prenons 

Torigine  pour  pôie^  et  l'axe  des  x  pour 
I  axe  polaire  (fig.  33)  ;  eu  projetant  la  droite 

OM  sur  Taxe  OX  et  sur  Taxe  OY,  on  obtient 
les  relations 

(g)    a?=pcos(«),    y=psino>. 

Fig.  33.  Ou  passera  réciproquement  des  coordon- 

nées polaires  aux  coordonnées  rectilignes  à  Taide  des  formules 

p  =  V^*-+-yS    tangco  =  |- 

Nous  avons  fait  plusieurs  transformations  de  cette  sorte, 
quand  nous  avons  cherché  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  de  la  cissoïde,  du  limaçon  de  Pascal  et  de  la  rosace 
;n"  29,  35,  39). 

DISTANCE  DE  DEUX  POINTS.  ' 

55— Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires  et  cher- 
\'  chonjs  la  distance  de  l'origine  à  un  point  M 

dont  nous  appelons  a;  et  ^  les  coordonnées; 
dans  le  triangle  rectangle  OPM  (flg.  34)^  on  a 

01*  =  OP*  +  PM*  =  ic»-|- y% 

0,  r         \ 

Fig.  34.  quelle  que  soit  la  position  du  point  H  dans  le 

pian;  d'où  Ton  déduit,  en  désignant  par  (  la  distance  OH, 

(10)    /  =  Va;*-|-y^ 

Cherchons  maintenant  la  distance  des  deux  points  M  et  M^, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan;  nous  appelons 

xt\  y  les  coordonnées  du  point  M,  x/  et 
y  celles  du  point  M'  par  rapport  aux  axes 
M'    rectangulaires  OX,  OY.  Par  le  point  M 

^ ---  (flg.  35)  menons  des  axes  MX',  MY',  parai- 

lèles  aux  axes  proposées;  les  coordonnées 

*  du  point  M' relatives  à  ces  nouveaux  axes 
Fig.  36.  gQHt  égales  kxl  —  Xy  y'  —  y,  en  vertu  des 


■M 
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formules  (2)  du  n*  49-  La  distance  I  de  la  nouvelle  origine  M 
au  point  M' sera  donc,  d'après  la  formule  (10), 


(II)    i  =  yj(a:f^xy-t-{y'  —  y)'. 

50 — Nous  a\6ns  supposé  jusqu'à  présent  les  axes  rectangu- 
laires. Quand  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  l'angle  6, 

Texpression  de  la  distance  est  un 
peu  plus  compliquée.  Cherchons 
d'abord  la  distance  de  l'origine  0  à 
un  point  quelconque  M  du  plan. 
Dans  le  triangle  OPM  (flg.  36),  quelle 
que  soit  la  position  du   point  M, 


Flg.  36. 


on  a 


ÔÂr=OP'-[-PM*— 2.OP.PM.COSOPM. 

Quand  le  point  M  est  silué  dans  l'angle  YOX,  les  coordonnées 
a?  et  y  de  ce  point  sont  égales  à  -h  OP  et  à  4-  PM,  et  Tangle  OPM 
est  le  supplément  de  l'angle  9;  on  a  donc 

(12)    /  =  ya;*-hy*H-2a;ycosÔ. 

Si  le  point  M  est  situé  dans  l'angle  Y^ OX',  les  coordonnées  xeiy 
étant  égales  à  —  OP  et  à  —  PM,  et  l'angle  OPM  le  supplément 
de  6,  on  obtient  la  même  formule  (12).  Quand  le  point  M  est 
situé  dans  Tun  des  angles  YOX',  Y'OX,  Tângle  OPM  est  égal  à  6, 
mais  Tune  des  coordonnées  est  positive,  l'autre  négative,  ce 
qui  reproduit  encore  la  formule  (12).  Cette  formule  est  donc 
générale. 

Pour  avoir  la  distance  de  deux  points  M  et  M^  on  imaginera 
comme  précédemment  par  le  point  M  des  axes  parallèles  aux 
premiers,  et  on  obtiendra  la  formule 

(i3)    /  =  V(a?'  —  x)î4-  (y^  —  y)«-f- 2  (a:'  —  x)  [y^  —  y)  cosG. 

57~0n  a  souvent  besoin  des  coordonnées  du  point  qui 
Y/     /  partage  dans  un  rapport  donné  la  droite 

'^t  qui  joint  deux  points  donnés.  Appelons 
M.  00  et  y,  a^  et  y'  les  coordonnées  des  deux 

points  donnés  M  et  M'  (flg.  37),  et  dési- 
gnons par  x^  et  t/^  les  coordonnées  du 
point  Mj  qui  pariage  la  droite  MM'  en 


Fig.  37. 
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L  MM        tn/ 

leux  segments  tels  que  Ton  ait  ^rprp  =  — •  Si  Ton  transporte 

les  axes  parallèlement  à  eux*mêmes  au  point  H^  les  coordonnées 
Douyelles  du  point  M'  et  du  point  M^  seront  ocZ—'X,  yf — y  et 
«j— a?,  y^  —  y.  Les  différences  x^^x  et  xZ—x,  ou  y^  —  y 

et  y'  — y,  ont  le  même  signe;  leur  rapport  est  égal  à  ^^^ 

m!                j        x.  —  X      y,  —  y  m' 

m  — ; — -,  ;  on  a  donc  ^ =  ^ — ^  =  — ---si 

j,  ,  mx  -f-  %nl X*  mu  -h  m/  w' 

d'où  X,  = -V — 7—»     y,  =  -^ — ; — r" 


Ou  peut  se  proposer  plus  généralement  de  chercher  sur  une 
droite  MM'  un  point  tel  que  le  rapport  de  ses  distances  aux 
deax  points  H  et  M' soit  égal  au  rapport  de  m'  et  m.  Envisagée 
de  ce  point  de  Yue^  la  question  présente  deux  solutions;  les  for- 
males  précédentes  se  rapportent  au  cas  où  le  point  Mj  est  placé 
entre  les  deux  points  M  et  IF  ;  mais  il  y  a  une  seconde  solution  ; 
supposons^  par  exemple^  m' plus  grand  que  m;  on  peut  trouver 
sur  le  prolongement  de  la  droite  MH^  au  delà  du  point  H^  un 

M  M         «n/ 

point  M,  tel  que  Ton  ait  tt-sûF^  — •  Appelons  x^  et  y,  les  co- 
ordonnées de  ce  point;  on  aura,  comme  précédemment, 

a?,— a?_,y,— y__M,M_     mf    , 
xf  —  x      y'  — y      MM'      mf—tn^ 

on  déduit  ces  formules  des  précédentes  en  changeant  le  signe 
de  Fune  des  quantités  m  et  m'.  On  aura  donc 

m'j/ — mx  m'y/  —  my 

■        m!  —  m  *•         ml  —  m 

Quand  les  deux  quantités  met  m!  sont  égales^  le  point  M^ 
devient  le  point  milieu  de  MU'  et  a  pour  coordonnées 

Le  point  H,  s'éloigne  à  Tinfini. 

CLASSIFICATION  DES  LIGNES. 

S$~On  emploie  surtout  les  coordonnées  rectilignes  pour 

BR.  4 
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rétude  des  propriétés  générales  des  lignes  planes.  Dans  ce 
système^  on  classe  les  lignes  de  la  manière  suivante  :  on  dis- 
tingue d^abord  les  lignes  en  ligne$  algébriques  et  en  lignes 
transcendantes  y  suivant  que  les  équations  qui  les  représentent 
sont  algébriques  ou  transcendantes.  Une  équation  est  dite  al- 
gébrique lorsque  les  cordonoéés  a:  et  y  n'y  entrent  qu'affectées 
des  signes  d^opérations  algébriques.  Mais^  si  Tune  des  coordon- 
nées entre  sous  un  signe  transcendant,  comme  un  sinus^  un 
logarithme^  etc.,  Téquation  est  dite  transcendante.  On  peut 
toujours  mettre  les  équations  algébriques  sous  la  forme  en- 
tière,  en  faisant  disparaître  les  radicaux  et  les  dénominateurs. 

On  classe  ensuite  les  lignes  algébriques  d'après  le  degré  de 
leurs  équations.  Les  lignes  du  premier  degré  son  t  celles  qui  sont 
représentées  par  des  équations  du  premier  degré  en  xeiy;  l'é- 
quation du  second  degré  donne  les  lignes  du  second  degré^  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  degré  d'une  ligne  reste  le  même, 
quelle  que  soit  la  position  des  axes  des  coordonnées  dans  le 
plan.  En  effet,  soit  f(x,  y)=o  l'équation  d'une  ligne  rappor- 
tée à  de  certains  axes  OX  et  OY,  m  le  degré  de  cette  équation 
supposée  entière  (dans  l'évaluation  du  degré,  on  ne  tient  compte 
que  des  coordonnées  x  ei  y).  Pour  rapporter  cette  ligne  à 
d'autres  axes  O^X'  et  O^Y^  on  substituera  à  a;  et  y  dans  l'é- 
quation les  valeurs  données  par  les  formules  de  transforma- 
tion (8);  ces  formules  étant  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  a/  et  y^,  il  est  impossible  que  l'équation  en 
xf  e\yf  soit  d'un  degré  plus  élevé  que  m.  Elle  ne  sera  pas  non 
plus  d'un  degré  moindre;  car  alors  la  transformation  inverse 
élèverait  le  degré,  ce  qui  est  impossible.  Ainsi,  la  nouvelle 
équation  est  du  même  degré  que  l'équation  primitive. 

Le  degré  d'une  ligne  indique  en  combien  de  points  au  plus 
la  ligne  peut  être  coupée  par  une  droite.  En  effet,  soit  m  le 
degré  d'une  ligne,  f{x,y)  =  o  l'équation  qui  la  représente 
lorsqu'on  prend  la  droite  sécante  pour  axe  des  x;  si,  dans  cette 
équation,  on  fait  y  =  o,  l'équation  en  x  ainsi  obtenue  donnera 
les  abscisses  des  points  du  lieu  qui  ont  une  ordonnée  nulle, 
c'est-à-dire  les  points  communs  à  ce  lieu  et  à  l'axe  des  x.  Quand 
le  premier  membre  de  Téquation  n^est  pas  identiquement  nul. 
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comme  il  est  au  plus  du  degré  m,  Téquation  n'a  pas  plus  de  m 
racines^  et,  par  conséquent,  la  droite  a  au  plus  m  points  com- 
muns avec  la  ligne.  Si  Téquaiion  était  vérifiée  par  plus  de  m 
valeurs  de  x,  le  premier  membre  serait  identiquement  nul,  et, 
par  conséquent,  la  droite  entière  ferait  partie  du  Heu;  dans  ce 
cas,  le  polynôme  f{x,  y)  devenant  identiquement  nul,  quand 
on  y  fait  y =o,  contiendrait  y  en  facteur  et  l'équation  f{x,  y)=o 
se  décomposerait  en  deux,  l'une  y  =  o  du  premier  degré, 
Tautre  du  degré  m —  i. 

D'après  cela,  les  lignes  du  premier  degré,  ne  pouvant  être 
coupées  par  une  droite  en  plus  d'un  point,  sont  des  lignes 
droites.  Les  lignes  du  second  degré  ne  peuvent  être  coupées 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points;  celles  du  troisième 
degré  en  plus  de  trois  points.  Le  cercle,  l'ellipse,  l'hyperbole 
et  la  parabole  sont  des  courbes  du  second  degré  (n"  ii,  ig, 
23,  26)  ;  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  deux  points  par 
des  droites.  La  cissoïde  et  la  strophoïde  {n°"  29  et  82)  sont  du 
troisième  degré;  ces  courbes  peuvent  être  coupées  en  trois 
points  par  des  droites.  Le  limaçon  de  Pascal  (n^  35)  est  du 
quatrième  degré,  la  rosace  à  quatre  branches  (n*' 89)  du  sixième 
degré. 

Nous  étudierons  d'abord  les  lignes  du  premier  degré,  puis 
celles  du  second  degré,  et  ensuite  les  lignes  d'un  degré  quel- 
conque. 

Quand  on  dit  qu'une  équation  algébrique  entière  du  degré  m 
représente  une  courbe  du  degré  w,  on  suppose  que  le  premier 
membre  n'est  pas  décomposable  en  un  produit  de  facteurs  en- 
tiers; autrement  l'équation  représenterait  deux  ou  un  plus 
grand  nombre  de  lignes  d'ordres  inférieurs.  Ainsi,  par  exemple, 
une  équation  du  second  degré,  dont  le  premier  membre  est  le 
produit  de  deux  facteurs  entiers  du  premier  degré,  représente 
deux  lignes  du  premier  degré,  c'est-à-dire  deux  droites.  De 
même,  une  équation  du  troisième  degré  peut  représenter  trois 
droites^  ou  une  ligne  du  second  degré  avec  une  ligne  droite. 
C'est  pourquoi  certaines  propriétés  des  lignes  de  l'ordre  m 
s'appliquent  au  système  de  m  droites,  c'est-à-dire  au  polygone 
de  m  côtés. 
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CONSTRUCTION  DE  l'ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

60'— L'équation  générale  du  premier  degré  entre  les  deux 
variables  xety  est  de  la  forme 

(i)    Aa?  +  ByH-C  =  o. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  la  ligne  représentée  par 
cette  équation^  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite  en  plus 
d'un  point,  est  nécessairement  droite.  Nous  démontrerons  di- 
rectement que  cette  équation  représente  une  ligne  droite. 

Il  est  impossible  que  les  deux  coefficients  A  et  B  des  varia- 
bles soient  nuls  à  la  fois;  car  alors  il  faudrait  que  Ton  eût 

C  =  o^  et  réquation  se  réduirait  à  une 
identité.  Mais  il  peut  arriver  que  Tun  des 

(>'     «/ M     G  coefficients  soit  nul;  si,  par  exemple,  le 

coefficient  A  est  nul^  Téquation  se  réduit 
~x  à  la  forme  By-f-C  =  o  ou  y  =  6.  Cette 
Fig.  38.  équation  représente  le  lieu  d'un  point  H 

dont  Tordonnée  AiP  est  constante  et  égale  à  b,  quelle  que  soit 
l'abscisse  OP;  c'est  une  droite  G'G  parallèle  à  Taxe  OX  (fig.  38); 
on  l'obtient  en  portant  sur  l'axe  OY^  à  partir  de  l'origine,  une 
longueur  OB  égale  à  la  valeur  absolue  de  6,  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  suivant  le  signe  de  b,  et  menant  par  le  point  B 
une  parallèle  G' G  à  l'axe  OX.  En  particulier,  l'équation  y=o 
représente  l'axe  OX  lui-même. 
Lorsque  le  coefficient  B  est  nul,  l'équation  se  réduit  à 
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KX'hQ  =  o,  ou  x  =  a.  Cette  équation  représente  le  lieu  du 

point  M  dont  Tabscisse  MQ  est  constante  et 
égale  à  a,  quelle  que  soit  l'ordonnée  OQ; 
c'est  une  droite  H^H  parallèle  à  Taxe  OY 
(fig.  39);  on  l'obtient  en  portant  sur  Taxe 
OX,  à  partir  de  Torigine,  une  longueur  OA 
égale  à  la  valeur  absolue  de  a,  dans  un  sens 
ou  dans  TauUre^  suivant  le  signe  de  a,  et 
menant  par  le  point  A  une  parallèle  H^H  à  Taxe  OY.  En  parti- 
culier, réquation  a;  =  o  représente  Taxe  OY. 

Lorsque  le  coefficient  B  n'est  pas  nul^  on  peut  diviser  par  B 
et  mettre  l'équation  sous  la  forme 


cil 


(2)    y  =  ax-i-b, 
A 


en  posant^  pour  abréger^  a=— g»  6=— -. 

Considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  6  =  0,  ce  qui  ré- 
duit l'équation  à  la  forme 


y 

ou    -  =  a. 
00 


Si  a  est  un  nombre  positif^  tous  les  points  du  lieu,  ayant 

B  leurs  coordonnées  de  même 
signe^  se  trouvent  dans  Tangle 
YOX,  ou  dans  son  opposé  par 
le  sommet  Y'OX^  (flg.  40).  Pre- 
nons une  abscisse  quelconque 
OP,  et  par  le  point  P  menons 
une  parallèle  à  l'axe  des  y;  on 
pourra,  sur  cette  parallèle, 
trouver  un  point  M  tel  que 

MP 
l'on  ait  gp=a,  le  point  M 

sera  un  point  du  lieu.  Soient  M,  M^  M", ...  divers  points  du 
lieu  construits  de  cette  façon  ;  des  rapports  égaux 

MP_M^F_ 
0P"~  OF  "*  — OP 


ir  —  •  •  •  —  ^f 
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il  résulte  que  les  triangles  OPM,  OFM^  OP^M", ...  sont  sem- 
blables, et  que,  par  suite,  les  angles  MOP,  M'OP^  M'^OP^^, . . . 
sont  égaux;  donc  les  points  M,  M',  M'', . . .  sont  tous  placés  sur 
une  même  droite  A' A,  passant  par  TorigincSi  Ton  fait  varier 
X  d^une  manière  continue  de  — oo  à  4-00 ,  le  point  M  se  meut 
d'un  mouvement  continu  et  décrit  la  droite  indéfinie  A'A. 
Lorsque  a  est  négatif,  tous  les  points  du  lieu,  ayant  leurs 

coordonnées  de  signes  contraires, 
sont  situés  dans  les  angles  Y'OX  et 
YOX'  (fig.  41).  Soient  M,  M',  M^^  ... 
différents  points  du  lieu;  des  rela- 
tions 

MP       WV      —W¥'_     _ 

•  "'■  •  •  •  "— ^  ^'^1 


X' 


OP     — OP' 


OP'' 


Fig.  41. 


on  conclut,  comme  précédemment,  que  tous  ces  points  sont 
sur  une  même  droite  A'A  passant  par  l'origine.  Ainsi,  dans 
tous  les  cas,  Téquation  y  =  aj?  représente  une  ligne  droite  A'A 
passant  par  Torigine. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  y  =  ax-\'b.  Si  Ton  com- 
pare les  deux  équations  y  =  ax-hb  eiy  =  ax,  on  voit  que  les 
ordonnées  correspondantes  à  une  même  abscisse  diffèrent 
d'une  quantité  constante  b;  on  augmentera  donc  ou  l'on  dimi- 
nuera, suivant  le  signe  de  b,  les  ordonnées  de  tous  les  points 
de  la  droite  A'A  de  longueurs  MN,  M'N',  M''N'', ...  égales  à  la 
valeur  absolue  de  6  (fig. 40);  les  points  N,  N',  N'', ...  ainsi 
obtenus  forment  évidemment  une  droite  B'B  parallèle  à  A'A. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équation  du  premier 
degré  entre  les  deux  variables  x  et  y  représente  une  ligne 
droite, 

OO— Nous  ferons  voir  que,  réciproquement,  toute  ligne 
droite  est  représentée  par  une  équation  du  premier  degré. 
Si  la  droite  est  parallèle  à  Taxe  OX,  comme  tous  ses  points 
ont  même  ordonnée,  son  équation  est  de  la  forme  y  =  6 
(fig.  38).  Si  elle  est  parallèle  à  Taxe  OY,  tous  ses  points  ayant 
même  abscisse,  son  équation  est  de  la  forme  x  =  a  (fig.  39).  Si 
la  droite  passe  par  l'origine,  elle  occupe  l'une  des  deux  posi- 
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lions  indiquées  dans  les  figures  40  et  4i>  6t  les  triangles  sem» 
blables  donnent 

MP_M  F_— M'^P'^^ 

OP""  OF  "*— OP' ' 

ou 

MP    _  MF    _->M"F__ 

—  0P~  — OF""    OP' ' 

Si  Ton  appelle  a  ce  rapport  constant^  Téquation  de  la  droite 

est  -  =  a  ou  y  =  cm;.  Supposons  enfin  que  la  droite^  sans  être 

parallèle  à  Fun  des  axes^  ne  passe  pas  par  l'origine  (fig.  40); 
une  parallèle  à  cette  droite  menée  par  Torigine  aura  pour 
équation^  d'après  ce  qui  précède,  y  =  (U?;  or,  Texcès  de  Tor- 
donnée  de  la  droite  proposée  sur  l'ordonnée  correspondante 
de  la  parallèle  est  une  quantité  constante  h;  donc  la  droite 
proposée  a  pour  équation  y  =  ax  +  6. 

SIONIFIGATION  DES  COEFFICIENTS. 

0M — L'équation  de  toute  droite  non  parallèle  à  Taxe  des  y 
peut  être  mise  sous  la  forme 

=  00?  4-6. 


La  constante  h  est  Tordonnée  du  point  H  (fig.  40)  où  la  droite 
coupe  Taxe  des  y;  on  rappelle  ordonnée  à  Y  origine. 

La  constante  a  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite; 
elle  est  la  même  pour  toutes  les  droites  parallèles;  on  rappelle 
coefficient  angulaire  ou  de  direction.  Menons  par  Torigine  une 
demi-droite  OA  parallèle  à  la  droite  proposée  et  située  par  rap* 
port  à  Taxe  X^X  du  même  côté  que  la  demi-droite  OY.  Appe- 
lons 8  Tangle  des  axes^  a  Tangle  de  OA  arec  OX^  angle  qui 
peut  yarler  de  o  à  ir  ;  on  a^  dans  la  disposition  de  la  figure  40y 

fl  ^  y  ^  MP  ^  sinMOP  _      sina 
x~  OP"^sinOMP  ""  sin  (9  —  a)* 

et^  dans  celle  de  la  figure  41^ 

y MP    _   sinMOP  sina       _     sina 


X     — OP      — sinOMP""  — sin(a  — e)""sin(0  — a)' 
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on  a  donc^  dans  tous  les  cas^ 

.    .     ^  '     8Ui(6  — a)  i 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  cette  relation  se  réduit  à 

(4)    tanga  =  a, 

et  détermine  Tangle  a,  que  fait  avec  Taxe  OX  la  direction  OA. 
Quand  les  axes  sont  obliques,  de  la  relation  (3)  on  déduit  la 
formule  i 

(5)     tanga  =  — ; z- 

^  '  ^        H-acos6 

Cette  formule  n'étant  pas  calculable  par  logarithmes,  pour  ob- 
tenir l'angle  a  au  moyen  des  tables,  on  la  transforme  de  la 
manière  suivante.  On  a,  en  effet, 

a —  I sina  —  sin(9  —  a) ^\        2/ 

a  +  I  ""  sina  +  sin  (6  —  a)  .        ô 

tang- 

d'où  (6)    tangua  — -j==^=ilang-. 

92 — Lorsqu'on  veut  construire  la  droite  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  numériques^  on 
cherche  ordinairement  les  points  où  elle  coupe  les  axes,  et  on 
fait  passer  uue  droite  par  ces  deux  points. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  2a?  —  3y  =  5;  pour  y  =  0,  on 
a  a;  =  I  ;  pour  a?  =  o,  y  =  — -  f  ;  on  portera,  à  partir  de  l'origine 
sur  Taxe  des  x,  la  longueur  |  dans  la  direction  OX,  sur  Taxe 
des  y  la  longueur  f  dans  la  direction  OY^ 

Quand  l'équation  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  la 
droite  passe  par  l'origine.  On  en  détermine  un  second  point, 
en  donnant  à  x  une  valeur  particulière;  soit,  par  exemple^ 
l'équation  2y  4-  3ic  =  o;  l'équation  étant  vérifiée  pour  x  =  o, 
y  =  o,  la  droite  passe  par  l'origine;  si  Ton  fait  a?  =  2,  on  a 
y  = —  3;  construisant  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a?  =  2, 
y  =—-3,  on  obtiendra  un  second  point  que  Ton  joindra  à 
l'origine. 


LIGNE  DROITE.  57 

—L'équation  générale  de  la  ligne  droite 

Aa?  +  By-4-C  =  o 

renferme  deux  coefficients  ou  paramètres  arbitraires;  car  on 
peut  diviser  Téquation  par  Tun  des  coefficients,  et  il  restera 
les  rapports  des  deux  autres  coefficients  à  celui  par  lequel  on  a 
divisé.  Quand  on  metTéqualion  sous  la  forme  y  =  ax-{-by  ces 
deux  paramètres  sont  a  etb.  Pour  fixer  la  position  de  la  ligne 
droite  dans  le  plan,  il  faudra  donner  les  valeurs  des  deux 
paramètres,  ou  deux  équations  entre  ces  deux  paramètres  ser- 
vant à  déterminer  leurs  valeurs. 

PROBLÈME  I. 

•4 — Trouver  l'équation  générale  des  droites  qui  passent  par 
un  point  donné. 

Appelons  x'  et  t/  les  coordonnées  du  point  donné  M.  L'équa- 
tion d'une  droite  quelconque  est 

y=zax-\-b. 

Pour  que  cette  droite  passe  par  le  point  H,  il  faut  que  les  coor- 
données de  ce  point  vérifient  l'équation  de  la  droite;  si  donc 
on  remplace  les  coordonnées  variables  x  ety  par  les  coordon- 
nées a/  et  2/  du  point  M,  on  aura  l'équation  de  condition 

y^  =  ax^-{-b. 

Cette  relation  entre  les  deux  paramètres  a  et  6  détermine  l'un 
d'eux  en  fonction  de  l'autre,  par  exemple  le  paramètre  6  en 
fonction  de  a;  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la  droite  6 
par  sa  valeur  y' —  aa/  tirée  de  l'équation  de  condition,  on  ob- 
tient l'équation 

(7)    y  —  y^=a{x^x^). 

L'équation  (7),  dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  a  est  arbi- 
traire, représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  H. 
Quand  on  fait  varier  le  paramètre  a,  la  droite  tourne  autour 
dn  point  H. 

Nous  avons  supposé  que  toute  droite  est  représentée  par 
une  équation  de  la  forme  y  =  ax'hby  quelle  que  soit  sa  posi- 
tion dans  le  plan.  Cependant  il  y  a  une  exception,  c'est  lorsque 
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la  droite  est  parallèle  à  Faxe  des  y  ;  car,  dans  ce  cas^  le  coeffi- 
cient angulaire  a  est  infini^  ainsi  que  rordonnée  à  Torigine  b. 
Cependant^  si  dans  Téquation  (7)  on  remplace  a  par  le  rapport 

— t  qu'on  mette  Téquation  sous  la  forme 

et  qu'on  fasse  ensuite  n  =  o,  on  obtient  Téquation  x=a/,  qui 
représente  la  parallèle  à  l'axe  des  y,  menée  par  le  point  Bf • 

PROBtÈHB  II. 

65— Par  un  point  donné  mener  une  droite  parallèle  à  une 
droite  donnée. 

Soit  y  =  ax-{-b  l'équation  de  la  droite  donnée  AB,  oc^  et 

T/  >    î^  les  coordonnées  du  point  donné  M 

(âg.  4^).  La  droite  demandée  devant 

passer  par  le  point  donnée  son  équation^ 

comme  nous  l'avons  dit,  sera  de  la  forme 

fô  r  y'-t/  =  a^(X'-a/). 

ï'iir-  ^'  Cette  droite  devant  être  parallèle  à  la 

droite  AB^  son  coefficient  angulaire  a'  sera  égal  au  coefficient 
angulaire  a  de  la  droite  AB;  on  aura  donc  a^=^a,  et  la  pa- 
rallèle demandée  CD  sera  représentée  par  Téquation 

PROBLÈME  ni. 

66— iHen^r  une  droite  par  deu^  points  donnés. 

Soient  M  et  M^  (fig.  43)  les  deux  points  donnés^  x^  et  y^  les 

coordonnées  du  point  M^  x"  et  y^^  celles 
du  point  M^  La  droite  MH^  passant  par 
le  point  H^  est  représentée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

n   m     I  >^— ^>— ^.— j»M^y 

^48.  (7)    y-l/  =  a{x-x^)i 

il  s'^agit  de  déterminer  le  coefficient  a,  de  manière  que  cette 
droite  passe  aussi  par  le  point  H^  Il  faut  pour  cela  que  les  coor- 
données du  point  M^  vérifient  l'équation  (7),  ce  qui  donne  la 
relation 
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d'où  roû  déduit 

On  voit  que  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  au 
rapport  de  la  différence  des  ordonnées  à  la  différence  des  abs- 
cisses des  deux  points  donnés.  Si,  dans  Téquaiion  (7),  on  rem- 
place a  par  sa  valeur^  on  obtient  Téquation  de  la  droite  MM'^ 

(8)    y-y/  =  ^=^(a:-a/), 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

X  — od y  — y' 

Lorsque  le  point  M  est  à  l'origine^  on  a  o^' = o,  y'  =  o>  et 
réquation  (8)  se  réduit  à  ' 

919 — Il  arrive  souvent  que  la  droite  est  définie  par  les  points 
T/  Â  et*B  où  elle  coupe  les  axes  (flg.  44);  ap- 

pelons a  l'abscisse  du  premier  point,  6 
Fordonnée  du  second,  et  soit 

^'    ^  '  Aa;-+-By+C  =  o 

"^  réquation  de  la  droite  cherchée.  Si  Ton  y 
fait  successivement  y  =  o  et  a?  =  o,  on  ob- 
Fig-  ^-  tient  les  points  où  la  droite  coupe  les  axes; 

on  a  ainsi  a=— t»  5=— rr;  d'où  A= »  B=— v-'En 

A  B  ah 

remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs,  on  met  l'équation  sous  la 

forme  simple 

(9)    -  -H  r  =  I  • 
^*    a     b 

PROBLÈME  IV. 

6§ —  Trouver  le  point  d'intersection  de  deux  droites  données. 

Soient 

Aaî-hBy  +  C  =0, 

A'o?  ^- B'y  4- C  =  0, 
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les  équations  de  deux  droites  données  AB  et  CD  (fig.  4^),  M  le 

point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  i 
Le  point  M  appartenant  à  chacune  des 
droites,  ses  coordonnées  yérifient  à  la  fois 
les  deux  équations;  si  donc  on  résout  ces 
deux  équations  simultanées  à  deux  incon- 
nues X  et  y,  on  obtiendra  les  coordonnées 
du  point  M, 

_BC^-CB^  CA^  —  AC^ 

^""AB'  — BA''      ^*~AB-^Ba' 

Quand  le  dénominateur  AB'  —  BA^  est  différent  de  zéro,  les 
formules  donnent  pour  x  et  y  des  valeurs  finies  et  détermi- 
nées et  les  deux  droites  se  coupent  efléctiTement  en  un  point  M. 
Mais  quand  le  dénominateur  AB'  —  BA'  est  nul,  sans  que  les 
numérateurs  le  soient,  on  obtient  pour  x  et  y  des  valeurs 
infinies;  ceci  indique  que  les  deux  droites  proposées  sont  pa- 
rallèles; et,  en  effet,  dans  ce  cas  elles  ont  leurs  coefficients  angu- 

A  A'  A'     B'      C 

laires  égaux  —  ^  = —  ^.  Si  Ton  a  è  la  fois  j-=—  =  ^,  les 

deux  numérateurs  sont  nuls  en  même  temps  que  les  dénomi- 
nateurs, et  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  présentent  sous  la  forme  -; 

il  y  a  indétermination,  et,  en  effet,  les  deux  droites  proposées 

A'      B'     C 
coïncident;  car,  si  Ton  pose  -- = ^ = 77  =  *,  d'où  A'  =  A  *, 

A        U        L 

6^= Bt,  G=  Ci,  que  Ton  remplace  dans  la  seconde  équation, 
et  que  Ton  divise  par  k,  cette  équation  devient  identique  à  la 
première. 

PROBLÈME  V. 

%9—  Trouver  F  équation  générale  des  droites  qui  p€tësent  par 
le  point  d^intersection  de  deux  droites  données. 

Soient 

(10)  Aa?-+-By-4-C  =0, 

(11)  A'o? -h  B'y  4- C' =  o, 

les  équations  des  deux  droites  données.  On  pourrait  traiter  la 
question  en  cherchant  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  par  la  résolution  des  équations  (10)  et  (i  i),  et 
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faisant  passer  use  droite  quelconque  par  ce  point  (n""  64).  Mais 
on  arrive  au  même  résultat  par  une  marche  beaucoup  plus 
rapide. 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  deux  équations  (lo)  et 
(il),  après  avoir  multiplié  Tune  d^elles  par  une  quantité  arbi^ 
traire  \  on  obtient  une  équation  du  premier  degré 

(12)    (Aa;-f-By-|-C)-h^(A'a;-hB'y-f-CO  =  o, 

qui  représente  une  troisième  droite  passant  par  le  point  d'in- 
tersection des  deux  premières;  et,  en  effet,  les  coordonnées  de 
ce  point,  vérifiant  à  la  fois  les  deux  équations  (lo)  et  (ii),  an- 
nulent les  deux  parenthèses,  et,  par  conséquent,  satisfont  à 
l'équation  (12).  Cetteéqualion  (i2),danslaquelielecoefficient>. 
est  arbitraire,  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le 
point  d'intersection  des  deux  droites  données;  car,  on  peut 
déterminer  ce  coefficient  de  manière  que  la  droite  passe  par 
un  point  quelconque  H  du  plan,  ayant  pour  coordonnées  a/ 
et  y'  ;  il  suffit  pour  cela  que  Téquation  de  condition 

soit  vérifiée,  ce  qui  donne 

^'^'     ^"~     A^a/-hB'2/'-hC'' 
Quand  on  fait  ^=0,  Téquation  (12)  devient  Ax4-By-l-C=o; 

c'est  la  première  droite.  Si  Ton  remplace  X  par  —  «  et  qu'après 

avoir  multiplié  par  n,  on  fasse  n  =  o,  on  a  la  seconde  droite 
A'j?  +  B'y  +  C'=o. 

Si,  dans  Féquation  (12),  on  remplace  1  par  sa  valeur  (i3),  on 
obtient  Téquation 

.      Aa;  +  By4-C  __  A^x-hWy-hC^ 
^^^^    Ax^4-By/4-ry""A^ic^-t-B^y^-+-C' 

qui  représente  la  droite  passant  par  le  point  M  et  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  données.  Les  numérateurs  sont  les 
premiers  membres  des  équations  des  deux  droites  données,  les 
dénominateurs  les  valeurs  de  ces  polynômes,  quand  y  on  rem- 
place xeïy  par  les  coordonnées  du  point  donné.  On  reconnaît 
immédiatement,  à  Tinspection  de  cette  équation,  que  la  droite 
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qu'elle  représente  passe  par  le  poiot  donné  et  par  le  point  d'ioii 
tersecUon  des  deux  droites  données. 

Une  équation  du  premier  degré  en  a?  et  y  contenant  un  pai 
ramètre  arbitraire  X  représente  une  infinité  de  droites  ;  lorsque 
ce  paramètre  n'entre  qu^au  premier  degré  dans  Téquation,  oi; 
peut  mettre  Féquation  sous  la  forme  (i^)^  on  voit  alors  qu< 
toutes  les  droites  passent  par  un  même  point,  le  point  d'inter- 
section des  droites  (lo)  et  (ii). 

PROBLÈME  ^1. 

y  O — Reconnaître  si  trois  points  sont  en  ligne  droite* 
Soient  M,  Mf,  BF'  les  trois  points  donnés,  xf  eiyf  les  coordon- 
nées du  premier  point,  a/'  et  \f  celles  du  second,  œ^'^  et  y"^ 

celles  du  troisième  (fig.  46).  Les  coeffi- 
cients angulaires  des  droites  MM^,  MM" 

soiï*  i^czj'    a^n^^j  (û'  66);   quand 

les  trois  points  M,  M^,  M''  sont  en  ligne 
droite,  les  deux  droites  MM^,  MM''  coin- 
T\g.  46.  cident,  leurs  coefficients  angulaires  sont 

égaux,  et  Ton  a  la  relation 

PROBLÈME  VU. 

7%.^ Reconnaître  si  trois  droites  passent  par  un  même  point. 

Soient 

Aa;-f-Bî/4-C  E=o^ 

les  équations  des  trois  droites  données.  On  cherchera  le  point 
d^intersection  des  deux  pfemières  droites,  et  on  substituera 
les  coordonnées  de  ce  point  dans  la  troisième  équation. 

On  peut  aussi  traiter  la  question  par  une  autre  méthode; 
L'équation 

représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  d'inler- 
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section  des  deux  premières  droites;  si  la  troîsièfne  droite  passe 
par  ce  points  on  doit  pouvoir  déterminer  le  paramètre  'kj  de 
manière  que  TéquatioD  précédente  représente  cette  troisième 
droite;  pour  que  deux  équations  représentent  une  mAme 
droite^  il  est  nécessaire  que  les  coefficients  soient  proportion- 
nels; on  a  ainsi  les  deux  relations 

A  +  XA/      B  +  ^B'      C-hia 


if 


B'      ~      C 


à  une  inconnue  >..  L'élimination  de  cettç  inconnue  conduit  à 
une  équation  de  condition. 
7S — Considérons^  par  exemple^  les  trois  médianes  d'un  tri- 

y^         angle  OAB  (fig.  47)  ;  prenons  le  sommet 

yi(  0  pour  origine,  les  deux  côtés  OA  et  OB 

y/  \  pour  axes  des  coordonnées,  et  dési- 

y^^^TL^^^^         gnons  par  a  et  6  les  deux  longueurs  OA 

y/^-^^^/y^  ^^  OB.  La  médiane  AE,  coupant  les 

*  ^    *  axes  à  des  distances  a  et  -  de  Tori- 

Fig.  47.  ^  2 

gine,  a  pour  équation 

de  mAme^  la  médiane  BF  a  pour  équation 

a      0 

n  h 

Le  point  D,  milieu  de  AB,  a  pour  coordonnées  OF = -  »  OE = -; 

la  droite  00,  qui  va  de  l'origine  à  ce  point,  est  représentée  par 
l'équation 

^      a 

En  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  obtient  les 

coordonnées  a;  =  ^«  i^  =  q*  du  point  d'intersection  G  des  deux 

premières  médianes  AE  et  BF.  Ces  coordonnées  vérifiant  la 
troisième  équation,  on  en  conclut  que  la  troisième  médiane 
passe  aussi  par  le  point  G. 
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On  voit  d'abord  immédiatement  que  les  trois  médianes  pas- 
sent par  un  même  point  ;  car^  si  Ton  retranche  les  deux  pre- 
mières équations  membre  à  membre,  on  obtient  la  troisième. 
9^3 — Comme  exemple  de  trois  points  en  ligne  droite,  consi- 
dérons un  quadrilatère  OâCB  (fig.  48);  si  l'on  prolonge  les 

quatre   côtés    indéfiniment 

on  forme  ce  qu'on  appelle 

un  quadrilatère  complet;  les 

côtés  se  coupent  deux  à  deux 

en  six  points  ou  sommets; 

en  joignant  les  sommets  op- 

A'  T  posés,  on  obtient  trois  dia- 

Fig.  48.  gonales  AB,  A'B',  OC  ;  nous 

allons  démontrer  que  les  trois  points  D,  E,  F,  qui  divisent  ces 

diagonales  en  deux  parties  égales,  sont  en  ligne  droite. 

Prenons  les  côtés  OA  et  OB  pour  axes  des  coordonnées; 
désignons  par  a  et  a^  les  deux  longueurs  OA  et  OA',  par  b  etV 
les  deux  longueurs  OB  et  OB'.  Le  point  D,  milieu  de  AB,  a  pour 

ri  h 

coordonnées  a/  =  — »  2/^  =  —  Le  point  E,  milieu  de  A'B',  a 

pour  coordonnées  x"  =  -'9  y"z=-—  Pour  avoir  les  coordon- 

nées  du  point  F»  milieu  de  OC,  cherchons  celles  du  point  C, 
intersection  des  deux  droites  AB',  A'B,  qui  ont  pour  équations 


En  résolvant  ces  deux  équations  simultanées,  on  obtient  les 
coordonnées  du  point  C, 

_  gg'  (b  —  V)        _  bV  (a  —  gQ 
^—  a6  — g'6'  '    ^^  ab  —  a'b'' 

Le  point  F  étant  le  milieu  de  la  droite  OC,  ses  coordonnées  a;'", 
^'^  sont  les  moitiés  de  celles  du  point  C;  on  a  donc 


a/"  = 


gg'  {b  —  V) 


y///  = 


66'  (g  —  g') 


2(g6  — a'6')      ^        ,2(g6  — g'6') 

Ayant  les  coordonnées  des  points  D,  £,  F,  on  reconnaît  aisé- 
ment que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite.  Les  droites  DE 
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rt  DF  ont  pour  coefficients  angulaires 

bV  [a  —  gQ      . 
y"  —  y'  ^  y  —  b       yf^'  —  y'  _  ab'-a'b'  _  V  —  b^ 

x'—xf       a'  — a      )d"  —  xf'^aa'(b  —  y)        ~a'—a' 

ab  —  a'bf       ^ 

ces  deux  coefficients  angulaires  étant  égaux  entre  eux^  on  en 
conclut  que  les  trois  points  D^  E,  F  sont  en  ligne  droite. 

PROBLÈME  YIII. 

74 — Trouver  V angle  de  deux  droites: 

Soient  y  =  aa5-h6,  y  =  afx-hV^  les  équations  de  deux 

droites  données.  Par  Torigine^  et  du 
côté  de  Taxe  X^X  où  se  trouve  OY,  me- 
nons des  demi-droiles  OA  et  OA^  pa- 
rallèles aux  droites  données  (fig.  49)  i 
appelons  a  et  et!  les  angles  que  font  ces 
directions  avec  OX,  V  Tangle  qu'elles 
Fig.  49.  font  entre  elles,  et,  pour  préciser,  sup- 

posons af>  a.  On  a  évidemment  \  =  (x/  —  a,  d'où 


°         1-l-tanffalanffa' 


tanga  tangi 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  on  sait  que 

tanga  =  a,  tanga<  =  a'; 
si  Ton  substitue  dans  la  formule  précédente,  il  vient 


(i6)     tangV  = 


a'  —  a 


.  Quand  les  axes  sont  obliques,  on  a  (n""  6i)  : 

asinô         ,        ,         a'sinô 

tanga  == — ; s»     tanga' = — ; — -, t* 

^        i-f-acosô  °         iH-a'cosô 

et,  par  suite, 

/    V     i       \T  (a'— a)sin8 

De  ces  formules,  on  déduit  la  relation  qui  existe  entre  Itef 
coefficients  angulaires  de  deux  droites  perpendiculiaires  entre 
elles.  En  effet,  quand  Tangle  V  est  droit,  sa  tangente  devenant 

6B. 
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infinie,  on  a,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

(i8)    n-aa'  =  o, 

et,  si  les  axes  sont  obliques, 

(19)    i-f-  aal  H-  (a  +  d)  cosô  =  o. 

PROBLÈME  IX. 

Tft  — D'tin  point  donné  abaisser  une  perpendiculaire  sur  une 

droite  donnée,  et  trouver  la  longueur  de  cette  perpendiculaire. 

Soit 

(2)    y=zax-^b 

réquation  de  la  droite  donnée  AB,  ocf  et  y'  les  coordonnées  du 
Y  point  donné  H  (fig.  5o).  Supposons  d'abord 

les  axes  rectangulaires.  Une  droite  quel- 
conque passant  par  le  point  H  a  une 
équation  de  la  forme  (n®  64) 

X  y  —  y'  =  a[x  —  a:!). 

Fig.w.  Pour  que  cette  droite  soit  perpendicu- 

laire à  la  droite  AB,  il  faut  que  la  relation  (n»  74)  i  -f-aa^=o 

soit  vérifiée;  d'où  Ton  déduit  0'= •  En  remplaçant  a'  par 

a 

sa  valeur,  on  obtient  l'équation  de  la  perpendiculaire  MP 

« 
(20)    y-y'=--^[x^xl). 

On  trouvera  les  coordonnées  a?  et  y  du  pied  P  de  la  perpen- 
diculaire, ou  le  point  d'intersection  des  deux  droites  AB  et  HP, 
en  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (20)  ;  mais 
nous  préférons  chercher  les  différences  x  —  xf  et  y  —  j/'; 
réquation  (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 

y  —  y^z^aix  —  x')  —  (y'—  aoc^ — 6); 

si>  dans  cette  équation,  on  remplace  y  —  y^  par  sa  valeur  donnée 
par  réquation  (20),  on  trouve 

/      a{y^  —  ax^—b) 

X  —  X;  =^  — z » 
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et,  par  suite,  en  vertu  de  Téquation  (20), 

,  yf—ax^  —  b 

^      ^  ï  4-  a* 

En  appliquant  la  formule  de  la  dislance  de  deux  points  (n**  55), 
on  obtiendra  la  longueur  l  de  la  perpendiculaire  MP, 

dou  (21      i  =  ±^-n=== — 

On  prendra  le  signe  de  façon  que  Ton  ait  pour  l  une  valeur 
positive.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  numérateur  est  positif  ou 
négatif,  suivant  que  le  point  M  est  placé  par  rapport  à  la 
droite  AB  du  côté  des  y  positives  ou  du  côté  des  y  négatives» 
En  effet,  soit  N  le  point  où  la  droite  AB  est  rencontrée  par  la 
parallèle  à  Faxe  des  y  menée  par  le  point  H;  le  point  N  étant 
sur  la  droite  AB,  l'ordonnée  y^  de  ce  point  est  égale  à  aa/-f-  6, 
de  sorte  que  la  formule  {21)  devient 

VU- a* 

La  différence  y' — yx  est  positive  dans  le  premier  cas,  négative 
dans  le  second  cas. 

On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire sous  cette  dernière  forme,  en  remarquant  que  le 
triangle  rectangle  MNP  donne 

MP  =  MNsinMNP  =±{^  —  Vd  cosa  =±  ^'~^'- 

TS— Supposons  maintenant  les  coordonnées  obliques;  les 
droites  AB  et  MP  seront  perpendiculaires  si  leurs  coefficients 
angulaires  a  et  a!  vérifient  la  relation  n-aa'+(a+aOcos8=o, 

d'où  l'on  déduit  a^=—  ^"^^^^^  .  L'équation  de  la  perpen- 

a  +  cos6         ^ 

diculaire  MP  est  donc 

/    x            j         I  +  a  cosô  .         „ 
(22)    V  — v'= K-i'^x^  —  ^)* 

En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (2)  et  (22),  on 
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obtiendra  les  coordonnées  a;  et  ^  du  point  P;  si,  comme  précé- 
demment, on  cherche  les  différences  x  —  a/,y  —  y^,  on  trouve 

(î/'  —  aj/  —  6)  (a  4-  cosô) 


X  —  a/  = 


i-f-o'-|-2acos9 


_   /  _ __  (y^  — aa/  — 6)(i  +  aco5&) . 
-^      -^  i4-a*-4-2acos6        ' 

substituant  ces  différences  dans  la  formule  de  la  distance  de 
deux  points  (n*  56) 

I  =  V(£c  —  x'y-h  (y  —  2^0*  -f-  2  (X  —  xO  (y  —  y')  cosO, 
on  a 

f_±{y^ — 0^ — 6)V(aH"Cos9)*-f-(iH-flcos9)'-— 2(a4-cos9)(i-|-acos6)< 

i-haacosG-Ho* 

En  développant  les  calculs,  on  voit  que  la  quantité  placée  sous 
le  radical  contient  le  facteur  i  —  cos'6  ou  sin'ô,  et  s'écrit 

(i  +  2a  cosô-f-  a*)  sin*8; 
il  en  résulte 

(23)     j^_^(y'-a^'-b)sinh 

Vi-l-2acos6-ha* 

Le  numérateur  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  M 
est  placé  par  rapport  à  la  droite  ÂB  du  côté  des  y  positives^  ou 
du  côté  des  y  négatives.  On  prendra  le  signe  de  façon  que  Ton 
ait  pour  {  une  quantité  positive. 

yy — Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  l'équation 
de  la  droite  donnée  mise  sous  la  forme  y  =  ax-hb.Si  celte 
équation  avait  la  forme  générale 

(i)    Ax-i'By-hC  =  o; 
le  coefficient  angulaire  a  de  la  droite  donnée  étant  égal  à 

—  g^»  on  aurait  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires 

I      B 

a'  = =  -T^  »  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  serait 

représentée  par  l'équation 

y  —  y'=-^{x'-x'), 
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on  plus  simplement 

^  ^'         A  B 

La  formule  (21),  dans  laquelle  on  remplace  a  et  6  par  leurs 

valeurs  — ^^  —0'  devient 

(,5)     i  =  ^!^jfiM±^. 

Cette  formule  exprime  la  distance  d'un  point  à  une  droite  en 
coordonnées  rectangulaires  :  le  numérateur  est  le  premier 
membre  de  Téquation  de  la  droite,  dans  lequel  on  remplace  x 
el  y  par  les  coordonnées  du  point;  le  dénominateur  est  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients  de  x  et  de  y. 
Quand  les  axes  sont  obliques^  on  a 

/ B  — Acos6 

^""A-BcosS' 

l'équation  de  la  perpendiculaire  est 

f  «\      Jg — xf    _    y  — y' 

^^^f    A  — Bcos6""B  — Acosô' 

et  la  formule  (23)  devient 

,    ,     ,       .   (Aa^-hBy'-f-  C)sin6 

VA'+B*— 2ABcose 

Il  est  aisé  de  reconnaître  le  signe  du  numérateur,  suivant  la 
position  du  point  M  par  rapport  à  la  droite  AB.  Soit  N  (flg.  5o)  le 
point  où  la  parallèle  NQ  à  Taxe  des  y  rencontre  la  droite  AB; 
pour  le  point  N,  l'expression  Ax  -l-  By  -4-  C  est  nulle;  quand  le 
coefficient  B  est  positif,  si  Ton  marche  dans  le  sens  des  y  posi- 
Uves,  le  terme  By  augmente,  et  la  fonction  prend  des  valeurs 
positives  de  plus  en  plus  grandes)  si  Ton  marche  dans  le  sens 
apposé,  elle  prend  des  valeurs  négatives.  C'est  le  contraire  qui 
^  lieu,  lorsque  B  est  négatif. 

PROBLÈME  X. 

'8— Par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  données, 
^mer  une  droite  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 
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Soient 

Ax-hBy-hC  =o, 

A^x-i-Bfy-hO  =  o, 

A"x-hB"y-hC=:o, 

les  équations  des  trois  données  en  coordonnées  rectangulaires; 
toute  droite  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  pre- 
mières droites  est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(Aaî-HBî/-hC)-f-7^(A'a;4-B'y  +  C0  =  o; 

pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  la  troisième  droite,  on  doit 
avoir 


d'où  Ton  déduit 


A^7A  +  ^A0_ 
.__  AAM-BET 


en  remplaçant  7.  par  sa  valeur,  on  obtient  l'équation  de  la 
droite  cherchée 

(28)  (A'A''-f-B'B")  [Ax  4-  By  +  C)  =  (A'^A+B'^B)  (PJx-^Wy+C). 
79— Les  trois  droites  données  forment  un  triangle  dont  les 
sommets  sont  les  points  d'intersection  de  ces  droites  deux  à 
deux;  l'équation  (28)  représente  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Fun  des  sommets  sur  le  côté  opposé.  En  permutant  les  ac- 
cents, on  aura  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  de 
chacun  des  deux  autres  sommets  sur  le  côté  opposé  : 

(A"A  +  B"B)(A'ic-hB^y4-C0  =  (AA'  -hBW  ){k'x+B'y-hC''), 
(AA^  +  BBO  (X"x+li"y'hC)  =  (A'A^'-h B'B'')  (A  x-^B  y-hC  ). 

On  voit  qu'en  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre 
à  membre,  on  obtient  la  troisième.  On  en  conclut  que  les  trois 
hauteurs  d'un  triangle  passent  par  un  même  point. 

PROBLÈME  XI. 

^O— Trouver  le  lieu  des  points  également  distants  de  deux 
points  donnés. 

Supposons  les  axes  rectangulaires  et  soient  a/  et  y^,  x^  et  y" 
les  coordonnées  des  deux  points  donnés.  Si  Ton  désigne  par 
X  ei  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu.  Té- 
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quation  du  lieu  sera 

(X  —  a/)»  +  (y  —  y')*={x  —  »")»-+-  (y  —  y"j% 
ou  plus  simplement 

(29)    {ar~a/)(x-^^±^  +  (f-y')(y-^±^  =  o. 

Ce  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  donnés. 

PROBLÈME  XII. 

Sfl. — Trouver  le  lieu  des  points  également  distante  de  deux 
droites  données. 
Nous  supposons  encore  les  axes  rectangulaires;  soient 

Xx-hBy-i-C  =0, 
A'a?  +  B'y  +  C'=o, 

les  équations  des  deux  droites  données.  Si  Ton  désigne  par  x 
et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  lieu^  Féquation 
du  lieu  sera 

,^  ,    Ax  +  By-hC  A^x  +  B^y-hG 

(ÔO)       ■        ■  : =  -h ,  ■= • 

A  cause  du  double  signe^  cette  équation  représente  deux 
droites^  qui  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  parles  deux 
droites  données. 

ÉQUATION  DE  LA  LIGNE  DROITE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

8S— Soit  0  le  pôle  et  OX  Taxe  polaire.  On  peut  déterminer 
la  position  d'une  droite  AB  par  la  longueur  a  de  la  perpendi- 
g  culaire  OD  abaissée  de  Torigine  sur  cette 

^M  droite  (fig.  5i),  et  par  Tangle  a  que  fait 

^  cette  perpendiculaire  avec  Taxe  polaire^ 

\  cet  angle  étant  compris  entre  o  et  2ir.  Ap- 

y  '■"  ^^      .    pelons  p  et  to  les  coordonnées  d'un  point 

\      quelconque  H  de  la  droite;  en  projetant 
Fi«&i*  le  rayon  yecteur  OM  sur  la  perpendicu* 

laire  0D>  on  a 

(3i)    pcos(w  — a)  =  a,-    ou    p  = ■: •• 

^    '    "       ^  '  ^      cos  (w  —  ol) 


n  LIVRE  II,  CHAPITRE  I. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(32)    P  =  T —5-^ — 

^      Acosco  +  Bsinw 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  droite;  car  si  Ton  revient  aux  coordonnées  rectilignes^  en 
prenant  Taxe  polaire  pour  axe  des  Xy  et  une  perpendici^Iaire 
menée  par  le  pôle  pour  axe  des  y,  Péquation  se  met  sous  la 
forme  kx-\-By  =  C. 

AUTRE  FORME  DE  l'ÉQUATION  d'UNE  DROITE. 

83— L'équation  (3i)  développée  devient 

p  coscd  cosa  4-  p  sinco  sina  =  a, 

ou,  en  coordonnées  rectilignes  rectangulaires, 

(33)    a?  cos  a  4-  y  si  n  a  —  a  =  o. 

L'équation  de  la  droite  étant  mise  sous  cette  forme,  le  pre- 
mier membre  a  une  signiflcation  géomé- 
trique très-simple.  Considérons  un  point 
quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coor- 
données polaires  p  et  (ô,  et  pour  coordon- 
nées rectilignes  xeiy;  de  ce  point  abais- 
sons une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite 
AB  (fig.  52).  La  projection  du  rayon  vec- 
Fig.  62.  '  teur  OM  sur  la  droite  OD  est  p  cos(cd  —  a); 
mais  cette  projection  est  égale  à  OD,  augmentée  ou  diminuée  de 
la  perpendiculaire  PM,  suivant  que  le  point  M  et  Torigine  O  sont 
situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite  ou  du  même  côté;  si  donc 
on  désigne  par  p  cette  perpendiculaire,  affectée  du  signe  -f- 
dans  le  premier  cas,  du  signe  —  dans  le  second  cas,  on  aura, 
d'une  manière  générale, 

a  -f-  p  =  p  cos  (o)  —  a)  =  a:  cosa  +  y  sina, 
d'où  p  =  a?  cosa  -f-  y  sin  a  —  a. 

Ainsi,  le  premier  membre  de  l'équation  (33)  représente  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  du  plan  ayant  pour  coordonnées 
o;  et  j/  à  la  droite  définie  par  cette  équation,  distance  affectée 
d'un  signe  convenable. 
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Il  est  facile  d'en  déduire  les  coordonnées  x.  et  y^  du  pied  P 
le  la  perpendiculaire;  les  différences  x  —  x^,y  —  y^  étant  les 
[projections  de  la  droite  PH  sur  les  deux  axes^  on  a 

X  —  a?j  =p  cosa  =  (x  cosa  -f-  y  sîn  a  —  a)  cosa, 
y  —  yi=p  sina=  (xcosa-i-y  sina  —  a)  sîna. 

La  forme  (33),  sous  laquelle  on  peut  toujours  mettre  Téqua- 
lion  de  la  droite,  est  utile  dans  un  grand  nombre  de  questions. 


CHAPITRE  II 

Du  cercle 


S4 — Cherchons  d'abord  Téquation  de  la  circonférence  en 

coordonnées  rectangulaires.  Désignons 
par  a  et  6  les  coordonnées  du  centre  C 
(fig.  53)  et  par'  r  le  rayon;  la  circonfé- 
rence^ étant  le  lieu  des  points  dont  la 
X._^^         distance  au  centre  est  égale  au  rayon,  a 


o 


C>î 


X   pour  équation 

cette  équation  développée  se  met  sous  la  forme 

(2)    a;*  4-  y  *  -f-  Ao?  H-  B  y  H-  C  =  o . 

Ainsi,  l'équation  du  cercle,  en  coordonnées  rectangulaires ,  est 
une  équation  du  second  degré,  qui  ne  renferme  pas  le  rectangle 
xy  des  variables,  et  dans  laquelle  les  termes  en  x*  et  en  ;*  ont 
même  coefficient. 

85 — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme,  en 
coordonnées  rectangulaires,  représente  une  circonférence  de 
cercle,  quand  elle  représente  un  lieu.  En  effet,  on  peut  écrire 
réqualion  (2)  de  la  manière  suivante 

A'+B« 


(-^)'-(»-i)'= 


— c. 


une 
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Marquons  le  point  C,  qui  a  pour  coordonnées 'et ;  le 

premier  membre  représente  le  carré  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  M  du  plan  ayant  pour  coordonnées  ^  et  y  au  point 
C;  si  le  second  membre  est  positif^  Téquation  serayérifiée  par 
les  coordonnées  de  tous  les  points  du  plan  dont  la  distance  au 

/AM-B* 

point  C  est  égale  à  1/ — -j, C;  elle  représente  donc 

circonférence  de  cercle.  Lorsque  le  second  membre  est  nul^  la 
distance  MC  devant  être  nulle,  le  point  M  coïncidera  avec  le 
point  C,  et  Téquation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées 
de  ce  point;  le  lieu  se  réduit  donc  à  un  point  unique.  Enfin, 
lorsque  le  second  membre  est  négatif,  Téquation  ne  peut  être 
vérifiée  par  les  coordonnées  d'aucun  point  du  plan;  car  le 
carré  de  la  distance  d^un  point  M  au  point  C  est  une  quantité 
positive;  Téquation  ne  représente  donc,  dans  ce  cas,  aucun 
lieu  géométrique. 

Y  SO— Supposons,  maintenant,  les 

^  ^ — .^^^       axes  des  coordonnées  obliques    et 

/     /\        \    faisant  entre  eux  Tangle  0  (flg.  54)  ; 

J    en  exprimant  que  la  distance  d'un 
^y     point  quelconque  du  lieu  au  centre 

T  est  égale  au  rayon,  on  aura  Téqua- 

Fig.  54.  tion  de  la  circonférence 

(3)    {x  —  a)*  4-  (y  —  6)'-f-  2  (jî  —  a)  (y  —  h)  cos9  =  r*. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(4)    a;'-H  y*-f-  '^xy  cosO  -+-  Aa:  -f-  By  -+-  C  =  o. 

Ainsi  l'équation  du  cercle^  en  coordonnées  obliques^  est  une 
équation  du  second  degré,  dans  laquelle  les  termes  en  x*  et  en  y* 
ont  pour  coefficients  l'unité,  et  le  terme  en  xy  deux  fois  le  co- 
sinus de  l'angle  des  axes. 

87 — Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  repré- 
sente une  circonférence  du  cercle,  quand  elle  représente  un 
lieu.  En  efifôt,  on  peut  déterminer  les  trois  constantes  a,  h,  r*, 
de  manière  à  identifier  les  équations  (3)  et  (4).  L'équation  (3), 
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déyeloppée,  devient 

^'^-  y-*-  ^^  cosO  —  2  (a  •+-  6  cos6)  a:  —  2  (6  -f-  a  cosô)  y 
-i-(a*  4-  6*  -h  2  a6  cos6  —  r')  =  o. 

Oa  identifiera  cette  équation  à  Téquation  (4)  en  posant 

ô-h6cos6= »    6  4-acos6= » 

2  2 

a'4-  6*  ■+-  2aft  cosO—r"  =  C. 

Les  deux  premières  relations  donnent  pour  a  et  b  des  valeurs 
finies^  puisque  le  dénominateur  i  —  cos*6  ou  sin'O  est  différent 
de  zéro.  La  troisième  donne 

r« = a'  4-  6'  4-  2  o&  cos  6  —  C . 

Marquons  le  point  C^  qui  a  pour  coordonnées  a  et  b.  Le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (3)  représente  le  carré  de  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  M  du  plan,  ayant  pour  coordon- 
nées X  et  V  au  point  C.  Si  Ton  trouve  pour  r'  une  quantité 
positive,  Tequation  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous 
les  points  du  plan  distants  du  point  C  de  la  longueur  r;  elle 
représente  donc  une  circonférence  de  cercle.  Si  l'on  trouve 
pour  r*  une  quantité  nulle>  la  distance  HG  devant  être  nulle, 
réquation  ne  sera  vérifiée  que  par  les  coordonnées  du  point  C; 
elle  représente  un  seul  point.  Enfin,  si  Ton  trouve  par  r*  une 
quantité  négative,  Téquation  n'est  vérifiée  par  les  coordonnées 
d'aucun  point  du  plan. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  C  du  cercle  par  ses  coordon- 
nées a  et  b,  il  est  plus  commode  de  le  déterminer  par  les 
projections  orthogonales  de  la  droite  OC  sur  les  deux  axes. 
Appelons  a'  et  1/  ces  deux  projections  OD  et  OE  (fig.  54),  prises 
avec  le  signe  convenable^  et  exprimons  que  la  projection  de  la 
droite  OC  sur  Tun  ou  l'autre  axe  est  égale  à  celle  de  la  ligne 
brisée  OPC  ou  OQC;  nous  aurons 

a^  =  a  4-  b  cosô,    b^  =  b  4-  a  cos 9 ; 

il  en  résulte  a'= »  b'= —  — 

2  2 

Après  avoir  porté  sur  les  axes  à  partir  de  l'origine  les  Ion- 


Fig.  55. 
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gueurs  qI  et  h' y  on  mènera  par  les  points  D  et  E  des  perpendi- 
culaires aux  axes;  Tinlersection  des  deux  perpendiculaires 
déterminera  le  centre  C. 

88— L'équation  d'une  circonférence  du  cercle,  comme  nous 
r  avons  dit,  est 

(5)    (X  —  af  -f-  (y  —  by  4-  2(x  —  a)  (y  —  h)  cos6  —  r* = o. 

Le  premier  membre  a  une  signification  géométrique  qu'il  est 
bon  de  remarquer.  Considérons  un  point  M  du  plan  ayant  pour 
coordonnées  x  eiy;  Texpression 

•    (a;-— a)*-t-(y  — 6)«+-2(a?  — a)(y  — 6)cos9 

représente  le  carré  de  la  droite  MC  qui  joint  le  point  M  au 

centre  (fig.  55);  le  premier  membre  de  l'é- 
quation est  donc  égal  à  MC*  —  r%  c'est-à-dire 
au  produit  des  deux  facteurs  MC-^-r  et 
MC  —  r,  qui  sont  les  deux  segments  MA  et 
MB  du  diamètre  mené  par  le  point  M,  seg- 
ments affectes  du  même  signe  ou  de  signes  contraires,  suivant 
qu'ils  sont  portés  dans  le  même  sens,  ou  dans  des  sens  opposés. 
Ainsi,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  représente  le  pro- 
duit des  deux  segments  d'une  sécante  quelconque  menée  par 
le  point  M.  Quand  le  point  M  est  extérieur  au  cercle,  ce  produit 
est  égal  au  carré  de  la  tangente. 

PROBLÈME  I. 

^9— Trouver  V équation  de  la  tangente  à  une  courbe  quel- 
conque. 

Nous  avons  déjà  donné  la  défi- 
nition de  la  tangente  en  un  point  M 
d'une  courbe  (n*»  27).  Par  le  point 
M  et  un  point  voisin  M'  pris  sur  la 
courbe,  menons  une  sécante  MM^ 
puis  supposons  que  le  point  M^  se 
rapproche  indéfiniment  du  point 
M;  la  sécante  MM^  tournera  autour 
du  point  M  et  tendra  une  position  limite  MT;  cette  droite  MT 
est  dite  tangente  à  la  courbe  au  point  M  (fig.  56). 


Fig.  56. 
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Soient  œ  ety  les  coordonnées  du  point  du  contact  H,  x  +  A 
ei  y -h  k  celles  du  point  \oisin  M';  le  coefficient  angulaire 

de  la  sécante  HM^  est  le  rapport  -r  de  la  différence  des  ordon- 
nées des  deux  points  M  et  H^  à  la  différence  de  leurs  abscisses. 
Quand  le  point  H^  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M^  les 
deux  accroissements  heik  tendent  simultanément  vers  zéro^ 

et  leur  rapport  ^  tend  vers  une  limite^  qui  est  la  dérivée  de 

rordoDDée  considérée  comme  fonction  de  Tabscisse. 

Si  réquation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à  y  et 
mise  sous  la  forme  y  =  /*  (x);  la  tangente  aura  pour  coefficient 
angulaire  yf=^f'  [x) .  Lorsque  Téquation  de  la  courbe  f  (x,  y)=o 
n'est  pas  résolue,  on  obtient  la  dérivée  j/  de  la  fonction  impli- 
cite y  à  Taide  de  Téqualion  f'^-f-j/  /^y  =  o,  dans  laquelle  f^^ 
et  r  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f{x,  y) 
par  rapport  k  x  ei  par  rapport  à  y.  On  en  déduit 

Ainsi,  si  Ton  désigne  par  X  et  Y  les  cordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  tangente,  Téquation  de  cette  droite  est 

17)   Y-î/=-^(X->x),    ou    (X-x)^4-(Y-y)f,=o. 

PROBLÈME  II. 

OO — Trouver  Véqualion  de  la  tangente  au  cercle. 

Appliquons  la  formule  précédente  au  cercle,  et,  pour  sim- 
plifier, supposons  les  axes  rectangulaires  et  Torigine  des 
coordonnées  placées  au  centre  du  cercle;  le  cercle  a  pour 

équation 

x^'\-y^  —  r*  =  o. 

Résolue  par  rapport  à  y,  Téquation  devient  y=±\/r^^x^; 
en  prenant  la  dérivée  de  cette  fonction,  on  a 

,__       —X       __^ 
En  conservant  l'équation  non  résolue  et  appliquant  la  formule 
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se 
(6),  on  obtient  la  même  valeur  y'  = •  Ainsi  Téquation  de 

la  tangente  est 

Y  — y= (X  — j?),     ou    x\  +  y\  =  x^-hy^. 

Puisque  le  point  M  est  sur  le  cercle^  ses  coordonnées  vérifient 
réquation  du  cercle,  et  l'on  a  a?'-hj/*=r".  L'équation  de  la 
tangente  se  simplifie  et  devient 

(8)    xX-{-y\  =  rK 

Le  coefficient  angulaire  du  rayon  qui  va  du  centre  au  point 

de  contact,  étant  -»  on  voit  que  la  tangente  est  perpendicu- 

X 

laire  à  ce  rayon. 

PROBLÈME  UK 

•1— Jlfcner  une  tangente  au  cercle  par  un  point  extérieur  P- 
Supposons  toujours  le  cercle  rapporté  à  des  axes  rectangu- 
laires menés  par  le  centre,  et  représenté  par  Téquation 

(9)    x*+y^=r\ 

Désignons  par  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  donné  P  (fig.  57). 

Soit  PM  une  tangente  menée  par  ce  point; 
la  question  revient  à  déterminer  le  point 
de  contact  M,  dont  nous  appellerons  x 
et  y  les  coordonnées  inconnues.  Le  point 
M  étant  sur  le  cercle,  ses  coordonnées 
vérifient  l'équation  (9).  La  tangente  au 
point  M  a  pour  équation  xX-f-yY=r*. 
Fig.  57.  Cette  tangente  passant  par  le  point  P, 

son  équation  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce 

point,  ce  qui  donne  la  relation 

(10)    xx^'{-yy^=r\ 

En  résolvant  les  deux  équations  simultanées  (9)  et  (10),  on  ob- 
tiendra les  valeurs  des  inconnues  x  et  y. 

La  résolution  des  deux  équations  (9)  et  (10)  revient  à  la 
recherche  des  points  d'intersection  de  deux  lignes.  La  première 
éqtiation  représente  le  cercle  proposé;  la  seconde  une  ligne 
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droite.  Chercher  les  valeurs  de  â?  et  de  j^  qui  vérifient  à  la  fois 
ces  deux  équations^  c'est  chercher  les  points  d'intersection  de 
la  droite  et  du  cercle.  Cette  droite  coupe  le  cercle  en  deux 
points  H  et  M^;  c'est  la  droite  des  contacts.  On  remarque  que 
réquation  (lo)  de  la  droite  des  contacts  a  même  forme  que 
réquation  (8)  de  la  tangente;  seulement^  les  coordonnées  du 
point  de  contact  sont  remplacées  par  celles  du  point  P. 
9S~0n  sait  que^  lorsqu'on  a  deux  équations  simultanées 

A  =  o,    B=o, 

à  deux  inconnues  x  et  y,  si  Ton  remplace  Tune  d'elles  par 
l'équation  m  A  +  nB  =  o»  que  Ton  obtient  en  ajoutant  membre 
à  membre  les  deux  équations  proposées,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  des  nombres  arbitraires  m  et  n,  on  forme  un  nouveau 
système  d'équations 

A=o,    mA-f-«B  =  o, 

équivalent  au  système  proposé.  Cela  signifie  géométriquement 
que  les  points  d'intersection  des  deux  lignes  représentées  par 
les  deux  équations  proposées  sont  les  mêmes  que  les  points 
d'intersection  de  Tune  d'elles  par  la  troisième  ligne. 

Noua  avons  dit  que  les  points  de  contact  M  et  M' sont  donnés 
par  l'intersection  du  cercle  proposé  et  de  la  droite  des  contacts. 
En  retranchant  les  deux  équations  (9)  et  (10)  membre  à  membre^ 
on  obtient  la  nouvelle  équation 

»    (-?)v(,-i)-=î^-. 

qui  peut  remplacer  l'équation  (10);  cette  nouvelle  équation 
représente  un  cercle;  le  centre^  dont  les  oocrdonnées  sont  -^ 

et  ^S  est  le  milieu  de  la  droite  OP;  l'équation  ne  contenant 

pas  de  terme  constant^  le  cercle  passe  par  l'origine  ;  on  a  ainsi 
le  cercle  décrit  sur  la  droite  OP  comme  diamètre;  les  points 
où  ce  cercle  coupe  le  cercle  proposé  sont  les  points  de  contact. 
Oq  retrouve  de  cette  manière  la  construction  de  la  géométrie 
élémentaire. 
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PROBLEME  IV. 

j-— Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Au  cercle 

(9)    a?*-t-y^  =  r> 

on  veut  mener  une  tangente  parallèle  à  la  droite  y  =  mxy  que 
l'on  peut  supposer  passant  par  Torigine  (fig.  58).  Si  Ton  dé- 
signe par  a:  et  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  on 
^  sait  que  le  coefficient  angulaire  de  la 

se 
tangente  est  égal  à ;  pour  que  la 

tangente  MT  soit  parallèle  à  la  droite 
\  donnée,  il  faut  que  son  coefficient  an- 
gulaire soit  égal  à  m;  on  aura  donc  la 

relation =  m,  ou 

y 


Fig.  58. 


(il)      y= X, 


D'ailleurs  les  coordonnées  du  point  M  vérifient  Téquation  du 
cercle.  Ces  coordonnées  seront  donc  déterminées  par  les  deux 
équations  simultanées  (9)  et  (11),  et  par  conséquent,  les  points 
de  contact  H  et  H^  seront  donnés  par  Tintersection  du  cercle  et 
de  la  droite  que  représente  l'équation  (11);  cette  droite  MM'  est 
un  diamètre  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  OA. 

•4— On  peut  traiter  la  question  d^une  autre  manière,  et 
ceci  nous  fournira  l'occasion  de  présenter  Téquation  de  la  tan- 
gente au  cercle  sous  une  forme  nouvelle.  Proposons-nous  d'a- 
bord de  chercher  les  points  d'intersection  d'un  cercle  aî'+y*=r* 
et  d'une  droite  quelconque  y  =  ma:-4-ft.  En  éliminant  y,  on 
obtient  l'équation  du  second  degré  aî*H-(m^  +  A)'  =  rS  ou 

(m'-H  i)  x*-{-2mkx  -f-  ft*  —  r*  =  o. 

Quand  cette  équation  a  ses  racines  réelles,  la  droite  coupe  le 
cercle  en  deux  points,  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de 
réquation.  Si  les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  les  deux 
points  d'intersection  se  confondent,  et  la  sécante  devient  tan- 
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gente  au  cercle.  Enfin,  quand  les  racines  sont  imaginaires^  la 
droite  ne  rencontre  pas  le  cercle. 

Aiûsi^  la  condition  pour  que  la  droite  soit  tangente  au  cercle 
esl 

m«**— (m*H-i)(ft«— r*)=o,    ou    **  =  r*(m*+i). 

L'équation  de  la  droite^  dans  laquelle  on  remplace  k  par  sa 
valeur,  devient 

(i2)    y  =  moc  dz  r  yjm*  H- 1  ; 

Cette  équation,  qui  renferme  un  paramètre  arbitraire  m,  repré- 
sente toutes  les  tangentes  au  cercle. 

Si  Ton  donne  la  direction  de  la  tangente,  le  coefficient  angu- 
laire m  étant  connu,  on  a  immédiatement  les  équations  des 
deux  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée. 

PROBLÈME  V. 

9S — Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux 
points  fixes  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné. 

Soient  A  et  B  les  deux  poinls  donnés  (fig.  59);  prenons 

pour  axes  des  x  la  droite  AB  et 

pour  axe  des  y  la  perpendiculaire 

élevée  sur  le  milieu  de  AB.  Si  l'on 

m 
appelle  2  a  la  distance  AB,  —  le 

rapport  donné,  et  si  Ton  désigne 
par  X  ei  y  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  du  lieu,  l'équa- 
*'ig-  59.  tion  de  ce  lieu  sera 


ou 


V* 


y' 


(x  +  g)* m^ 

(oc  —  a)'""  n*' 


(i3)    x^  +  y^—2ax 


m' 


n 


m* — n 


--f.a'=o. 


C'est  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l'axe  des  x;  les 
deux  extrémités  du  diamètre  DE  sont  les  points  qui  divisent  la 
droite  AB  dans  le  rapport  de  m  à  n. 

BR.  0 
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PROBLÈME  Yl. 

99^ Trouver  les  points  d'intersection  de  deux  cercles. 

Soient 

(i4)    rc»+j/«-4-Aâ[;4-By-f-C=o, 
(i5)    rc«H-y«-+-Aa:4-B'y-hC'  =  o 

les  équations  des  deux  cercles  en  coordonnées  rectangulaires. 
Les  points  d'intersection  seront  donnés  par  ces  deux  équations 
simultanées.  On  peut  remplacer  le  second  cercle  par  la  droite 

{16)    (A  — AOa?H-(B  — BOy-}-(C  — C0  =  o, 

que  Ton  obtient  en  retranchant  ces  équations  membre  à 
membre^  et  la  question  est  ramenée  à  la  recherche  des  points 
d'intersection  du  premier  cercle  par  cette  droite.  Si  la  droite 
coupe  le  cercle^  les  deux  cercles  auront  deux  points  d'inter- 
section^ et  réquation  (16)  représentera  la  sécante  commune. 
Si  la  droite  devient  tangente  au  cercle,  les  deux  points  d^inter- 
section  se  confondent^  et  les  deux  cercles  sont  tangents; 
Inéquation  (16)  représente  dans  ce  cas  la  tangente  commune. 
ËnQn^  lorsque  la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle,  les  deux 
cercles  n'ont  pas  de  point  commun. 

Cependant  l'équation  (16]  a^  dans  tous  les  cas,  une  significa- 
tion géométrique  remarquable.  Les  premiers  membres  des 
équations  (i4)  et  (i5)  représentent  (n""  88]  les  produits  des  seg- 
ments des  sécantes  menées  par  un  point  quelconque  M  du  plan 
ayant  pour  coordonnées  x  eiy  k  travers  Tun  et  l'autre  cercle; 
or,  on  obtient  l'équation  (16}  en  égalant  ces  deux  expressions^ 
ce  qui  fait  disparaître  les  termes  du  second  degré;  l'équation 
(16)  représente  donc  le  lieu  des  points  tels  que  les  produits  des 
segments  des  sécantes  menées  de  chacun  d'eux  à  l'un  et  l'autre 
cercle  soient  égaux;  ce  lieu  est  une  droite  que  l'on  appelle  axe 
radical  de  deux  cercles.  La  partie  de  cette  droite  extérieure 
aux  cercles  est  le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées 

« 

aux  deux  cercles  sont  égales  entre  elles.  Il  est  clair  que  les  axes 
radicaux  de  trois  cercles  combinés  deux  à  deux  passent  par 
un  même  point;  on  appelle  ce  point  centre  radical  des  trois 
courbes. 
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ÉQUATION  DU  CERCXE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

•f  —  Soit  0  le  pôle  et  OX  Taxe  polaire  (fig.  60);  appelons  a 

et  0c  les  coordonnées  du  centre  C^  r  le 
rayon^  p  et  a>  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  H  de  la  circonfé- 
rence. Dans  le  triangle  OCM^  on  a 

X  (17)  p*— 2apcos(<d — a)H-a' — r*=o. 

Fig.  60.  Lorsque  le  pôle  0  est  situé  sur  la 

circonférence^  on  a  a  =  r^  et  Téquation  se  réduit  à 

(18)    p  =  2rcos((o — a). 

Pour  montrer  une  application  de  cette  équation,  considérons 
deux  cercles  qui  se  coupent;  par  Tun  des  points  dMntersection 
0^  menons  une  sécante  quelconque;  cette  sécante  rencontré 
les  cercles  en  deux  autres  points  H  etM^;  cherchons  le  lieu  du 
point  milieu  de  la  droite  MH^  Si  Ton  prend  le  point  0  pour 
pôle^  les  deux  cercles  sont  représentés  par  les  équations 

p  =  2r  cos  (w  —  a),    p  =  2r'cos  (to  —  tx!), 

et  Ton  obtient  immédiatement  Téquation  du  lieu 

p  =  rcos(cû— a)-+-f'cos((o  —  oJ); 

cette  équation  pouyant  être  mise  sous  la  forme 

le  lieu  est  un  cercle  passant  par  le  point  d^ntersection  0  des 
deux  cercles  donnés. 


CHAPITRE  III 


9S — On  définit  les  lieux  géométriques  de  plusieurs  m^- 
nières  :  tantôt  on  donne  une  propriété  commune  à  chacun 
des  points  du  lieu  ;  et  c'est  en  traduisant  cette  propriétéi  à  Taide 
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des  signes  algébriques,  /)ue  Ton  obtient  Féquation  du  lieu. 
C'est  ainsi  que  nous  avons  défini  la  circonférence  du  cercle,  le 
lieu  des  points  distants  d'un  point  donné  d'une  quantité  donnée; 
en  exprimant  cette  propriété  commune  à  tous  les  points  du 
lieu,  nous  avons  obtenu  Véquàtion  de  la  circonférence  (n**  84). 
TVous  avons  trouvé  de  la  même  manière  le  lieu  des  points  dont 
les  distances  à  deux  points  donnés  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  (n'  gS);  l'expression  de  cette  propriété  donne 
réquatipn  du  lieu.  Nous  avons  aussi  obtenu  par  le  même  pro- 
cédé l'équation  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  (n°  80),  et  celles  des 
bissectrices  des  angles  formés  par  deux  droites  données  (n''  81  ). 
Mais  on  définit  ordinairement  une  ligne  PQ  (fig.  61)  par  le 
mouvement  d'un  point  dans  le  plan.  Chacune  des  positions  du 
poin  t  mobile  H  est  donnée  par  la  construction  d'une  figure  dont 
les  diverses  parties  ne  dépendent  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a.  D'après  cela,  les  deux  coordonnées  a;  et  j^  du  point  H 
sont  des  fondions  de  ce  paramètre  variable  a;  soient 

ces  deux  fonctions;  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  décrit  par 
le  point  M,  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  ces  deux  équa- 
tions. 

En  général,  la  construction  géométrique  détermine  chacun 
des  points  du  lieu  par  la  rencontre  de  deux  lignes  mobiles  qui 
dépendent  par  conséquent  du  paramètre  a;  soient 

(i)    F  (x,y,  a)==:ô 
(2)    ¥^{x,yja)  =  o 

les  équations  de  ces  deux  lignes.  Si  l'on  attribue  à  ce  paramètre 

une  valeur  particulière,  on  obtien  t  dçux 
lignes  A  et  B  qui  se  coupent  en  un 
point  M,  dont  les  coordonnées  x  et  y 
vérifient  les  deux  équations  simultanées 
j(i)  et  (2).  Si  l'on  attribue  au  paramètre 
une  autre  valeur  a\  les  deux  lignes 
occuperont  les  positions  A'  et  B'  et  le 
Fig.  61.  point  d'intersection  viendra  en  M^  une 
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troisième  valeur  a!*  attribuée  au  pwamètre  donnera  les  deux 
lignes  A^'  et  B"  et  le  point  d'intersection  M''^  et  ainsi  de  suite. 
Concevons  que  Ton  fasse  varier  le  paramètre  a  d'une  manière 
continue^  les  deux  lignes  A  et  B  se  déplaceront  dans  le  plau 
d'une  manière  continue  et  le  point  d'intersection  M  décrira  la 
ligne  PQ. 

On  obtiendra  l'équation  de  la  ligne  PQ^  lieu  du  point  H^  en 
éliminant  le  paramètre  a  entre  les  deux  équations  (i)  et  (2). 
En  effets  éliminer  a  entre  les  deux  équations  (i)  et  (2]^  c'est 
trouver  un  système  de  deux  équations 

(3)f  F,(a?,y,  a)==o, 
(4)    f{x,y)  =  Oy 

équivalent  au  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)^  et  tel  que 
Time  d'elles  ne  renferme  plus  la  lettre  a.  On  dit  que  deux  sys- 
tèmes d'équations  sont  équivalents,  lorsqu'ils  sont  vérifiés  par 
les  mêmes  valeurs  attribuées  aux  variables.  Quand  ou  attribue 
à  a  une  valeur  particulière,  les  coordonnées  a;  et  j/  du  point  M, 
jointes  à  cette  valeur  de  a,  forment  un  système  de  valeurs  des 
trois  quantités  x,  y,  a  vérifiant  à  la  fois  les  deux  équations  (i) 
et  (2);  puisque  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  est  équiva- 
lente au  précédent,  ces  valeurs  vérifient  aussi  les  équations  (3) 
et  (4);  l'équation  (4),  ne  renfermant  pas  a,  est  donc  vérifiée 
par  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  des  points  du  lieu. 
Ainsi,  l'équation  (4)  représente  la  ligne  que  décrit  le  point  M, 
quand  on  fait  varier  le  paramètre  a. 

Réciproquement^  tout  point  M,  dont  les  coordonnées  x  ei  y 
vérifient  l'équation  (4),  appartient  au  lieu.  Car,  si  l'on  déter- 
mine la  valeur  de  a  qui  vérifie  l'équation  (3),  dans  laquelle  on 
attribue  kxeiy  les  valeurs  précédentes,  on  obtient  un  système 
de  valeurs  des  trois  quantités  x,  y,  a  vérifiant  le  système  des 
équations  (3)  et  (4).  Les  équations  (i)  et  (2),  formant  un  sys- 
tème équivalent  à  celui-là,  seront  vérifiées  par  les  mêmes  va- 
leurs; on  obtiendra  ainsi  deux  lignes  A  et  B  passant  par  le 
point  M. 

11  peut  arriver  cependant  qu'à  un  système  de  valeurs  réelles 
de  X  et  de  2/  vérifiant  l'équation  (4)  corresponde  une  valeur 
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de  a,  poiit  laquelle  les  équations  (i)  et  (2)  ne  représentent  pas 
de  lignes;  c'est  ce  qui  aurait  lieu^  par  exemple^  si  la  valeur  de 
a  était  imaginaire.  Mais^  dans  tous  les  cas^  les  valeurs  de  x,  y 
a  satisferont  aux  deux  équations  (1)  et  (2). 

•9— Quoique  la  construction  de  chacune  des  positions  de 
la  figure  qui  donne  les  divers  points  du  lieu  ne  dépende  que 
de  la  valeur  attribuée  à  un  paramètre  arbitraire^  il  est  souvent 
plus  commode  d'introduire  dans  le  calcul  plusieurs  paramètres 
variables  a^b^c,...;  mais  alors  ces  paramètres  sont  liés  entre 
eux  de  telle  sorte  que  la  valeur  d'un  seul  soit  arbitraire  et  que 
la  variation  de  ce  paramètre  détermine^  par  conséquent^  celle 
de  tous  les  autres.  Si  ces  paramètres  sont  au  nombre  de  n,  ils 
seront  liés  par  n  —  i  équations  de  condition. 

Supposons  d'abord  que  Ton  n'emploie  que  deux  paramètres 
variables  a  et  b  liés  par  l'équation  de  condition 

(5)    9  (a,  6)  =  G, 
et  soient 

(6)  F  (a?,  y,  a,  b)  =  o, 

(7)  Fi(^>  y>  ^>  b)=o, 

les  équations  des  deux  lignes  mobiles  A  et  B  dont  Tintersection 
donne  cbaquç  point  du  lieu.  Si  l'on  fait  varier  le  paramètre  a 
d'une  manière  continue^  le  paramètre  b,  qui  dépend  de  a  d'a- 
près la  relation  [S),  variera  aussi  d'une  manière  continue;  les 
deux  lignes  A  et  B^  dont  les  équations  contiennent  ces  deux 
paramètres^  varieront  aussi  d'une  manière  continue,  et  leur 
poipt  d'intersection  M  décrira  la  ligne  PQ. 

On  obtiendra  l'équation  de  celte  ligne  en  éliminant  les  deux 
paraRiètres  a  et  6  entre  les  trois  équations  (5),  (6),  (7).  En  effet, 
éliminer  a  et  b  entre  ces  trois  équations,  c'est  trouver  un  sys- 
tème d§  tiroir  équations 

(8)  F,  (a?,  y,  a,  6)  =  o, 

(9)  ^A^f  y  y  «.  *)  =  o. 
(10)    f{x,y)  —  Oy 

équivalent  au  système  proposé  et  tel  que  l'une  d'elles  ne  con- 
tienne plus  a  et  6.  Quand  on  attribue  à  a  et  6  des  valeurs  véri- 
fiant l'équation  (5),  les  coordonnées  ^r  et  y  du  point  M,  jointes 
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à  ces  val^irs  de  a  et  de  6,  forment  un  système  de  râleurs  des 
quatre  quantités  x,  y,  a,  b,  vériflant  à  la  fois  les  trois  équa- 
tions (5)^  (6),  (7).  Les  trois  équations  (8),  (9)^  (10);  formant  un 
système  équivalent  au  système  précédent^  seront  aussi  vérifiéesl 
par  les  mêmes  valeurs;  l'équation  (10)^  étant  indépendante  de  a 
et  de  6^  sera  donc  vérifiée  par  les  coordonnées  a:  et  y  de  chacun 
des  points  du  lieu.  Réciproquement^  tout  point  H  dont  les  coor^ 
données  j?  et  j^  vérifient  Téquaiion  (10)^  appartient  au  lieu;  car^ 
si  Ton  détermine  les  valeurs  de  a  et  de  6  qui  vérifient  les  deux 
équations  (8)  et  (9),  dans  lesquelles  on  attribue  à  «  et  à  y  les 
valeurs  précédentes ,  on  obtient  un  système  de  valeurs  des 
quatre  quantités  x,  y,  a,  b  vériflant  le  système  des  trois  équa- 
tions (8)^  (9)^  (10).  Les  trois  équations  (5),  (6),  (7)^  formant  un 
système  équivalent  à  celui-là^  seront  aussi  vérifiées^  et  Ton 
aura  deux  lignes  A  et  B  passant  par  le  point  H. 

100 — Supposons^  en  général^  que  Ton  emploie  n  paramë^- 
très  variables  a,  b,  c,...,h,  liés  entre  eux  par  n  —  t  équa^ 
tioDs  de  condition 


(II) 


et  soient 


9i(a,  6,  c,...,  A)=:o, 
ç,(o,  b,  c,..-,  ft)=o, 


9«-.(a,  6,  c,...,  A)=o» 


(12)    F  (X,  y,  a,  b,  e,.. .,  ft)  =0, 
(i3)    Fj(x,  y,  a,  b,  c,,..,  A)==o, 

les  équations  des  deux  lignes  mobiles  A  et  B^  dont  Tinta^section 
donne  chaque  point  du  lieu.  Quand  on  fait  varier  le  paramètre 
a,  les  autres  paramètres  varient  simultanément,  et  le  point  M 
décrit  le  lieu.  On  obtient  Téquation  de  ce  lieu  eh  éliminant  les 
n  paramètres  entre  les  n-4- 1  équations  (n),  (12),  (i3). 

Ittft — Nous  avons  dit  que  la  construction  dQ  U  figure  ne 
dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbitraire  a.  Si  la  figure  dé- 
pendait de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  6^  les  deux  coor- 
données jr  et  y  du  point  M  seraient  des  fonctions  de  ces  deux 
paramètres 
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Oa  pourrait  attribuer  à  ces  paramètres  des  valeurs  telles  que  le 
point  M  coïncidât  avec  un  point  quelconque  du  plan  ayant  pour 
coordonnées  œ^  et  y^;  il  suffirait,  pour  cela,  de  déterminer  a  et 
b  à  l'aide  des  deux  équations 

x,=f{a,b),    y^=f,(a,h). 

Le  point  M  décrirait  ainsi  tout  le  plan  et  non  une  ligne  déler* 
minée  dans  le  plan. 

On  comprend  bien  par  là  comment  il  est  nécessaire,  lors- 
qu'on emploie  n  paramètres  variables,  que  ces  n  paramè- 
tres soient  liés  par  n  —  i  équations  de  condition  distinctes; 
car  si  on  pouvait  réduire  ces  équations  de  condition  à  un 
nombre  moindre,  deux  paramètres  au  moins  seraient  arbi- 
traires. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  variables  A  et  B  se  cou- 
pent en  plusieurs  points;  le  calcul  précédent  donne  le  lieu 
décrit  par  l'ensemble  de  ces  points. 

PROBLÈME  I. 

103— f^anl  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe  P  dans 

le  plan  (fig.  62),  par  le  point  P  on  mène  une  sécante  fixe  PB  A 

et  une  sécante  mobile  PDG,  on  mène  les  droites  AD,  BC;  trouver 

le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  M. 

Prenons  les  droites  OX  et  OY  pour  axes  des  coordonnées,  et 

désignons  par  x^  et  y^tles  coordon- 
nées du  point  P.  La  sécante  fixe 
PBA  aura  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  le  paramètre  a  a  une 
c  T  valeur  constante.  De  même  la  sé- 
(Fig.  63.)  cante  mobile  PDG  sera  représentée 

par  l'équation 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  variable.  Si,  dans  cha- 
cune de  ces  équations,  on  fait  successivement  y  =  o,  a;  =  o, 
on  obtient  lés  coordonnées  des  points  où  ceB  droites  rencon- 
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rent  les  axes  des  coordonnées, 

A,  y=o,    a»=aa;t— ^S 

B,  Xi!=o,   y  —  Vi—aXi, 

C,  y  =  o,    x=<r,-l, 

Ea  appliquant  la  formule  du  n*'  67,  on  a  les  équations  des 
iroites  ÂD^  CB, 

(I)    -^  +  _iL_  =  ,, 

*  a 

(2 i =  1. 

*  m 

Les  valeurs  de  x  et  y,  qui  vérifient  les  deux  équations  si- 
multanées (i)  et  (2)^  sont  les  coordonnées  du  point  d'intersec^ 
lion  H  des  deux  droites  AD  et  BC  ;  ces  coordonnées  varient 
avec  le  paramètre  arbitraire  m.  Si  l'on  retranche  les  deux 
équations  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation 

*  Wi  — »wPi  ^  Vi  —  aocj  "^  ^  XVi  —  fnx~  y,—aorJ  "~  ^' 
ou  plus  simplement 

qui^  jointe  à  Téquation  (1)^  forme  un  système  équivalent  au 
système  des  deux  équations  (i)  et  (2).  Tant  que  le  paramètre  m 
a  une  valeur  différente  de  a,  le  premier  facteur  étant  différent 
kiéro,  les  coordonnées  a;  et  y  du  point  H  doivent  annuler  le 
second  facteur.  Ainsi^  les  coordonnées  de  chacun  des  points  du 
lieu  vérifient  Téquation 

•yiX  +  a?iy  =  o, 
(4)   ^--«^- 

^^'    X         x^ 
Ce  lieu  est  une  droite  OL  passant  par  Torigine.  "  *  * 
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Quand  m=a,  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  se  ré- 
duit à  réquation  (1);  les  deux  droites  AD  et  BC  coïncident  et  leur 
point  d'intersection  est  un  point  quelconque  de  la  sécante  fixe  P A . 

Si  Ton  avait  fait  Télimination  d'une  autre  manière;  si  Von 
ayait^  par  exemple,  tiré  la  valeur  de  m  de  l'équation  (i)  pour 
la  porter  dans  Téquation  (2),  on  durait  obtenu  une  équation 
du  second  degré,  dont  le  premier  membre  serait  décomposable 
en  deux  facteurs  du  premier  degré  et  qui,  par  conséquent, 
représenterait  deux  droites,  le  lieu  OL  et  la  droite  PA.  Cette 
équation  serait 

On  voit  que  l'équation  (4)  ne  contient  pas  le  paramètre  con- 
stant a;  il  en  résuite  que  le  lieu  est  indépendant  de  la  position 
particulière  attribuée  à  la  sécante  fixe  PA.  On  en  conclut  le 
théorème  suivant  :  Étant  donnés  un  angle  XOY  et  un  point  fixe 
P  dans  son  plan,  si  par  le  point  P  on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques PA,  PC,  le  point  de  rencontre  U  des  deux  droitôs  AD 
et  BC  est  toujours  situé  sur  une  même  droite  OL^ 

Nous  remarquerons  encore  que  l'équ^ion  (4)  ne  dépend  que 

du  rapport  ^>  c'est-à-dire  du  coefficient  angulaire  de  la  droite 

0P«  Ainsi  le  lieu  OL  restera  le  même,  si  l^on  déplace  le  point  P 
sur  la  droite  OP  passant  à  l'origine. 

fl03 — On  peut  traiter  cette  question  d*unô  manière  plus 
rapide.  Supposons  que  l'on  ait  tracé  dans  le  plan  deux  axes 
quelconques.  Représentons,  pour  abréger,  par  a  =  o,  p  =  o 
les  équations  des  droites  données  OA  et  OB,  et  par  y=ro  celle 
de  la  sécante  fixe  PA.  On  déterminera  le  point  donné  P,  non 
plus  par  ses  coordonnées,  mais  par  l'intersection  des  deux 
droites  données  PA  et  OP  ;  cette  dernière,  passant  par  le  point 
d'Intersection  0  des  droites  OA  et  OB,  a  une  équation  de  la 
forme  p  +  aa  =  o.  La  sécante  mobile  PC,  menée  par  le  point 
d'intersection  P  des  deux  drQÎtes  p-f-ô5c  =  o,  y=o,  est  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 

(i)    P-l-ïiotH-tnYs=o, 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  C^  où 
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cette  sécante  coupe  la  droite  OA^  est  donné  par  les  deux  équa- 
tions simultanées  a  =  o,  p-|-aa4-my  =  o,  ou  plus  simple- 
ment a=:o,  PH-tnY  =  o;  celle  dernière  équation  représente 
une  droite  passant  par  le  point  C^  et  aussi  par  le  point  d^inter- 
sedion  B  des  droites  P  =  o,  y  =  o;  c'est  donc  Téquation  de  la 
droite  BC.  De  même,  le  point  D,  où  la  sécante  mobile  coupe  la 
droite  OB,  est  donné  par  les  deut  équations  simultanées  ^=0^ 
^-f  a(x-4-my  =  o,  ou  plus  simplement  P  =  o,  aa4-my  =  o; 
la  droite  représentée  par  cette  dernière  équation,  passant  aussi 
par  le  point  d'intersection  A  des  droites  a  —  o,  y  =  o,  n'est 
autre  chose  que  la  droite  AD.  Les  deux  droites  mobiles  BC  et 
AD,  dont  Tintersection  détermine  un  point  M  du  lieu,  ont  donc 

pour  équations 

(2)  p  +  my  =  o, 

(3)  aa  +  my  =  o. 

On  obtiendra  Téquation  du  lieu  en  éliminant  le  paramètre  m 
entre  ces  deux  équations;  si  on  les  retranche  membre  à  mem- 
bre, on  obtient  Téquation 

(4)    p  — aa  =  o. 

On  en  conclut  que  le  lieu  est  une  droite  passant  par  le  point  0. 
Cette  droite  est  indépendante  de  y,  c'est-à-dire  de  la  sécantq 
fixe  PA,  et  elle  est  la  même  quelle  que  soit  la  position  du  point 
P  sur  la  droite  OP. 
Nous  ayons  supposé  que  le  paramètre  m  a  une  valeur  finie, 

si  Ton  remplace  m  par  -•  et,  qu'après  avoir  multiplié  par  q,  on 

fasse  (j[  =  o,  les  équations  (i),  (2),  (3)  se  réduisent  à  y=o;  la 
Géante  mobile  coïncide  avec  .la  sécante  fixe  PA,  ainsi  que  les 
deux  droites  BC  et  AD. 

PROBLÈME    II. 

Mê^Les  côtés  d'un  triangle  variable  ABC  tournent  autour 
de  trois  pointe  fixes  P,  F,  P",  situés  en  ligne  droite,  tandis  que 
dmx  des  sommets  ketB  glissent  sur  deux  droites  fixes  ID  et  lE  * 
iTouver  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  C  (flg.  63). 

Traçons  dans  le  plan  deux  axes  quelconques,  et,  pour  abré- 
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ger,  représenlons,  comme  précédemment,  par  ar=o,  p==o 

les  équations  des  droites  données 
ID,  lE,  et  par  y  =  o  celle  de  la 
droite  PP'P";  chacun  des  points 
fixes  P,  P',  P''  peut  être  défini  par 
Tintersection  de  cette  droite  et 
d'une  droite  passant  par  le  point 
I;  le  point  I  étant  le  point  d'in- 
tersection des  droites  a=o,  P=o, 
(Fig/es.)  l^s  droites  IP,  IF,  IP'^  ont  des 

équations  de  la  forme 

dans  lesquelles  a,  a',  a"  désignent  des  coefficients  constants. 
Pour  construire  une  position  particulière  de  la  figure  variable, 
on  mènera  par  le  point  P  une  droite  arbitraire  PA,  puis  on 
tracera  les  droites  AP'  et  BP"  dont  Tintersection  donnera  un 
point  C  du  lieu.  Le  point  P  étant  l'intersection  des  deux  droites 
y  =  o,  p  +  aa  =  o,  la  droite  PA,  menée  par  ce  point,  aura 
une  équation  de  la  forme 

(i)    P-f-aa-|-iny  =  o, 

dans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Le  point  A, 
où  la  droite  PA  coupe  la  droite  lA,  est  donné  par  les  deux 
équations  simultanées  a  =  o,  p-j-  aa  -f-  my  =  o,  ou  plus  sim- 
plement a  =  o,  j3-f-my  =  o.  La  droite  AP',  passant  par  ce 
point,  a  une  équation  de  la  forme  P-r-my-|-m'a  =  o;  il  faut 
déterminer  le  coefficient  m'  de  manière  que  la  droite  passe 
aussi  par  le  point  P',  défini  par  les  deux  équations  y  =  o, 
P  -4-  a'a  =  o;  si  dans  l'équation  de  cette  droite  on  fait  y  =  o  et 
|â= — a' en,  on  a  {ml  —  à')a  =  o;  et,  comme  a  n'est  pas  nulle, 
puisque  le  point  P'  n'est  pas  sur  la  droite  a  =  o,  on  a 
ml  —  a'  =  o\  on  prendra  donc  m'=^a'.  Ainsi,  la  droite  AP' 

• 

est  représentée  par  l'équation 

(2)    P-l-a^a-hmy  =  o. 

De  même,  le  point  B,  où  la  droite  PB  coupe  la  droite  IB,  est 
donné  par  les  deux  équations  P  =  o,  p4-aaH-my  =  o,  ou 
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plus  simplement  p  =  o,  aa-}-mY  =  o;  ladroite  BP",  passant 
par  ce  points  a  une  équation  de  la  forme  aa-hmY-f-m''P  =  o; 
on  déterminera  le  coefficient  m'^de  manière  que  cette  droite 
passe  par  le  point  P",  intersection  des  droites  y = o,  p-f-a''a=o; 
si^  dans  cette  équation^  on  fait  Y=ro  et  ^=— a'^a^  on  a 

(a  —  m''a'^  a  =  o;  on  prendra  donc  m''=  -7,;  ainsi,  la  droite 
W  est  représentée  par  Téquation 

(3)    ^,(P4-a"«)H-mY=o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  sont  les  équations  des  deux  droites  mo- 
biles AP'  et  BV,  dont  Tintersection  donne  un  point  quelcon- 
que C  du  lieu  ;  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  le 
paramètre  arbitraire  m  entre  ces  deux  équations;  si  on  les 
retranche  membre  à  membre,  on  a  Péquation 

(4)    {a^—a)a'oL  +  (a"—a)^  =  o. 

Oo  en  conclut  que  le  lieu  cherché  est  une  droite  passant  par  le 
point  I. 

flO& — Corollaire  I.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  solu- 
tion de  ce  problème  :  Inscrire  dam  un  triangle  IDE  un  second 
triangle  dont  les  colis  passent  respectivement  par  trois  points 
donnés  P,  P',  F  en  ligne  droite.  Si  l'on  conçoit  un  triangle 
variable  dont  les  côtés  soient  assujettis  à  passer  par  les  points 
P^  P',  P'^^  tandis  que  deux  des  sommets  A  et  B  glissent  sur  les 
àroites  ID^  lE^  le  lieu  du  troisième  sommet  G  est  une  droite  IG. 
Le  point  de  rencontre  G^  des  droites  IG  et  DE  est  donc  Tun  des 
sommets  du  triangle  cherché;  lés  droites  CJ^,  G^P"  donnent 
les  deux  autres  sommets  A^  et  B^.  Il  est  à  remarquer  que  cette 
solution  n'exige  aucun  autre  instrument  que  la  règle. 

Corollaire  IL  On  peut  aisément  généraliser  le  problème 
précédent.  Considérons  un  quadrilatère  dont  les  quatre  côtés 
pivotent  autour  de  quatre  points  fixes  P,  F,  F',  P'^'  situés  en 
ligne  droite,  tandis  que  trois  sommets  A^  B^  G  glissent  sur 
trois  droites  fixes  R,  S,  T;  et  proposons  de  chercher  le  lieu 
décrit  par  le  quatrième  sommet  D  (fig.  64). 

Les  trois  côtés  du  triangle  BCE  pivotent  autour  des  trois 


Fig.  64. 
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paints  fixes  P,  P',  F'',  tandis  que  deux  sommets  B et  C  glissen^ 

sur  les  droites  fixes  S 
et  T;  le  sommet  E  déi 
crit  donc  une  droite  EF^ 
D*après  cela^  les  troi$ 
côtés  du  triangle  Âp 
pivotent  autour  des  trois 
points  fixes  P,  F,  F, 
tandis  que  deux  som- 
mets A  et  E  glissent  sut 
les  deux  droites  R  et  EF; 
le  sommet  D  décrit  donc 
une  ligne  droite. 
Du  quadrilatère  on  passera  de  la  même  manière  au  penta- 
gone. Ainsi,  quand  les  n  côtés  d'un  polygone  pivotent  autour 
des  n  points  fixes  situés  en  ligne  droite,  tandis  que  n  —  i  som- 
mets glissent  surn  —  i  droites  fixes,  le  !*"••  sommet  décrit  une 
ligne  droite. 

On  en  déduit  le  moyen  d'inscrire  dans  un  polygone  de  n 
côtés  un  autre  polygone  de  n  côtés  passant  respectivement 
par  n  points  fixes  en  ligne  droite. 

PROBLÈME  UI. 

HOÛ— Etant  donné  un  triangle  ARA',  par  un  point  fixe  0 
pris  sur  un  côté  AA'  on  mène  une  sécante  mobile  OCC,  on  fait 
passer  un  premier  cercle  par  les  trois  points  0,  A,  C  et  un 
second  cercle  par  les  trois  points  0,  M,  G;  trouver  le  lieu  du 
point  d'intersection  M  de  ces  deux  cercles  (fig.  65). 

Prenons  la  droite  OA^  pour  axe 
des  X  et  une  perpendiculaire  OY 
menée  par  le  point  0  pour  axe  des 
y.  Si  Ton  appelle  a  et  a^  les  abscisses 
des  points  A  et  A^,  les  deux  droites 
fixes  AB,  A'B  seront  représentées 
par  les  équations 

(i)    y  =  c{x  —  a), 

Fis.  65.  (2)    y  =  c^(x  —  a'), 
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A  la  sécante  mobile  OC  par  Téquation 

(3)    y  =  mx, 

lans  laquelle  m  désigne  un  paramètre  variable.  On  obtient  les 
coordonnées  du  point  C  en  résolyant  les  deux  équations  simul- 
tanées (i)  et  (3),  ce  qui  donne 

ca                mca 
0?= »    y  = . 

c  —  iw  c  —  iw 

Tout  cercle  passant  par  les  deux  points  0  et  A  a  une  équation 
de  la  forme 

a?*  H-  y*  -—  (M?  —  6y  =  G , 

dans  laquelle  le  paramètre  b  est  arbitraire.  On  détermine  ce 
paramètre  en  exprimant  que  le  cercle  passe  par  le  point  C^  ce 

qui  donne 

^^a(cm  4-0, 
c  —  m    * 

le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0^  Â^  C  a  donc  pour 

équation 

//x       •  .     «  a(cm-f-i) 

(4)    x^-hy^—ax ^_^  'y=o. 

Si,  dans  cette  équation^  on  remplace  a  et  c  par  a^  et  &,  ou 
obtiendra  évidemment  Téquation  du  cercle  qui  passe  par  les 
trois  points  0,  A',  C, 

(5)    x^-^y^—a^x ]j^^     V  =  ^• 

t^our  avoir  Téquation  du  lieu  du  point  d'intersection  M  des 
deux  cercles^  il  faut  éliminer  le  paramètre  variable  m  entre 
les  deux  équations  (4)  et  (5).  En  égalant  les  valeurs  de  m  tirées 
des  équations  (4)  et  (5)^  on  obtient  Téquation 

c  {x^-hy^ —ax)  —  fiy  __d  (x*+ y* —  o!x)  —  dy 
(pi^-\-y^  —  ax)  -h  cay  ""  (a?«-f-  y«  —  a'x)'\-cla'y^ 

qui,  mise  sous  forme  entière,  s'écrit 

(c  —  d)  [(a?'  H-  y'  —  00?)  (a?*  H-  y'  —  dx)  -h  ad  y*) 
•+-  (i  -f-  cd)  y  [d  {a;' -H  y'  —  ax)  —  a  [x'^-^-y^ — dx)]  =  o 
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(€  —  &)[  (x*  H-  y*)*  —  (a  -h  a')  x  (x^  -t-  y*)  -h  aa'  [x^  -h  y*)  ] 
-h  (i  -h  cd)  (a'  ^a)y  (ic*-h  y')  =  o; 

en  mettant  a?*  h-  y'  en  facteur  commun,  et  divisant  par  c  —  d, 
on  a  réquation 


(6)  (a:*+y«)  [a:»+y«-(a-haOa;-  (i-HcaO(a-aOy^^^, 


c  —  (/ 

Cette  équation  se  décompose  en  deux;  Tune, 

ic«-l-y«  =  o, 

donne  le  point  0  où  se  coupent  toujours  les  deux  cercles 
mobiles;  l'autre 


(7)   (aj'-hy*)  — (a-haOaî 


(i  +  ccQ  (g—  gp 
c  —  d 


y^aa  =o 


est  réquation  du  lieu  du  point  H.  Ce  lieu  est  un  cercle. 

Ou  reconnaît  à  priori  que  les  trois  points  B,  A,  A'  appartien- 
nent au  lieu.  Car,  si  la  sécante  mobile  passe  par  le  point  B,  les 
deux  cercles  se  coupent  en  B;  ce  point  fait  partie  du  lieu. 
Supposons  que  la  sécante  devienne  parallèle  à  la  droite  A^B,  le 
point  C^  s'éloignant  à  Pinfini,  le  second  cercle  coïncide  avec  la 
droite  OA',  qui  coupe  en  A  le  premier  cercle;  on  obtient  de 
même  le  point  A^  quand  la  sécante  devient  parallèle  à  AB.  II 
est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  sur  Téquation  (7)  que  le  lieu 
passe  par  trois  points  B,  A,  A^  Ainsi  le  lieu  demandé  est  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABA^ 

PROBLÈME  IV. 

1L07 — Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  fixe  P  à  l'inté- 
rieur du  cercle,  autour  du  point  P  on 
fait  tourner  un  angle  droit  APB;  on 
joint  par  une  droite  les  deux  points  A 
et  B,  où  les  côtés  de  l'angle  droit  ren- 
contrent le  cercle,  et  on  abaisse  du 
point  P  une  perpendiculaire  PM  sur 
la  droite  AB;  trouver  le  lieu  du  pied  M 
de  la  perpendiculaire  (fig.  66). 
Fig. 66.  Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre 
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OP^  pour  axe  des  y  un  diamètre  perpendiculaire;  le  cercle 

donné  est  représenté  par  Téquation 

(i)    x^'{-y^=r\ 
Soit  (2)    y  =  a.T-h6 

réquation  de  la  sécante  AB.  Si  Ton  élimine  y  entre  les  deux 
équations  (i)  et  (2),  on  obtient  une  équation  du  second  degré 

(3)    (n-a*)x*-+-2a6a?H-6*— r*=o, 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  oc^  et  x"  des  points  A  et  U; 
les  ordonnées  y^  et  y"  auront  pour  valeurs  ax'-hb,  aa;"-|-6. 
Si  Ton  appelle  c  la  longueur  constante  OP,  les  deux  droites 
PA,  PB  ont  pour  coefficients  angulaires 

yf  y"         ^      ax'-hb     ax''-\-b 

•zr — '    -ïT — ♦     ou    »       „        ; 

xf  —  c     x' — c  X  —  c  .     x—c 

l'angle  APB  étant  droit,  on  a  la  condition 

(aa^-h6)(aj''+6)_ 

qai  s'écrit 

(I  -h  a«)  0/0?"+  {ah  —  c)(a:'-l-  a:')  -1-  6«-h  c*  =  o; 

si  Ton  remplace  xf  +  x*"  et  x'x"  par  leurs  valeurs  tirées  de 
Véquation  (3),  on  obtient  la  relation 

(4)    (H-a*)(c'  — r«)4-26(ac-h6)  =  o, 

qui  lie  les  deux  paramètres  variables  a  et  6. 

La  perpendiculaire  PM,  abaissée  du  point  P  sur  la  droite  AB, 
a  pour  équation 

(5)    y=— i(x— c). 

Le  point  M  est  défini  par  les  équations  (2)  et  (5),  dans  lesquelles 
les  paramètres  variables  a  et  6  satisfont  à  Téquation  (4);  on 
obtient  Tcquation  du  lieu  du  point  M  en  éliminant  ces  deux 
paramètres  entre  les  trois  équations  (2),  (4),  (5).  De  l'équation 

X  "~~  c 

5)  on  tire  a= ;  de  l'équation  {2)  on  déduit  ensuite 

1  =  ^—-^ ^—  En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4), 
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on  oblient  l'équation 

(6)     [y^ -h[x  —  ay]  (x* -hy^—cx-h  ^' ~ ^  j  =  o, 

qui  se  décompose  en  deux;  Tune,  y^-h{x  —  c)'=o,  donne  le 
point  P;  Tau  Ire, 

(7)    x^-hy^  —  cx-ï =  0 

représente  le  lieu  cherché. 

Il  est  évident  que  le  point  P  n'appartient  pas  au  lieu  géomé- 
trique tel  qu'on  Ta  défini  ;  mais  il  est  facile  de  comprendre 
comment  l'analyse  l'introduit  dans  le  résultat.  Les  coordonnées 
jj  =  c,  t/  =  o  du  point  P  vérifient  l'équation  (5),  quels  que 
soient  les  paramètres;  on  pourra  donc  déduire  des  deux  équa- 
tions (2)  et  (4)  des  valeurs  correspondantes  des  deux  paramè- 
tres a  et  6;  on  trouve  ainsi  a=dzt,  6= — ac.  C'est  une  ap- 
plication de  la  remarque  faite  au  n"*  98. 

L'équation  (7)  montre  que  le  lieu  est  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  la  droite  OP.  Pour  le  construire,  il  suffit  de  déter- 
miner les  deux  extrémités  du  diamètre  CD;  si  Ton  mène  des 
droites  AB',  BA'  faisant  des  angles  de  45®  avec  le  diamètre  OP, 
les  cordes  AA',  BB^  étant  perpendiculaires  sur  ce  diamètre, 
donneront  les  deux  points  C  et  D. 

On  obtient  le  même  cercle  en  cherchant  le  lieu  du  milieu 
M'  de  la  corde  AB.  En  efifet,  ce  point  milieu  est  déterminé  par 
l'intersection  de  la  corde  AB  et  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  cette  corde.  Ces  deux  droites  ayant  pour  équa- 
tions 

y  =  ax-^hy    y  =—-07, 

on  obtiendra  l'équation  du  lieu  en  éliminant  les  deux  para- 
mètres variables  a  et  6  entre  ces  deux  équations  et  Téquation 
(4),  ce  qui  conduit  à  Féquation 

^*-f-y*  — caîH 1  =  0, 

qui  se  décompose  en  aéux,  donnant  Tune  le  point  0  étranger 
au  lieu  géométrique,  l*autre  le  cercle. 
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ftOS — ^Remarque.  La  circonstance  que  nous  venons  de  si- 
gnaler se  présentera  toutes  les  fois  que  Tune  des  deux  courbes 
variables  A  et  B^  dont  l'intersection  donne  un  point  H  du  lieu 
(qo  98),  passera  par  un  point  fixe  P.  En  effet,  supposons  que 
les  équations  des  deux  lignes  contiennent  n  paramètres  varia- 
bles liés  entre  eux  par  n  —  i  relations;  si  les  coordonnées  x^ 
et  y^  d'un  point  fixe  P  satisfont  à  l'équation  de  la  ligne  A, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres,  en  remplaçant 
xei  y  par  Xi  et  j^^  dans  l'équation  de  la  ligne  B,  on  aura  une 
équation  qui,  jointe  aux  n  —  i  équations  de  condition  entre  les 
paramètres,  formera  un  système  de  n  équations  pour  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  paramètres.  Ce  point  P  sera  étranger 
au  lieu  géométrique  proprement  dit,  si  aux  valeurs  trouvées 
ne  correspondent  pas  de  lignes  réelles. 

Dans  ce  cas,  il  arrive  quelquefois  que  le  point  P  entre  dans 
l'équation  par  un  facteur  particulier  que  Ton  peut  supprimer; 
après  la  suppression  de  ce  facteur,  Téquation  représente  le 
lieu  géométrique  lui-même.  Hais  souvent  il  est  impossible  de 
décomposer  en  deux  facteurs  le  premier  membre  de  Féquation, 
et  le  point  P  doit  être  considéré  comme  un  point  isolé  lié  à  la 
courbe. 

PROBLÈME  V. 

ion — Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  pieds  desper* 
pendiciUaires  abaissées  de  chacun  d'eux  sur  les  trois  côtés 
d'un  triangle  ABC  soient  en  ligne  droite. 

Soient 

Ia?  cosa + y  sino — Pj = o, 
xcosb-hysinb — p,=o, 
a?cosc  -f-y  sine  — p,  =  o. 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle  rapportées  à  deux  axes 
rectangulaires  quelconques,  et,  pour  abréger,  désignons  par 
a^  ^,  Y  les  premiers  membres  de  ces  équations.  Appelons  x 
et  y  les  coordonnées  d'un  point  H  du  lieu,  Xi  et  y^,  x^  et  y,, 
^t  6^  Vz  celles  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  H  sur  les  côtés  du  triangle,  on  a  (n""  83), 

x^ — j?  =  a Gosa,    a?, —  rc  =  P  cos6,    x^ — a?  =  y  ^^^^f 
y,  — y  =  asina,    y,  — y  =  psin6,    y,— y  =y sine. 
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Nous  obtiendrons  Téquation  du  lieu  en  exprimant  que  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite.  Il  faut  pour  cela  égaler  les 

deux  rapports  ^^ — ^>  ^ — ^»  que  Ton  peut  mettre  sous  la 

*X^m  '     '"  •A'i  wj  ^~~  wj 

forme 

(y, — y)  —  (.Vi — y)  __  (y>  -  v)  —  {y,  —  y) 

(x^—x)  —  (a?j  —  x)      {x^—x)  —  (Xj— a?)* 
On  a  ainsi  Téquation 

fisinfr  —  gsina y  ^^"  ^  —  *  sin  a 

P  cos6  —  a  cosa      y  cosc  —  a  cosa* 
ou 

(2)    ap  sin  {b  —  a)-h-  Py  sin  (c  ■—  6)  -f-  ya  sin  (a  —  c)  =  o. 

Les  lettres  a,  p,  y  désignant  des  polynômes  du  premier  degré 
en  x  et  ^,  on  voit  que  Téquation  (2)  est  du  second  degré.  Le 
coefQcient  du  terme  en  xy  est 

sin  (a  -h  b)  sin  (6  —  a)  -h  sin  (6  -h  c)  sin  [c  —  6)  -h  sin  (c  -h  a)  sin  (a  —  1 

si  Ton  transforme  les  produits  de  sinus  en  différences  de  co- 
sinus, ce  coefficient  devient 

(C0S2a  —  C0S2fc)  H-  (COS26  —  C0S2C)  -f-  (C0S2C  —  C0S2a) 

il  est  égal  à  zéro.  Les  coefficients  des  termes  en  x*  et  en  y*  sont 

A  =  cosa  cos6  sin  (6  —  a)  -f-  cos6  cosc  sin  {c  —  b)-h  cosc  cosa  sin  (a  — 
B  =  sin  a  sin  6  sin  (6  —  a)  -h  sin  b  sin  c  sin  (c  —  6)  4-  sine  sin  a  sin  [a  — 

Si  on  calcule  leur  somme  et  leur  différence,  on  a 

A  — B  =  cos(a+6)sin(6— •a)-i-cos(&-f-c)sin(c— &)-hcos(c  +  a)sin(a 
sin  26  —  sin2a  +  sin2C  —  sin26-l-sin2a  —  sin  2c 

2  ' 

A  +  B  =  cos(a— 6)  sin{6— a)-f-cos(6— c)sin(c— 6)-|-cos(c— a)  sin(a 

si n  2  (6  —  g)  -t-  sin  2  (c  —  6)  +  sin  2  (a  —  c) 

r=  —  2  sin  (6  —  a)  sin  [c—b)  sin.fa  —  c); 

on  en  déduit 

A  =  B=— sin  (6  — a) sin  (c  — 6)  sin  (a  — c). 
Ainsi,  le  lieu  est  une  circonférence  de  cercle.  L'équation  {2] 
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étant  vérifiée  quand  on  y  fait  (î=:o,  y  =  o,  le  point  A  appar- 
tient au  lieu;  il  en  est  de  mënne  des  points  B  et  G;  le  lieu  est 
donc  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 
IIO — Il  faut  remarquer  celte  forme  de  Téqualion  du  cercle 

circonscrit  à  un  triangle.  Le  premier 
membre  a  une  signification  géométrique 
très-simple.  Pour  préciser,  supposons 
que  Torigine  des  coordonnées  soit  placée 
à  rinlérieur  du  triangle  ABC  (flg.  67)  et 
que  les  angles  a,  b,  c,  compris  entre  o 
et  217,  soient  rangés  par  ordre  de  gran- 
Fig.  67.  (leur  croissante.  Considérons  un  point  M 

ayant  pour  coordonnées  x  eiy  et  situé  aussi  à  Tinlérieur  du 
triangle;  de  ce  point  abaissons  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  et  joignons  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  pour  former 
le  triangle  DEF.  Les  lettres  a,  p,  y  désignent  les  longueurs 
de  ces  perpendiculaires  affectées  ici  du  signe  — ;  ces  perpen- 
diculaires sont  d'ailleurs  dirigées  dans  le  même  sens  que  celles 
qui  ont  été  menées  de  l'origine  et  qui  ont  servi  à  déterminer 
les  angles  a,  b,  c.  Le  terme  apsin(6  —  a)  étant  égal  à 
MD  X  ME  X  sinDME  représente  le  double  de  l'aire  du  triangle 
DME  ;  les  deux  autres  termes  représentent  de  même  les  doubles 
des  triangles  EMF,  FMD;  ainsi,  le  premier  membre  de  Téqua- 
lion  (2)  représente  le  double  de  Taire  du  triangle  DEF. 

Considérons  maintenant  un  point  M'  situé  à  l'extérieur  du 
triangle  ABC.  On  a,  dans  ce  cas,  a=— M'IV,  p=— M'E^ 
Y =-l- M' F';  le  premier  membre  de  l'équation  représente  le 
double  de  la  différence  qui  existe  entre  le  triangle  D'MŒ'  et 
la  somme  des  deux  triangles  E'M'F',  F'M'D';  c'est  encore  le 
double  de  Taire  du  triangle  IVE'F^  affectée  du  signe  -h  ou  du 
signe  -^.  Ainsi,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans  le 
plan,  le  premier  membre  de  Téquation  représente  le  double 
de  Taire  du  triangle  DEF  affectée  du  signe  -+-  ou  du  signe  — . 
L'équation  (2)  exprime  donc  que  Taire  du  triangle  DEF  est 
nulle;  c'est-à-dire  que  les  trois  points  D,  E,  F  sont  en  ligne 
droite. 
Si  Ton  appelle  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
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ABC,  et  d  la  distance  d'un  point  ayant  pour  coordonnées  a;  et  g 
au  centre  de  ce  cercle,  le  premier  membre  de  l'équation  (2J 
pouvant  être  mis  sous  la  forme 

A(aî*-hy'-f- ) 

est  égal  à  A  (d*  —  r*).  Cette  expression  conserve  le  même  signe^ 
tant  que  la  distance  d  est  moindre  que  r,  c'est-à-dire  tant  que 
le  point  M  reste  à  l'intérieur  du  cercle,  et  elle  prend  un  signe 
contraire  quand  le  point  M  passe  à  Textérieur. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  lieu  des  points  tels  que 
Taire  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  trois  per- 
pendiculaires soit  égale  à  une  quantité  donnée  A*  se  compose 
de  deux  cercles  représentés  parles  équations 

ap  sin  [b  —  a)  -h  py  sin  [c—b)-h  ya  sin  (a  —  c)  =±  2&*, 

Ces  deux  cercles  sont  concentriques  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC;  Tun  est  extérieur  et  toujours  réel,  quelle  que 
soit  Taire  donnée;  l'autre  est  intérieur  et  n'est  réel  que  si 

Ar^ 
Taire  donnée  est  moindre  que  la  valeur  absolue  de 

EXERCICES. 

<•  Exprimer  Taire  d'un  triangle  et  d*un  polygone  quelconque  en  fonction 
des  coordonnées  des  sommets. 

2o  Trouver  Taire  d'un  triangle  formé  par  trois  droites  dont  on  donne  les 
équations. 

30  Éiant  donnés  dans  un  plan  n  points  A,  B,  G,.  ..et  n  quantités  m'y 
m"f  m'",, . .  qui  correspondent  à  ces  n  points;  sur  la  droite  AB  on  prend 
un  point  Nj,  tel  que  les  distances  de  ce  point  aux  deux  premiers  points 
soient  dans  le  rapport  de  m'  à  m" ;  puis  sur  la  droite  NiC  qui  joint  Ni  au 
troisième  point  on  prend  un  point  N,  tel  que  ses  dislances  aux  points  Ni 
et  C  soient  dans  le  rapport  de  m'"  à  m' -{-m";  puis  sur  la  droite  NjD  quj 
joint  le  point  Na  au  quatrième  point  D  un  point  N3,  tel  que  ses  distances 
aux  points  N^  et  D  soient  dans  le  rapport  de  m'^  à  m'+m"  +  m"'^  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  au  dernier  point  donné;  trouver  les 
coordonnées  du  dernier  point  de  division  que  Ton  appelle  centre  des  dis- 
tances proportionnelles. 

Lorsque  les  multiplicateurs  m',  m",  m'", , , .  sont  égaux  entre  eux,  le 
dernier  point  de  division  s'appelle  centre  des  moyennes  distances. 

Comme  application,  trouver  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
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trois  sommets  d*un  triangle,  en  déduire  le  centre  de  gravité,  le  centre  du 
cercle  inscrit,  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs,  et  le  centre  du 
cercle  circonscrit. 

4o  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  produits  des  carrés 
des  distances  de  chacun  d*eux  à  n  points  donnés  par  des  quantités  con- 
stantes m',  m",  m"^. . .  soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

0°  Lieu  des  centres  des  cercles  qtii  sont  vus  de  deux  points  donnés  sous 
des  angles  donnés. 

60  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  rencontrent,  en  des  points  diamétra- 
lement opposés,  deux  cercles  donnés. 

70  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun  dVux  à 
deux  droites  et  en  général  à  plusieurs  droites  données  soit  constante. 

8°  Sur  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  on  construit  un  rectangle 
variable  0A6C  ayant  un  périmètre  donne  2a,  la  perpendiculaire  menée 
su  sommet  C  sur  la  diagonale  ÂB  passe  par  un  point  fixe. 

9<>  Ayant  fait  la  figure  qui  sert  à  démontrer  le  théorème  du  carré  de 
riiypoténuse  d*un  triangle  rectangle,  démontrer  que  les  deux  droites  qui 
joignent  les  extrémités  de  Thypolénuse  aux  sommets  des  carrés  construits 
sur  les  côiés  opposés  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
de  Tangle  droit  sur  Thypoténuse. 

40o  D*un  point  fixe  P  on  mène  des  tangentes  aux  cercles  qui  passent 
par  deux  points  donnés;  trouver  le  lieu  du  point  où  la  corde  des  contacts 
rencontre  le  diamètre  qui  passe  au  point  P. 

4Io  Étant  donné  un  hexagone  régulier  ABCDEF,  on  joint  AG  et  AE; 
par  le  centre  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  coupe  les  deux  droites 
AC  et  AE  aux  points  G  et  H;  on  joint  BG  et  FH;  trouver  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  ces  deux  droites. 

42°  Les  circonférences  décrites  sur  les  trois  diagonales  d*un  quadrilatère 
complet,  comme  diamètres,  ont  même  axe  radical. 

43^  Étant  données  cinq  droites,  on  en  prend  quatre  qui  forment  un 
quadrilatère  complet,  dans  lequel  les  milieux  des  trois  diagonales  sont  en 
ligne  droite;  les  cinq  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  au  même  point. 

l4o  Étant  donnés  trois  points  A,  B^  C,  et  deux  droites  X,  Y;  sur  AB 
comme  diagonale,  on  construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  pa- 
rallèles à  X  et  Y;  on  opère  de  même  avec  B,  C  et  C,  A;  les  secondes  dia- 
gonales des  trois  parallélogrammes  passent  au  même  point. 

io*  Étant  données  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  on  en  prend  trois  pour 
former  un  triangle,  dont  on  détermine  le  point  de  concours  des  hauteurs  ; 
les  quatre  points  ainsi  obtenus  sont  en  ligne  droite. 

46«  Étant  donnés  deux  cercles  fixes,  deux  cercles  variables  sont  tangents 
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entre  eux  et  aux  précédents  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  contact  des  cercles 
\ariabies. 

47o  On  prend  quatre  points  arbitraiiement  sur  une  circonférence,  les 
bissectrices  des  trois  couples  de  droites  qui  passent  par  ces  quatre  points 
sont  parallèles  deux  à  deux, 

4  80  Lieu  du  point  tel  que  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de 
ce  point  à  trois  cercles  donnés  se  coupent  en  un  même  point. 

490  On  donne  un  angle  ÂOA'  et  un  point  C  sur  la  bissectrice.  Uo  angle 
de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  en  C,  on  joint 
les  points  de  rencontre  B  et  B'  des  côtés  de  Tangle  mobile  avec  les  cotés  de 
TaDgle  fixe,  du  point  G  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  BB';  trouver  le 
lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

20^  Od  donne  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  qui,  prises  trois  à  trois,  for- 
ment quatre  triangles.  La  droite  A  appartient  à  trois  de  ces  triangles,  on 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacun  deux  au  sommet  non  situé  sur 
A  ;  les  trois  droites  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  même  point  I  ;  les 
quatre  points  analogues  à  I  et  les  centres  des  quatre  cercles  sont  sur  une 
même  circonférence. 

21*  Étant  donnés  divers  cercles  qui,  pris  deux  à  deux,  admettent  le 
même  axe  radical  ;  si  un  cercle  variable  coupe  deux  de  ces  cercles  sous  des 
angles  constants,  il  coupera  également  chacun  des  autres  cercles  sous  un 
angle  constant. 


LIVRE  III 
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CoaatmffttoB  des  lignes  du  second  deg ré< 


N 


111— L'équation  générale  du  second  degré  entre  les  deux 

j^  variables  a?  et  y  est  de  la  forme 

/  D;  (i)Aa;'-+-Bxy-+-Cy»-f-Dj:-i-Ey-hF=o; 

elle  renferme  cinq  paramètres  ar- 
bitraires^ les  rapports  de  cinq  co- 
efflcients  au  sixième.  Supposons 
d'abord  que  Tun  des  coefficients  de 
x^  ei  de  y*,  C  par  exemple,  ne  soit 
pas  nul,  et  résolvons  Téquation  par 
rapport  à  y;  on  a 


(2)    y=— 


E 


2C 


±-^VMa;*H-2Nx-hP, 

2C 


enposant  M  =  B«  — 4AC,  N  =  BE  — 2CD,  P  =  E«— 4CF. 
Construisons  la  droite  DIV  représentée  par  Téquation 

6j:-hE 

Pour  chaque  valeur  de  x,  il  faut,  à  partir  de  la  droile  DD', 
porter  de  part  et  d'autre  sur  Pordonnée  une  longueur  égale  à 

Y  =  4;VM^*+2Nx-hP. 
2I1 

La  droite  DD'  (flg.  68),  qui  divise  en  deux  parties  égale»  les 
cordes  parallèles  à  Taxe  OY,  est  un  diamètre  de  la  courbe  ;  la 
quantité  Y  est  la  valeur  de  l'ordonnée  comptée  à  partir  du 
<iiamètre.  La  construction  du  lieu  est  ainsi  ramenée  à  Tétude 
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du  trinôme 

Ma:'-h2Na?-[-P; 

et  comme  la  forme  du  lieu  dépend  principalement  du  signe 
du  coefficient  M^  on  distingue  trois  cas  principaux. 

GENRE  ELLIPSE. 

flflS — Considérons  d'abord  le  cas  où  le  coefficient  M,  qui 
est  égal  à  B*  —  4  AC,  a  une  valeur  négative.  L'ordonnée  Y  n'est 
réelle  que  si  le  trinôme  a  une  valeur  positive.  Pour  reconnaître 
le  signe  du  trinôme,  quand  x  varie,  on  lui  donne  diverses 
formes;  c'est  pourquoi  le  cas  que  nous  examinons  se  subdivise 
à  son  tour  en  trois  autres. 

i»  N2  —  MP>  G.  Les  deux  racines  du  trinôme  sont  réelles 
et  inégales.  Désignons  par  x'  la  plus  petite  et  par  x^  la  plus 
grande;  le  trinôme  peut  s'écrire 

M  (a;  -  a/)  (a?  —  x"),    ou    —  M(x  — a/)(x''  — ^r); 

le  trinôme  est  positif,  et  par  conséquent  l'ordonnée  Y  est 
réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  od  et  a?"; 
le  trinôme  est  au  contraire  négatif,  et  l'ordonnée  imaginaire, 
pour  toute  valeur  de  x  plus  petite  que  a/,  ou  plus  grande 
que  x^\ 

Prenons  sur  Taxe  des  x  deux  points  P'  et  P''  ayant  pour  ab- 
scisses x'  et  xi' ;  et  par  les  points  P^  et  P"  menons  des  paral- 
lèles P'A',  P"A"  à  l'axe  des  y;  la  courbe  sera  tout  entière 
comprise  entre  ces  deux  parallèles.  L'abscisse  x  variant  de  x' 
à  xl\  l'ordonnée  Y  conserve  une  valeur  finie,  et  part  de  la 
valeur  zéro  pour  revenir  à  zéro;  on  a  ainsi  une  courbe  fermée 
qui  passe  par  les  points  A'  et  A",  et  à  laquelle  on  a  donné  le 
nom  d'ellipse. 

Une  valeur  de  x  comprise  entre  a/  et  x"  sera  l'abscisse  d'un 
point  P  compris  entre  P'  et  P",  et  la  valeur  correspondante  de 
Y  sera  égale  à 

^V(-M).PF.PP\ 

Le  produit  variable  PP'xPP"  des  deux  segments  de  la  droite 
P'P''  est  égal  au  carré  de  l'ordonnée  du  cercle  décrit  sur  P'P" 
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comme  diamètre;  quand  le  point  P  ya  de  P'  au  point  I,  milieu 
de  PP",  Fordonnée  du  cercle,  et  par  suite  la  quantité  Y  qui 
lui  est  proportionnelle,  va  en  augmentant;  elle  diminue  au 
contraire  quand  le  point  P  va  de  I  en  P".  La  quantité  Y  acquiert 
donc  sa  valeur  maximum^  quand  le  point  P  est  en  I,  c'est-à- 
dire  quand  x  = = — jt^;  cette  valeur  maximum  est 

égale  à ,  •  A  partir  du  point  G,  milieu  du  dia- 

4t. 

mètre  A' A",  portons  sur  Tordonnée^  et  de  part  et  d'autre,  une 

longueur  égale  à  cette  valeur  maximum,  nous  aurons  deux 

points  B^  et  B"  de  la  courbe,  et  en  menant  par  ces  points  des 

parallèles  au  diamètre,  nous  formerons  un  parallélogramme 

FGKH,  dans  lequel  sera  comprise  Tellipse. 

Il  est  clair  qu'à  deux  points  P  et  Q  également  distants  du 
milieu  I  correspondent  des  valeurs  égales  de  Y;  ces  valeurs, 
portées  de  part  et  d'autre  du  diamètre  DD',  donnent  les  quatre 
points  M,  M',  N,  N^  Les  deux  triangles  CRM,  CSN',  étant  égaux, 
les  trois  points  M,  G,  N'  sont  en  ligne  droite  et  le  point  G  est  le 
milieu  de  MN';  ainsi  tous  les  points  de  la  courbe  sont  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  au  point  G,  milieu  du  diamètre 
A' A'';  ce  point  G  est  donc  le  centre  de  l'ellipse.  On  voit  éga- 
lement que  les  droites  MN,  M'N'  sont  parallèles  au  diamètre 
A' A"  et  partagées  chacune  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
B'B";  cette  droite  est  un  second  diamètre.  Les  deux  diamètres 
A' A",  B^B",  qui  partagent  chacun  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'autre,  sont  dits  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse. 

143— -Remarque.  Puisqu'on  a 

T.      nf/        N\«      MP  — N^ 

Ma;'-i-2Na:  +  P  =  M(a;-}-jjj  H ^ — » 

l'équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme 


(3)    ^2Cy  +  Ba;-hEy-M(a?-h^y 


N^  —  MP 


\ 


Le  premier  terme  est  le  carré  d'un  polynôme  contenant  les 
deux  variables  x  et  y,  le  second  le  carré  d'un  polynôme  qui 
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ne  contient  que  la  yariable  x^  et  le  troisième  une  quantité 
constante  négative. 

flS4 — 2^  N* — MP  =  o.   Les  deux  racines  ocf  et  x"  sont 
égales,  et  Ton  a 


N 
a^  =  x'=—ii^    Y  = 

M 


X  —  X' 
2C 


VM; 


Mx«-+-2Nar  +  P 


le  coefQcient  H  étant  négatif,  la  quantité  Y  est  imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour  x  =  ocf^  et  alors  Y  =  o. 
L'équation  n'admettant  qu'un  système  de  solutions  réelles,  le 
lieu  est  un  point  unique  C  placé  sur  la  droite  DIX.  L'équation 
(3),  se  réduit  dans  ce  cas,  à 

(4)    (2Cy  +  Baî  +  E)»  — M^aî-j-~y  =  o, 

et  Ton  voit  immédiatement  qu'elle  n'a  qu'une  solution  réelle. 
115—3^  N«  —  MP  <  o.  Le  trinôme 

„/    ^N\«  ^  MP  — N« 
=  ^i^-+-M)-*— M— ' 

est  négatif,  et  par  conséquent  Y  imaginaire,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x;  l'équation,  n'ayant  pas  de  solution  réelle,  ne 
représente  aucun  lieu  géométrique.  Si  Ton  met  l'équation  (i) 
sous  la  forme  (3),  les  trois  termes  étant  positifs,  on  voit  qu'en 
efifet  l'équation  n'admet  pas  de  solution  réelle. 

GENRE  HYPERBOLE. 

1.16 — Considérons  maintenant  le  cas  où  le  coefficient  M  a 

une  valeur  positive;  ce  cas  se  sub- 
divise aussi  en  trois. 

i'  N*  — MP>  o.  Le  trinôme 

Ma;'+2Na;H-P, 

que  Ton  met  sous  la  forme  }^{x—xl] 
[x  —  a?"),  est  positif,  et  par  suite,  Y 
est  réelle  quand  x  varie  de  x"  à 
+00  et  de  a/  à  — oo;  d'ailleurs  Y 
varie  en  même  temps  de  o  à  oo . 
Fig.  69.  Vrenons,  comme  précédemment, 

sur  l'axe  des  x  deux  points  F  et  P"  ayant  pour  abscisses  xf  et 
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J;^  et  menons  par  ces  points  deux  parallèles  P'A^,  P"A"  à  Taxe 
des  y;  la  courbe  sera  située  en  dehors  de  ces  parallèles;  elle  se 
compose  de  deux  branches  séparées  Tune  de  l'autre  et  qui  s'é- 
tendent à  rinfini  (fig.  67);  on  a  donné  à  cette  courbe  le  nom 
d'hyperbole.  Si,  à  partir  du  point  I,  milieu  de  P^P'',  on  prend 
deux  longueurs  égales  IP  et  IQ  de  part  et  d'autre  sur  Taxe  des 
Xy  les  valeurs  correspondantes  de  Y  sont  égales;  Ton  voit  que 
le  point  G)  milieu  de  Â'A'',  est  le  centre  de  la  courbe,  et  que 
les  deux  droites  Diy  et  IC  sont  deux  diamètres  conjugués. 
^  14  y — Considérons  la  valeur  de  y, 


y= — ^c-±^v^r-^M) 


MF  — N' 
M 


Lorsque  x  a  une  valeur  numérique  très-grande,  le  premier 
terme  de  la  parenthèse  placée  sous  le  signe  radical  est  très- 
grand  par  rapport  au  second;  si  Ton  réduit  la  parenthèse  à  son 
premier  terme,  on  a  une  valeur  approchée  de  y. 

L'équation  précédente  définit  deux  droites  distinctes,  qui  se 

coupent  en  un  point  du  diamètre  DD^  dont  Tabscisse  est  égale 

N 
à  -—  :jjl»  c'est-à-dire  à  la  demi-somme  des  abscisses  des  points 

P  et  F';  ce  point  est  donc  le  centre  C  de  la  courbe.  Considérons 
la  branche  de  courbe  A'^M;  si  C  est  positif,  cette  branche  est 
déterminée  par  l'équation 

Bx-hE  .     I   .  /TTf     .  N\*  .  MP  — N* 


y= — -Tn — ^ 


^\/4W 


2C       '  2C  V      \        M/    ■        M 

dans  laquelle  on  fait  varier  a;  de  a;"  à  +  oo  ;  prenons  en  même 
temps  la  droite  CL  qui  a  pour  équation 


Baj-t-E  , 
î''= ^(1-  + 


^(o^  +  ^VM. 


Pour  une  valeur  quelconque  de  x  supérieure  à  x'\  Tordonnée 
de  la  courbe  est  inférieure  à  celle  de  la  droite;  ainsi  la  branche 
A^M  est  comprise  dans  l'angle  LCD'.  La  différence  y^  —  y  des 
ordonnées  qui  correspondent  à  une  même  abscisse  a  pour 
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valeur 


'■-'=rc[(-S)v«-\AFl)VMEN!] 


MP  — N' 


Quand  x  augmente  indéfiniment,  le  dénominateur  augmente 
indéfiniment,  et  par  conséquent,  la  différence  y^  —  y  tend  vers 
zéro.  La  droite  CL,  dont  s'approche  indéfiniment  la  branche  de 
courbe  A'^M,  est  dite  asymptote  de  cette  branche  de  courbe  qui 
est  comprise  dans  l'angle  LCIV.  On  verrait  de  même  que  les 
branches  A"M^,  A'N,  A!  "S*  sont  comprises  dans  les  angles  L^CD', 
H^CD,  HCD  et  ont  pour  asymptotes  les  droites  CU,  CH',  CH. 
Ainsi  la  courbe  est  comprise  dans  les  deux  angles  opposés  par 
le  sommet  LCIV,  HCH',  et  chacune  des  droites  indéfinies  HL, 
H'L'  est  asymptote  à  deux  branches  de  courbe. 

Si  l'on  met  Téqualion  (i)  sous  la  forme  (3),  et  que  Ton  néglige 
le  terme  constant^  on  obtient  une  équation 

(6)     (aCy+Boî  +  E)*— M(a;  +  ^y=o, 

qui  représente  les  deux  asymptotes.  Il  est  bon  d'observer,  en 
outre,  que  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  droites  sont 
donnés  par  l'équation 

(7)     m=-i±^VBÏ^^4ÂC, 

OU  Cm*-hBm4-A  =  o, 

que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  les  termes  du  second 
degré  de  l'équation  (i)  x  par  i  et  y  par  m. 
lis— 2^  N*— MP  <  G.  Le  trinôme 

étant  la  somme  de  deux  quantités  positives,  la  valeur  de  Y  est 
réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  ne  s'annule  jamais;  Y 

acquiert  sa  valeur  minimum =—  pour  a?=— îî-  Soit  I 

2CVm  m 
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iii 


N 
[fig.  70)  le  point  de  Taxe  des  x  dont  Tabscisse  est  —  —  ;  me- 
nons IC  parallèle  à  Taxe  OY  et  pre- 
nons les  longueurs  CB  et  CB'  égales 
D'  à  la  valeur  minimum  de  Y;  les 
deux  points  B^  et  B''  appartiennent 

N 
au  lieu.  Quand  x  varie  de  —  tj  à 

-hoc>,  ou  de  — jTj  a  — 00,  la  va- 
leur de  Y  croit  indéfiniment;  si 
donc  par  les  points  B'  et  B"^  on  mène  des  parallèles  au  dia- 
mètre Diy^  on  voit  que  la  courbe  se  compose  de  deux  bran- 
ches infinies  situées  en  dehors  des  parallèles.  On  donne  encore 

à  cette  courbe  le  nom  d'hyperbole. 

N 
Si  Ton  attribue  à  x  les  deux  valeurs  x= — u^^f  ce  qui 

revient  à   porter  à  partir  du    point  I  les  deux  distances 
IP=IQ  =  a,  les  valeurs  correspondantes  de  Y  sont  égales; 
il  en  résulte  que  le  point  C  est  centre  de  la  courbe^  et  que  les 
deux  droites  DD',  IC,  sont  deux  diamètres  conjugués. 
On  reconnaît  également  que  les  deux  droites 

qui  se  coupent  au  centre,  sont  asymptotes  des  branches  in- 
finies. 
119-3»  N»— MP  =  o.  On  a  alors 


et 


-=3ï\/«F^'=i(-S) 


y=— 


Le  lieu  se  compose  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  le  dia- 
mètre Diy.  Dans  ce  cas^  Téquation  (3)  se  réduit  à 

(2Cy4.Baî-hE)«— M(a?  +  gy=o; 
son  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs  du  premier 


142  LIVRE  III,  CHAPITRE  I. 


degré 


r2CyH-Bx^-EH-^aî  +  2Wl  r2Cy4-Ba:4-E— (a;  +  ^^ 

GENRE  PARABOLE. 

M.20 — Supposons  enfin  que  le  coefflcient  M  soit  nul. 
La  valeur  de  Y  se  réduit  à 

Y  =  -^V2NxTP. 

2C  ' 

Nous  subdiviserons  ce  cas  en  plusieurs  autres. 

p 

I®  N  >  o.  Si  Ton  pose ^  =a/,  on  aura 

Y=4tV2N(x  — a;0. 

Quand  x  varie  de  a?^  à  +  oo ,  la  quantité  Y  est  réelle  et  varie 

de  o  à  -f- 00  ;  mais  elle  est  imaginaire  pour 
les  valeurs  de  x  inférieures  à  o/.  Si  donc, 
par  le  point  P^  dont  Tabscisse  est  o/,  on 
mène  P^A^  parallèle  à  Taxe  des  y,  on  voit 
que  la  courbe  est  tout  entière  située  à 
droite  de  cette  parallèle;  elle  est  formée 
d'une  seule  branche  passant  par  le  point 
Fig.  71.  A'  et  s'étèndant  à  Tinfîni  de  part  et  d'autre 

du  diamètre  DIV  (flg.  69);  on  a  donné  à  cette  courbe  le  nom 

de  parabole. 
2^  N  <  o.  La  quantité  Y  est  réelle,  quand  x  varie  de  o/  à 

—  Qo;  la  courbe  passe  par  le  point  A'  et  s'étend  à  Tinfini  du 

côté  des  x  négatives;  on  l'appelle  aussi  parabole. 
3^  N  =  o.  La  valeur  de  y  se  réduit  à 


y=— 


'"^     ±:;^VP. 


Bx-hË  — 2G 


Si  P  est  positif,  cette  équation  représente  deux  droites  paral- 
lèles au  diamètre  DD'  et  situées  à  égale  distance  de  ce  diamètre. 
Si  P  =  o,  ces  deux  parallèles  se  confondent  avec  le  diamètre; 
enfin  si  P  est  négatif,  l'équation  n'a  pas  de  solution  réelle. 
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Dans  le  cas  où  H  est  égal  à  zéro^  Téquation  (i)  peut  se  mettre 
sous  Tune  des  trois  formes 

(12)     (2Cy-4-Bx-4-E)*H-2Na:4-P  =  o, 
(i3)    (2Cy-+-Ba;-4-E)*H-P  =  o, 
(i4)    (2Cy  +  Bx-f-E)*=o. 

1  SI — ^Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  le  coef- 
ficient C  est  différent  de  zéro. Lorsque  le  coefQcient  C  est  nul^  et 
le  coefficient  A  différent  de  zéro^  on  pourrait  résoudre  Téqua- 
tion  par  rapport  à  x  etconstruire  le  lieu  comme  précédemment; 
le  premier  terme  du  trinôme  placé  sous  le  radical  ayant  pour 
coefficient  B%  et  par  conséquent  ayant  une  valeur  positive  ou 
nuUe^  le  lieu  sera  du  genre  hyperbole  ou  du  genre  parabole. 
Mais  il  est  préférable  de  résoudre  Téquation  par  rapport  à  la 
variable  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré;  d'ailleurs  cette 
nouvelle  méthode  est  seule  applicable  quand  les  deux  cocfQ* 
cients  A  et  C  sont  nuls  à  la  fois. 

En  ordonnant  l'équation  (i)  par  rapport  à  y,  on  a 

(Bo:  4- E)  y  H- Ax' -H  Da? -H  F  =  0, 

Ax*H-Da7H-F 


doù  y 


BoîH-E 


Supposons  d'abord  que  B  soit  différent  de  zéro,  et  effectuons 
la  division^  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste  indépendant 
de  X,  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le  reste  est 
différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro.  Dans  le  premier  cas,  on  ob- 
tiendra un  résultat  de  la  forme 

y=zax-hb-h  Tz rr  =  ax  +  b-\- 


Bx-i-E                      X  —  d 
Pour  fixer  les  idées  supposons  c>  o.  Construisons  le  lieu  auxi- 
liaire  défini  par  l'équation  y  =  ax-hb,  et  posons  Y  = -, 

X  "~"  (1 

L'équation  y^zax-hb  représente  une  droite  DïV  (fîg.  72); 
pour  chaque  valeur  de  x,  il  faut  augmenter  l'ordonnée  de  cette 
droite  d'une  quantité  QM  égale  à  la  valeur  de  Y.  Cette  quantité 
devient  infinie  pour  a:  =  d;  prenons  doûc  un  pointe  ayant 

6R.  8 
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pour  abscisse  d  et  menons  CC^  parallèle  à  OY.  Si  Ton  donne  à  x 

une  valeur  d-hx^,  oc'  étant  po- 
sitif, Y  a  une  valeur  positive,  et 
quand  x  tend  vers  zéro,  Y  aug- 
mente indéfiniment;  si,  au  con- 
traire,^ augmente  indéfiniment, 
Y  tend  vers  zéro  ;  on  obtient  ainsi 
une  branche  de  courbe  comprise 
dans  l'angle  C'ID^  et  formée  de 
Fig.  72.  deux  arcs  infinis  asymptotes  res- 

pectivement aux  deux  droites  IG  et  ID'.  Aux  valeurs  de  ar 
inférieures  à  d  correspondent  des  valeurs  négatives  de  Y,  et 
Ton  obtient  une  seconde  branche  comprise  dans  l'angle  CID, 
et  formée  de  deux  arcs  infinis  asymptotes  aux  droites  IC,  ID. 
A  deux  valeurs  de  x'  égales  et  de  signes  contraires,  corres- 
pondent des  valeurs  de  Y  qui  sont  aussi  égales  et  de  signes 
contraires,  et,  par  suite,  deux  points  M  et  M'  symétriques  par 
rapport  au  point  I,  qui  est  centre  de  la  courbe.  Si  la  constante  c 
était  négative,  on  obtiendrait  encore  une  courbe  formée  de 
deux  branches  infinies;  mais  ces  deux  branches  seraient  situées 
dans  les  angles  C^ID,  CID'.  Dans  les  deux  cas,  la  courbe  est  une 
hyperbole. 
1!82 — Lorsque  le  reste  de  la  division  est  nul,  on  a 

Ax^-^ï)x-hE='-(Bx  +  E){ax-hb), 

et  réquation  prend  la  forme  (y  —  ax  —  6)  (B^r-f-E)  =  o;  elle  se 
décompose  en  deux  autres  y  —  ax  —  5  =  o,  B^  -f-  E  ==  o,  qui 
représentent  deux  droites,  dont  l'une  est  parallèle  à  Taxe  des  y. 

Lorsque  A  est  nul  en  même  temps  que  C,  il  suffit  de  faire 
dans  la  discussion  précédente  a  =  o;  la  droite  DD'  devient 
parallèle  à  Taxe  des  x;  on  obtient  ainsi,  soit  une  hyperbole 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  soit 
deux  droites  respectivement  parallèles  aux  axes. 

1133 — Supposons  maintenant  que  le  coefficient  B  soit  égal 
à  zéro,  en  même  temps  que  C.  Le  coefQcient  A  est  nécessai- 
rement différent  de  zéro,  autrement  Téquation  serait  du  pre- 
mier degré.  La  valeur  de  y  est  de  la  forme  y  =  aa?*H-  6a5  +  c; 
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elle  est  réelle  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  en  faisant  varier 
X  de  —  00  à  -f-ûo,  on  obtient  une  branche  infinie;  c'est  une 
parabole. 

fl  34— -Remarque.  Dans  la  discussion  de  Téquation  du  se- 
cond degrés  nous  avons  trouvé  trois  espèces  de  courbes  :  des 
courbes  fermées,  des  courbes  formées  de  deux  branches  in- 
finies, et  des  courbes  n'ayant  qu'une  branche  infinie.  Nous 
avons  appelé  ellipses  toutes  les  courbes  fermées  données  par 
réquation  du  second  degré;  hyperboles  toutes  les  courbes  for- 
mées de  deux  branches  infinies;  et  paraboles  toutes  celles  qui 
n'ont  qu'une  brahche  infinie. 

Nous  avons  vu  au  commencement  de  cet  ouvrage  (liv.  I, 
chap.  Il)  que  les  courbes  désignées  par  les  mêmes  noms  en 
Géométrie  élémentaire  sont  représentées  par  des  équations 
du  second  degré.  Nous  verrons  plus  tard  que,  réciproquement, 
toutes  les  courbes  représentées  par  Téquation  du  second  degré 
jouissent  des  propriétés  qui  servent  de  définition  en  Géométrie 
élémentaire,  de  telle  sorte  que  les  deux  modes  de  définition 
sont  équivalents. 

En  résumant  la  discussion,  on  voit  que  c'est  le  signe  de  la 
quantité  B*  —  4A.C  qui  indique  l'espèce  de  la  courbe  repré- 
sentée par  réquation  du  second  degré;  la  courbe  est  une  el- 
lipse, une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la  quantité 
B*— 4AC  est  négative,  positive  ou  nulle. 

Toutefois,  il  importe  de  se  rappeler  que  l'équation  ne  repré- 
sente pas  toujours  une  courbe  ni  même  un  lieu;  dans  le  cas  où 
la  quantité  B'  — 4^0  est  négative,  l'équation  représente  une 
ellipse,  ou  un  point,  ou  n'admet  pas  de  solution  réelle;  dans 
le  cas  où  la  quantité  B'  — 4AC  est  positive,  l'équation  repré- 
sente une  hyperbole  ou  deux  droites  qui  se  coupent;  enfin, 
dans  le  cas  où  B'  —  4AC  =  o,  l'équation  représente,  soit  une 
parabole,  soit  deux  droites  parallèles,  ou  une  seule  droite,  ou 
elle  n'admet  pas  de  solution  réelle. 

TANGENTES  AUX  COURBES  DU  SECOND  DEGRE. 

1S& — Soit  f  (x,  y)  =  o  l'équation  d'une  courbe  ;  si  l'on  ap- 
pelle xeiy  les  coordonnées  du  point  de  contact  M,^X  et  Y  les 
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coordonnées  variables  d'un  point  quelconque  de  la  langenle, 
nous  avons  vu  (n**  89)  que  la  tangente  est  représentée  par  Té- 
quation 

ou  XfL-hY  rr—(xfl+yf^)  =  o. 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  on  a 

f{x,  2/)  =  Aa;«-[-Ba:yH-Cy^+Da;H-EyH-F; 
/'i  =  2Aa;-hBt/H-D,  fl  =  Bx-h2Cy-hE, 
ic/'i-[-j//*;=2Aa;*-[-2Ba?yH-2Cy'-hDxH-Ey. 

Le  point  de  contact  M  étant  situé  sur  la  coiybe,  ses  coordon- 
nées X  eiy  vérifient  la  relation 

(i)    Aa?'  +  BaJî/-hC2/*  +  Da:  +  Ey-hF  =  o; 

on  en  déduit 

Aa;*-hBicy-4-Cî/*=— (Doj  +  Ey-hF), 
et,  par  suite. 

L'équation  de  la  tangente  au  paint  dont  les  coordonnées  sont 
07  et  2/  devient  ainsi 

(2)  (2Aaî  +  By-hD)X-i-(Bx-h2Cy-hE)Y+'(Da;  +  Ey  +  2F)=a 

On  remarque  que  les  coordonnées  a;  et  y  du  point  de  contact 
n'entrent  qu'au  premier  degré  dans  cette  équation.  Comme 
celte  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(3)  (2AX  +  BYH-D)^  +  (BX-f-2CY-hE)y-f-(DX-|-EY  +  2F)  =  o, 

on  remarque  aussi  qu'elle  ne  change  pas,  quand  on  y  remplace 
X  et  Y  par  x  et  y 9  et  réciproquement. 

4186— Proposons-nous  maintenant  de  mener  des  tangentes 
à  la  courbe  par  un  point  donné  P  non  situé  sur  la  courbe  et 
ayant  pour  coordonnées  x^  et  y^.  Prenons  pour  inconnues  les 
coordonnées  a;  et  y  de  l'un  des  points  de  contact  M;  ces  coor- 
données doivent  vérifier  l'équation  (i);  la  tangente  au  point  M 
est  représentée  par  Téqualion  (2)  ;  cette  tangente  devant  passer 
par  le  point  P,  les  coordonnées  de  ce  point  vérifieront  l'équa- 
tion (2)  ou  réq nation  (3),  et  Ton  aura 

(4)  (2Aaî,  +  By,  +  D)x-t-(Ba:,-}-Cy,-4-E)yH-(l)x,H-Ey,-h2F)  =  G 
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Les  coordonnées  x  ei  y  sont  donc  déterminées  par  les  deux 
équalions  simultanées  (i)  et  (4).  L'une  étant  du  second  degré^ 
Fautre  du  premier  degré,  le  système  de  ces  deux  équations 
admet  deux  solutions^  et  l'on  peut  mener  par  un  point  donné  P 
deux  tangentes  à  une  courbe  du  second  degré.  La  résolution 
de  ces  deux  équations  revient  à  chercher  les  points  d'intersec- 
tion des  lignes  définies  par  chacune  d'elles;  la  première  est  la 
courbe  proposée,  la  seconde  une  droite  passant  par  les  deux 
points  de  contact.  On  peut  remarquer  que  l'équation  (4)  de  la 
corde  des  contacts  a  la  même  forme  que  l'équation  (i)  de  la 
tangente;  il  suffit  de  remplacer  dans  celle-ci  les  coordonnées 
du  point  de  contact  par  celles  du  point  P. 

EXERCICES. 

l»  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équalions 

a^y-\^2x  —  5y=z0y     ar* — 2ary-]-y*-|- Sa:  —  7  Z=  0, 
2y*  +  7a;y-|-  3ar> —  3y-|"^ —  2  =:  0,      «"-f-Sary  —  ixizzO, 
3x- —  5J-y-|"2y'+3a? —  2y^0^     5x'-(-4a?y-{-y« —  2a?4-5  =  0, 
2x« —  -Ijcy  -|-y*+2a?-J-l  =  0,     X* — 2j:y  4-y* —  ix+2y  —  8  =  0. 

to  Lieu  du  point  dont  Tordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
ordonnées  correspondantes  de  deux  droites  données. 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  d*un  cercle  qui  coupe  deux  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés* 

4*  Ou  donne  un  cercle  tangent  à  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et 
deux  points  P  et  Q  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle;  on  mène  au  cercle  une  tangente  quelconque  qui  coupe  les  côtés  de 
l'angle  en  A  et  B;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  AP,  BQ. 

5»  Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  un  cercle  donné,  Tangle  C  est  con- 
sent, le  sommet  B  décrit  une  ligne  droite  ;  quel  est  le  lieu  du  sommet  A? 

6o  Étant  donnée  la  parabole  [ax  +  5y)*  -{- dx  •■{•  cy -\' f  :=:  0  rapportée  à 
deux  axes  obliques  dont  Tangle  est  0,  on  rapporte  la  courbe  à  son  axe  et  b 
la  tangente  au  sommet;  Téquation  prend  la  forme  y^=i2px;  calculer  b 

constante  p.  Même  question  pour  la  parabole  i/-  -f-  i/t-  =  ^ . 


CHAPITRE  II. 

Centre,  diamètres  et  axes  des  eonrbes  do  second  degré. 


CENTRE. 

427 —Nous  avons  appelé  centre  d'une  courbe  un  point  fixe 
C  par  rapport  auquel  tous  les  points  de  la  courbe  sont  symétri- 
ques deux  à  deux.  En  discutant  l'équation  générale  du  second 
degré,  nous  avons  reconnu  que  l'ellipse  etThyperbole  ont  un 
centre.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  direc- 
tement le  centre  d'une  courbe  du  second  degré,  sans  résoudre 
réquation.  La  méthode  que  nous  suivrons  repose  sur  ce  théo- 
rème :  quand  l'origine  des  coordonnées  est  centre  d'une  ligne 
du  second  degré,  l'équation  de  la  ligne  ne  contient  pas  de 
termes  du  premier  degré. 

Soit,  en  effet, 

(i)    Aa;*-4-Ba:y  +  Cy*-4-Da:4-Ey4-F  =  o 

l'équation  d'une  ligne  du  se- 
cond degré  ayant  l'origine  pour 
centre  (flg.  78);  l'équation  d'une 
droite  MM^  menée  par  l'origine 
est  de  la  forme  y  =  mx.  L'élimi- 
nation de  y  entre  cette  équation 
et  celle  de  la  courbe  donne  l'é- 
Fig.  73.  quation 

(2)    (A-hBm-hCm*)a;«-f-(D  +  Em)a;-{-F  =  o, 

qui  détermine  les  abscisses  des  deux  points  de  rencontre. 
L'origine  étant  le  milieu  de  la  droite  MM^  l'équation  précé- 
dente doit  avoir  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
ce  qui  exige  que  le  coefficent  de  la  première  puissance  de  x 
soit  égal  à  zéro;  on  a  ainsi  D  +  Em  =  o,  et,  comme  cette  con- 
dition doit  être  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  w,  on 
doit  avoir  séparément  D=o,  E=o.  Réciproquement,  lorsque 
ces  conditions  sont  remplies,  Téquation  (2)  a  ses  deux  racines 
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égales  et  de  signes  contraires,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m, 
el,  par  suite,  Torigine  est  centre  de  la  courbe. 

19S — Pour  reconnaître  si  un  lieu  du  second  degré  a  un 
centre,  on  transportera  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
'  en  un  point  arbitraire  dont  nous  désignerons  les  coordonnées 
par  a  et  b,  puis  on  examinera  si  Ton  peut  déterminer  ces 
quantités  de  manière  que  la  nouvelle  équation  ne  renferme  pas 
de  termes  du  premier  degré. 

Les  formules  pour  déplacer  les  axés  parallèlement  à  eux- 
mêmes  sont  a;  =  a-ha/,  y  =  b-^j/.  En  substituant  dans  l'é- 
quation (i),  on  obtient  Téquation  nouvelle 

Aa/«-+.Baî't/'+Cî/'«+(2Aa  +  B6  +  D)^  +  (BaH-2C6  +  E)y' 
+  Aa'4-Ba64-C&*H-Da-i-E6  +  F==o, 

dont  il  importe  de  remarquer  la  composition.  Désignons,  pour 
abréger,  par  [{x^  y)  le  premier  membre  de  Téqualion  (i)  qui 
est  une  fonction  entière  du  second  degré  en  x  et  y;  dans 
réqualion  (3)  les  termes  du  second  degré  sont  les  mêmes  que 
dans  réquation  (i);  les  termes  du  premier  degré  ont  pour 
coefficients  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  f{x^  y)  prises 
par  rapport  aux  variables  x  et  y,  et  dans  lesquelles  on  a  rem- 
placé ces  variables  par  a  et  6  ;  enfin,  le  terme  constant  est  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  f{x,  y)  pour  £C  =  a,  y  =  b. 
L^équation  (3)  peut  donc  s'écrire  ainsi 

(4)  Aa/^-hBa/2/'-+-Cy'»-h/^:(a,  6)ac'-+-/*i(a,  b)y''^f(a,b)  =  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  a/  et  de  y^,  on  obtient  les 
deux  équations  du  premier  degré 

^  ^     1  Ba'-h2C6+E  =  o. 

On  voit  par  là  que  Von  détermine  le  centre  d'une  courbe  du 
second  degré  en  résolvant  les  deux  équations  que  Von  obtient 
en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
Véqualion  proposée,  prises  par  rapport  à  x  et  à  y. 

129— Si  Ton  considère  a  et  6  comme  des  coordonnées  va- 
riables, chacune  des  équations  (5)  définit  une  droite,  et  il  y  a 
lieu  de  distinguer  plusieurs  cas. 
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I®  B* — ^kC^o.  Les  deux  équations  sont  Yéritiécs  par  un 

système  de  \aleurs  do  a  et  de  6  et  par  un  seul;  les  deux  droite^ 
se  coupent  et  la  ligne  admet  un  centre  et  un  centre  unique 
dont  les  coordonnées  sont 


i«= 


2CD  — BE 
,  B^-4AC' 

(  B^  — 4AC* 

2®  B*  —  4AC  =  o.  Les  droites  (5)  sont  parallèles  ou  se  con- 
fondent; dans  le  premier  cas  le  lieu  n'a  pas  de  centre;  dans  le 
second  cas,  il  admet  comme  centre  chacun  des  points  de  la 
droile  définie  par  Tune  des  équations  (5).  Il  est  facile  de  voir 
que,  dans  ce  dernier  cas,  s'il  y  a  un  lieu,  ce  lieu  se  compose 
nécessairement  de  deux  droites  parallèles.  Soit,  en  effet,  CO 

la  droite,  lieu  des  centres  (fig.  yi),  et 
M  un  point  appartenant  au  lieu  ;  joignons 
le  point  M  aux  divers  points  de  la  droite 
ce,  et  prolongeons  chacune  de  ces  droi- 
tes d'une  longueur  égale  à  elle-même, 
les  points  N,  N',  N", . . .  ainsi  obtenus, 
appartiendront  encore  au  lieu;  or,  tous 
Fig.  74.  ces  points  sont  situés  sur  une  parallèle 

à  ce.  En  opérant  de  même  avec  le  point  N  on  aurait  une 
seconde  parallèle  MM'.  D'ailleurs,  Téquation  (i)  ne  peut  pas 
représenter  d'autres  points  que  ceux  de  ces  deux  droites;  au- 
trement une  droile  rencontrerait  le  lieu  en  plus  de  deux  points. 
Si  le  point  M  était  situé  sur  la  droite  GC^  les  deux  parallèles 
se  confondraient  avec  le  lieu  des  centres. 

IL30 — Lorsque  la  courbe  admet  un  centre,  si  Ton  trans- 
porte les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  Téqua- 
tion  se  simplifie  et  devient 

(7)    Axf'-{'Ba/y'-{-Cy'*-h¥^  =  o, 

puisque  les  termes  du  premier  degré  disparaissent.  Le  terme 
constant  F^  de  la  nouvelle  équation  a  pour  valeur 

F,=:Aa^-4-B(i5-4-C6^+Da  +  Eft-HF, 
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a  et  6  désignant  les  coordonnées  du  centre.  Mais  les  quantités 
a  et  6  satisfont  aux  équations  (5);  si  l'on  multiplie  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles  respectivement  par  a  et  6  et  que 
l'on  ajoute,  il  vient 

2  Aa'-f- 2Ba6 -I- 2C6*-f- Da -i-E6  =  0, 

d'où 

2 

et,  par  suite. 

Il  est  bon  d'observer,  qu'en  remplaçant  a  et  6  par  leurs  va- 
leurs, on  a  aussi 

AE' -4- CD*  —  BBE  +  F  (B^  —  4  AC) 


F.= 


B*  — 4AC 


Lorsque  le  nouveau  terme  constant  F^  est  nul,  Téqualion  se 

réduit  à 

(8)    Aa/«H-BVî/'-+-Cî/'^=o. 

On  en  déduit 

Si  la  quantité  B*— 4AC  est  négative,  l'équation  n'admet  qu'une 
solution  réelle  x'  =  o,  y^  =  o.  Si  la  quantité  B*  — 4AC  est  po- 
sitive, l'équation  représente  deux  droites  passant  par  l'ori- 
gine. Dans  ce  cas,  l'équation  (7),  dans  laquelle  on  attribue 
à  la  constante  F^  une  valeur  quelconque,  définit  une  hyper- 
bole; nous  avons  vu  (n**  117)  que  les  asymptotes  d'une  hyper- 
bole passent  par  son  centre,  et  que  les  coefficients  angulaires 
en  sont  donnés  par  la  formule 

—  B±VB»— 4AC 

tu  —  ' jL— • 

^""  2C 

ces  asymptotes  ne  sont  autre  chose  que  les  droites  représen- 
tées par  réquation  (9)  ou  par  l'équation  (8).  Ainsi,  quand  une 
équation  du  second  degré  représente  une  hyperbole  rapportée 
à  son  centre,  on  obtient  l'équation  des  asymptotes  en  suppri-, 
mantle  terme  constant  dans  la  première  équation. 
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DIAMETRES. 

13 1— Si  Ton  coupe  une  courbe  du 
«second  degré  par  une  série  de  droites 
parallèles^  le  lieu  des  points  milieux  I 
des  cordes  MM'  terminées  aux  deux 
points  de  rencontre  est  un  diamètre 
de  la  courbe.  Soit  m  le  coefficient  an- 
Fig.75.  gulaire  des  cordes,  et 

* 
réquation  de  la  courbe.  Si  Ton  transporte  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  en  un  point  arbitraire  I  du  plan,  ayant  pour 
coordonnées  a  et  6,  Téquation  de  la  courbe  devient  (n**  128) 

(4)  Àa/*-f-Ba;'2/'+Cî/*+fi(a,  b)x^+fl{a,  b)y'-hf(a,  6)  =  o. 

Menons  actuellement  par  Torigine  I  une  parallèle  MM'  à  la  di- 
rection donnée^  l'équation  de  cette  parallèle  est  j/  =  ma/.  L'é- 
limination de  t/  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  con- 
duit à  réquation  du  second  degré 

(lo)  (A-hBm-f-Cm*)a/*-f-[/^i(a,  b)-hfl(a,b)m]a/-{-f{a,b)=o, 

qui  donne  les  abscisses  des  points  de  rencontre.  Pour  que  To- 
rigine  I  soit  le  milieu  de  la  corde  MM'  (fig.  75),  il  faut  que 
réquation  précédente  ait  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires, c'est-à-dire  que  a  et  6  vérifient  la  relation 

fUa,  6)-f-mA(a,  6)=o; 

cette  équation,  devant  être  satisfaite  par  les  coordonnées  du 

point  milieu  de  Tune  quelconque  des  cordes  considérées,  est 

réquation  du  lieu.  Si  Ton  y  remplace  a  et  5  par  x  et  y,  elle 

devient 

(II)    f'rioo,  y)-hmf',(Xy  y)  =  o, 
ou 

(2  Ao? -4- By -h  D) -h  m  (Ba? -+- 2Cy -h  E)  =  o. 

Cette  équation  étant  du  premier  degré,  on  en  conclut  que  le 

diamètre  correspondant  à  une  série  quelconque  de  cordes  pa- 

'  rallèles  est  une  droite  DD'.  Appelons  m'  le  coefficient  angu- 
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laire  du  diamètre^  on  aura  la  relation 

(12)    mf=—-—- — - — 
^    '  B+2Cm 

1  S!8 — Remarque  I.  La  direction  du  diamètre  varie,  en 
général,  avec  celle  des  cordes;  cependant,  lorsqu'on  a 

-^  =  -H    ou    B»— 4AC  =  o, 
B       2C  -^  y 

c'est-à-dire  lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  valeur  de  m' 

B 

€st  constante  et  égale  à 7^-  Ainsi  tous  les  diamètres  de  la 

°  2G 

parabole  sont  parallèles  entre  eux. 

ISS  —  Remarque  II.  Si  le  nombre  donné  m  vériûait  la 

relation 

(i3)    A-4-Bm  +  Cm*  =  o, 
d'où 

l'équation  (10)  s'abaisserait  au  premier  degré;  chacune  des 
droites  parallèles  à  la  direction  donnée  ne  couperait  la  courbe 
qu'en  un  point,  et  il  n'y  aurait  pas  lieu  de  chercher  le  diamètre 
correspondant  à  cette  direction.  Dans  le  cas  de  Tellipse,  les 
racines  de  l'équation  {i'3)  étant  imaginaires,  la  circonstance 
dont  nous  parlops  ne  peut  se  présenter;  ainsi,  à  toute  direc- 
tion des  cordes  correspond  un  diamètre.  Dans  le  cas  de  l'hy- 
perbole, les  racines  de  l'équation  (i  3)  donnent  les  directions  des 
asymptotes;  ainsi,  une  droite  parallèle  à  l'une  des  asymptotes 
de  rhyperbole  ne  rencontre  la  courbe  qu'en  un  point.  Dans  le 
cas  de  la  parabole,  l'équation  (i3)  a  ses  racines  égales  et  la  va- 
leur de  m  est  le  coefQcient  angulaire  commun  à  tous  les  dia- 
uiètres;  une  droite  menée  dans  cette  direction  ne  rencontre  la 
parabole  qu'en  un  point. 

134 — Remarque  III.  Les  valeurs  x  et  y  qui  satisfont  aux 
équations  simultanées 

2Aaî-f-By-i-D=:o,    Ba;-h2Cy-i-E  =  o, 

vérifient  l'équation  (i  i)  quelle  que  soit  la  valeur  de  m;  donc,  si 
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le  lieu  a  un  centre  unique,  tous  les  diamètres  passent  par  le 
centre,  et,  s'il  en  a  une  infinité,  tous  les  diamètres  se  confon- 
dent avec  le  lieu  des  centres. 

Les  deux  équations  qui  déterminent  le  centre  représenlenl 
deux  diamètres;  le  premier  correspond  aux  cordes  parallèles  à 
Taxe  des  x,  le  second  aux  cordes  parallèles  à  Taxe  des  y. 

Remarque  IV.  Dans  le  cas  de  Tellipse  et  de  l'hyperbole, 
toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre;  car  on  peut 
disposer  de  m  de  manière  que  le  coefficient  m^,  donné  par  la 
formule  (12),  ait  une  valeur  quelconque.  Cependant,  si  la  valeur 
obtenue  pour  m  se  réduisait  à  Tune  des  racines  de  Féqualion 
(i3),  elle  ne  serait  pas  admissible,  puisque  les  droites  corres- 
pondantes ne  donnent  pas  de  diamètres;  mais  alors  la  valeur 
de  m'  est  égale  à  celle  de  m;  elle  corresiiond  à  Tune  des 
asymptotes. 

DIAMÈTRES  CONJUGUES. 

€S5 — Supposons  B'  — 4AC  diff'érent  de  zéro.  La  relation 
(12)  entre  m  et  m'  peut  s'écrire 

(i4)    2Cmm'  ^-  B  (m  -f-  mO  -h  2  A  =  o. 

Imaginons  que  l'on  mène  des  sécantes  telles  que  MM''  parallèles 
au  diamètre  DD'  (fig.  75);  soit  m"  le  coefficient  angulaire  du 
diamètre  EE^,  qui  divise  ces  cordes  en  deux  parties  égales,  on 
aura  de  même,  entre  la  direction  m'  des  cordes  et  la  direction 
m"  du  diamètre  correspondante  EE'',  la  relation 

2Cm^m"-f-  B  (m/ -H-  m'')  -h  2 A  =  o; 

cette  équation  et  la  précédente  étant  du  premier  degré  par 
rapport  à  m"  et  à  m,  on  voit  que  l'on  a  m"=  m.  Les  deux  dia- 
mètres DD^  EE^  dont  les  coefficients  angulaires  sont  m'  et  m, 
jouissent  de  cette  propriété  que  chacun  d'eux  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre;  on  les  a  nommés, 
pour  cette  raison,  diamètres  conjugués. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  une  infinité  de  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués.  On  peut  prendre  pour  premier  diamètre 
une  droite  quelconque  menée  par  le  centre,  pourvu  qu'elle  ne 
se  confonde  pas  avec  l'une  des  asymptotes,  si  la  courbe  est  une 
hyperbole. 
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AXES. 

ftSO— DaDs  les  courbes  du  second  degré,  les  diamètres  per- 
pendiculaires aux  cordes  qu'ils  divisent 
en  deux  parties  égales  sont  des  axes  de 
symétrie. 

La  parabole  ayant  tous  ses  diamètres 
parallèles,  si  Ton  imagine  une  série  de 
cordes  HM'  [Qg.  76)  perpendiculaires  à  la 
direction  commune  des  diamètres,  le  dia- 
Fig.  76.  mètre  AA^  qui  divise  ces  cordes  en  deux 

parties  égales,  sera  un  axe  de  la  courbe  et  ce  sera  le  seul.  Le 

coefflcient  angulaire  des  diamètres  est -^;  donc,  si  les  axes 

des  coordonnées  sont  rectangulaires,  l'axe  de  la  courbe  est  le 

diamètre  des  cordes  ayant  pour  coefficient  angulaire  -^  ;  son 
équation  (n""  i3i)  est 

B(2Aa?-hRy-hD)-h:2C(Bx-h2Cy-|-E)  =  o. 

Lorsque  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  à  tout 

axe  AA'  (fig.  77)  en  correspond  un 
second  BB',  formant  avec  le  premier 
un  système  de  diamètres  conjugués; 
la  question  est  ainsi  ramenée  à  la  re- 
cherche des  diamètres  conjugués  per- 
pendiculaires entre  eux.  Si  les  coordon- 
nées sont  rectangulaires,  on  obtient  les 

coefficients  angulaires  dés  axes  en  joignant  à  l'équation  (i4)  1& 

C  — A 


relation  mmf= — i.  On  en  déduit  m -h  m' =  2 


B 


amsi, 


met  m' sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(i5)  Bu*-f-2(A  — C)u  — B  =  o. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  deux  axes.  Si  l'on  avait  B  =  o,  et 
A=C,  l'équation  serait  une  identité,  et  la  courbe  aurait  une 
infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  rectangulaires; 
dans  ce  cas,  le  lieu  est  un  cercle. 
MSy  —  Nous  avons  vu  (n*  i3o)  que,  lorsque  la  quantité 
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B*  — 4AC  est  négative,  réquation 

(8)    Aa?*4-Biry-hCy*=o 

représente  deux  droites  passant  par  Torigine;  Téquation  (i5> 
donne  les  directions  des  axes,  c'est-à-dire  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  ces  deux  droites;  on  obtiendra  les  équations 

de  ces  bissectrices  elles-mêmes,  en  remplaçant  u  par  -  dans 
réquation  (i5),  ce  qui  donne 

(16)    Bx»— 2(A  — C)a:y— By«=o.     " 

Comme  les  directions  des  axes  dépendent  uniquement  des 
coefficients  des  termes  du  second  degré,  si  la  courbe  est  une 
hyperbole,  les  axes,  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  droites  (8),  sont  les  bissectrices  des  angles  des 
asymptotes. 

On  appelle  sommet  d'une  courbe  du  second  degré  les  points 
où  elle  est  rencontrée  par  un  axe.  La  parabole,  ayant  un  seul 
axe  qui  ne  rencontre  la  courbe  qu'en  un  point,  n'a  qu'un 
sommet;  l'ellipse  a  quatre  sommets  et  l'hyperbole  deux. 

ELLIPSE  ET  HYPEBBOLE  RAPPORTÉES  A  DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

flSS — Supposons  que  l'on  prenne  pour  axe  des  x  un  dia- 
mètre d'une  courbe  du  second  degré,  et  pour  axe  des  y  une 
parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  divise  en  deux  parties 
égales;  l'équation 

devra  donner  pour  chaque  valeur  de  x  deux  valeurs  de  y 
égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

Bic-hE  =  o, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  et,  par  suite,  B  =  o,  E  =  o. 
L'équation  aura  donc  la  forme 

(17)    Ajî»4-Cî/»-hDic-hF  =  o. 

Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  en  prenant 

pour  axe  des  y  le  diamètre  conjugué  du  premier,  on  aura  par 

la  même  raison  D  =  0,  ce  qui  réduit  l'équation  de  la  courbe  à 

la  forme 

(18)    Aa?*4-Cy«-i-F  =  o. 
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PARABOLE    RAPPORTÉE  A  UN  DIAMÈTRE  ET  A  LA  TANGENTE 
A  L^EXTRÉMITÉ  DE  CE  DIAMÈTRE. 

flSO — La  parabole  n^admet  pas  de  diamètres  conjugués; 
mais^  si  Ton  prend  pour  origine  le  point  où  le  diamètre  ren- 
contre la  courbe,  le  terme  constant  F  de  Téquation  (17)  sera 
nul;  on  sait,  d'ailleurs,  que  les  droites  parallèles  au  diamètre 
ne  coupent  la  courbe  qu'en  un  point;  ainsi,  à  chaque  valeur 
de  y  correspond  une  seule  valeur  de  a?,  ce  qui  exige  que 
A  =  o.  L'équation  de  la  parabole  sera  donc  de  la  forme 

(19)    Cy*-hD^  =  o. 

On  peut  remarquer  que  Taxe  des  y  n'est  autre  chose  que  la 
tangente  à  l'origine. 

Les^formes  (18)  et  (19)  se  rapportent  à  une  infinité  de  systèmes 
d'axes  obliques  et  à  un  seul  système  d'axes  rectangulaires. 
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Réduction  de  réqnation  du  fteeond  degré. 


140 — Pour  étudier  avec  plus  de  facilité  les  propriétés 
d'une  courbe  du  second  degré,  il  impgrte  de  simplifier  autant 
que  possible  son  équation,  en  la  rapportant  à  des  axes  de  coor- 
données convenablement  choisis.  Nous  avons  vu,  dans  le  cha- 
pitre précédent,  que  l'équation  du  second  degré  peut  toujours 
être  ramenée  à  l'une  des  deux  formes 

Quand  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  ramène 
son  équation  à  la  forme  (a)  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées un  système  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques; 
généralement  les  coordonnées  seront  obliques;  elles  seront 
rectangulaires  si  l'on  rapporte  la  courbe  à  ses  deux  axes. 
Quand  la  courbe  est  une  parabole,  on  ramène  son  équation  à 
la  forme  (P),  en  prenant  pour  axe  des  x  un  diamètre  quel- 


128  LIVRE  III,  CHAPITRE  III. 

conque,  et  pour  axe  des  y  la  tangente  à  Textrémité  de  ce  dia- 
mètre; si  Ton  veut  que  les  coordonnées  soient  rectangulaires, 
on  prendra  pour  axe  des  x  Taxe  de  la  courbe. 

C'est  à  Taide  de  ces  deux  formes  d'équations,  en  coordonnées 
rectangulaires,  que  nous  démontrerons  la  plupart  des  pro- 
priétés des  courbes  du  second  degré.  Nous  allons  expliquer  la 
marche  à  suivre  pour  effectuer  la  réduction  de  Téquation.  Soit 

(i)    Aa;*+Ba7y-i-C2/*-hDa?4-Ey4-F  =  o 

une  équation  du  second  degré,  en  coordonnées  rectangulaires  ; 
si  les  coordonnées  étaient  obliques,  on  ferait  une  première 
transformation  pour  les  rendre  rectangulaires. 

ELLIPSE  ET  HYPERBOLE. 

441— Examinons  d'abord  le  cas  où  la  quantité  B* — 4AC 
est  différente  de  zéro;  la  courbe  admet  un  centre  unique,  dont 
les  coordonnées  a  et  6  vérifient  les  deux  équations  (n°  128) 

2Aa4-B6-hD  =  o,    Ba4-2C64-E  =  o; 

transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  centre 

C  (fig.  72);  nous  savons  que  les 
termes  du  second  degré  ne  chan- 
gent pas,  que  ceux  du  premier 
degré  disparaissent,  et  que  le 
terme  constant  F^  de  la  nouvelle 
équation  est  donné  par  la  formule 
Da-hE6 


Fig.  78. 


F.   L'équation 


de  la  courbe,  par  ce  premier  changement  de  coordonnées,  se 
simplifie  et  devient 

(2)    Aa;î-f-B^,y,-+-Cî/î  +  F4  =  o. 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  des  coordonnées  supposés 
rectangulaires  d'un  angle  a  autour  du  centre  C  pour  les  faire 
coïncider  avec  les  a«es  de  la  courbe;  les  formules  de  transfor- 
mation sont 

x^  =  x'  cosa  —  tf  sin a,    y^  =  x'  sin a  4-  y'  cos a. 
En  substituant  dans  Téquation  (2),  on  obtient  la  nouvelle 
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équation 

LCOs'a+Csiii*a-+-Bsinacosa)a!/'+  (Asin*a+ Ccos'a  —  Bsinacosa)  y'- 

-+-[2(C — A)sinacosa+B(cos*a  — sin'a)]a/y^+F,=o. 

Oq  peut  disposer  de  Taugle  a  de  manière  à  annuler  le  coeffi- 
cient du  terme  tnoc/yf  ;  pour  cela^  on  posera 

(4)    2  (C  —  A)  sina  cosa  +  B  (co8*a  —  sin*a)  =  o, 
ou  (5)    Blang'a  +  2(A  — C)tanga  — B  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  est  la  même  que  Téquation  (i5) 
du  n""  i36,  par  laquelle  on  détermine  les  directions  des  axes  de 
la  courbe.  Mais  on  peut  résoudre  Téquation  (4)  plus  simple- 
ment en  la  mettant  sous  la  forme 

(C—  A)sin2a-hBcos2a  =  o, 
d'où  (6)     tang  2  a  =  -r r-,  • 

Si  Ton  exclut  le  cas  du  cercle  où  l'on  a  à  la  fois  B  =  o^  et 
Â  =  C^  Féquation  (6)  admet  une  solution  positive  iù  moindre 
que  TT^  et  les  diverses  valeurs  de  l'angle  2a  qui  satisfont  à 
cette  équation  sont  comprises  dans  la  formule 

2a  =  w-i-*r, 

où  k  désigne  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif; 
on  en  déduit 

2  2 

Les  diverses  valeurs  de  a  ne  donnent  que  quatre  directions 
différentes  pour  Taxe  CX^;  ces  quatre  directions  sont  opposées 
deux  à  deux  et  forment  deux  droites  rectangulaires.  Nous 

prendrons  pour  a  la  valeur  -»  qui  est  toujours  positive  et 

inférieure  à  -•  Le  terme  en  xfj/  disparaît  dans  l'équation  (3); 

il  reste  à  calculer  les  coefficients  des  termes  en  x/^  et  en  ij'^.  Si 

Ton  pose 

M  =  A  cos'a  H-  C  sin*a  -i-  B  sina  cosa , 

N  =  A  sin*a  H-  C  cos*a  —  B  sina  cosa; 

ona  M4-N  =  A4-C, 

N={A  —  C)(cos'a  — sin'a)-l-2Bsinacosa  =  (A  — C)cos2a-|-Bsin2a. 

BR.  9 
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L'équation  (6)  donne 

B  A— C 

sm2a= — *    C0S2a  = 


±:VB*+(A— C)«  ±VB*-4-{A— C)*' 

il  en  résulte         M  —  N = ±  VB*-h(A  — C)«. 

On  calculera  donc  les  deux  coefficients  M  et  N  à  Taide  des 

formules 

I  M-hN  =  A+C. 

'     1  M  — N=d=VB»4-(A— C)*. 

Nous  avons  choisi  la  valeur  de  2a  positive  et  inférieure  à  tz  ; 
sin2a  ayant  une  valeur  positive,  il  faudra  mettre  devant  le 
radical  le  signe  de  B.  De  cette  manière  Téquation  de  la  courbe 
est  ramenée  à  la  forme  simple 

(8)    Ma/»-hNy'»-hF4  =  o. 

Si  Ton  retranche  les  deux  équations  (7)  membre  à  membre 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  obtient  la  relation 

4MN  =  4AC  — B». 

L'équation  (8)  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant 
que  les  deux  coefficients  M  et  N  ont  le  même  signe  ou  des 
signes  contraires. 

PARABOLE. 

44!ï— Quand  B*— 4AC  =  o,  les  termes  du  second  degré 
dans  réquation  proposée  forment  un  carré  parfait  ;  on  a,  en 

B* 

effet,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur  yp» 

et  l'équation  peut  s^écrire 

cU-f-^a?j  -f-Dj?-{-Ey  +  F  =  o. 

Faisons  d'abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
l'origine  d'un  angle  a  (flg.  79);  à  l'aide  des  formules  de  trans- 
formation 

a?  =  a?4C0sa  — î/jSina,    yrs^iSina-hy^cosa; 
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l'éqaation  proposée  deTient 

(9)    C    (cosoL  —  ^  sin  ctj  y,  -h  f  sin  «  H-  ^  cosa j  x» 
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(D  cosa  +  E  sin  a)  a?4  4- (E  cosa  —  D  sina)  y,  4- F  =  o. 

On  peut  disposer  de  Tangle  a  de  manière  à  annuler  le  coeffi- 
cient de  x^  ou  de  y^  dans 
le  polynôme  qui  estélei^é 
au  carré;  posons^  par 
exemple^ 

sma  -i — j^  cosa  =  o, 
(10)    tanga=— --J, 


Fig.  79. 


réquation  (9)  se  simpli- 
fiera et  prendra  la  forme 


On  a 


(II)    NyÎ4-Pj?»+Qyi+F=o. 


N=C(cosa nsina)  =C  (cosa  +  tangasina)  = — r- 

\  2C        /  \  /        cos*a 


B*-+-4C* 

et,  par  suite,  N= — .^      =A  +  C.  Quant  aux  coefficients 

P  et  Q,  on  les  obtiendra  en  remplaçant  sina  et  cosa  par  leurs 
valeurs,  ce  qui  donne 


P  =  - 


2CD  — BE 


V4C(A+C) 


Q  = 


2CE-+-BD 

V4G(AH-C/ 


Si  le  coefficient  P  était  nul,  Téquation  (11),  ne  renfermant 
plus  x^j  ne  pourrait  représenter  que  deux  droites  parallèles  à 
raxe  OX^.  Lorsque  ce  coefficient  est  différent  de  zéro,  on  dé- 
place les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes;  en  posant  x^=a'ha:^, 
^1= 6  -h  î/',  réquation  (i  i)  devient 

Nî/»+Pic'-f-(2N6-hQ)y'-h(N6*+Pa-f-Q6  +  F)=o. 

Oq  disposera  des  coordonnées  a  et  6  de  la  nouvelle  origine  A 
de  manière  à  annuler  le  coefficient  de  j/  et  le  terme  constant, 

2N6h-Q  =  o,    N6*-hPa-}-Q6-+-F=o, 
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ce  qui  donne  pour  a  et  6  des  valeurs  finies  et  déterminées^  et 
réquation  sera  ramenée  à  la  forme  simple 

(12)    Ny'*-f-Px'  =  o. 

On  a  fait  d'abord  tourner  les  axes  des  coordonnées  autour  de 
Forigine  de  manière  à  rendre  Taxe  OX^  parallèle  à  l'axe  de  la 
parabole  ;  on  a  transporté  ensuite  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  sommet  A  de  la  parabole.  De  cette  manière  la 
parabole  est  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet. 
1143 — Remarque.  Pour  effectuer  la  réduction  de  Téquation 
du  second  degré,  nous  avons  supposé  les  axes  rectangulaires  ; 
si  les  axes  étaient  obliques  et  faisaient  entre  eux  un  angle  0, 
on  pourrait  rapporter  la  courbe  à  des  axes  rectangulaires,  en 
conservant  l'axe  des  x  et  prenant  pour  axe  des  y  une  droite 
perpendiculaire  à  Taxe  des  x.  Les  formules  de  transformation 

sont 

a/sinO  —  v'cos9  v' 

x:= ,^ ,     t/  =  -^; 

sm6  ^      sinô 

les  termes  du  second  degré  dans  la  nouvelle  équation  ont  pour 
coefficients 

BsinQ  —  2Asin9cosô     ^,     C+Acos*9 — Bcos6 


A'=A,  B^= 


sin*6  sin*6 


Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  coefficients  satisfont  aux  rela- 
tions suivantes 

A  +  C-Bcos9_  B^_4AC        ,  / 

sin^9  -A+L,        sin»9      "^  -4AC. 

Les  quantités  A'4-  C  et  B'*  — 4A'C^,  qui  sont  égales  à  M-f-  N 
et  à  — 4MN,  conservant  des  valeurs  invariables  pour  tous  les 
systèmes  d'axes  rectangulaires,  il  en  résulte  que  les  quantités 

A  +  C  — Bcos9      B'  — 4AC 
sin*9         '        sin*9 

restent  constantes  par  rapport  à  tous  les  systèmes  d'axes 
obliques. 

EXEMPLES. 

I.  205*— 3a;yH-3y'4-a7  —  7j/-{-i=:p. 

La  courbe  est  une  ellipse,  puisque  la  quantité  B*  —  4AC  est 
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négative.  Pour  obtenir  les  coordonnées  du  centre^  on  égale  à 
zéro  les  deux  dérivées  partielles^ 

,4^  — 3yH-i  =  o,     — 3a:-h6y  —  7  =  0, 
OU  x  =  i,  ^=3,     Y^= — 5- 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au 
centre  C  (fig.  72),  l'équation  devient 

2x\  —  3j?iî/i  -f-  3yî  —  -j  =  o. 

Faisons  maintenant  tourner  les  axes  d'un  angle  a  donné  par 
la  formule 

tang2a  =  j— ^  =  3. 

L'équation  résolue  par  les  tables  donne 

2a  =  7i'33'54",    ou    oi  =  'S5^&5f. 

On  peut  aussi  obtenir  Tangle  a  par  une  construction  graphique; 
on  porte  sur  les  axes  des  x  et  des  y,  à  partir  de  l'origine  C^ 
deux  longueurs  respectivement  égales  à  i  et  3;  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  les  deux  longueurs  fait  avec  l'axe 
des  X  un  angle  qui  a  pour  tangente  3;  Taxe  CX^  est  donc  la 
bissectrice  de  cet  angle.  On  obtient  ensuite  M  et  N  par  les 
formules 

M-+-N  =  5,    M  — N=— Vïô, 

paisque  B  est  négatif.  Il  en  résulte 

2  2 

et  l'équation  de  la  courbe  devient 

(5-\^)a/»+(5-f-\^)î/'»=y; 
la  courbe  intercepte  sur  les  axes  des  longueurs 

V3(5-Vï^)  V3(5  +  Vio) 
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II.  2X^  —  Sxy  -H  5y  —  I  =  o. 

La  courbe  est  une  hyperbole  (flg.  80) .  Les  coordonnées  du 

centre  données  par  les  équa- 
tions 

4a?  — 5y  =  o, 
—  5j?  4-5  =  0, 
sont 

x=i,  y=^9  d'où  Fj=i. 

Si  l'on  transporte  Torigine 
au  centre,  Féquation  de- 
vient 

2x\  —  SXiy^-h  1  =  0. 

Fig.  80.  L'angle  a  est  dokiné  par  la 

5  , 

formule  tang2a= ♦  et  Ton  a  M-|-N=2,  M  — N= — \2g^ 

2  2 

L^équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes  est 

(2  —  V29)  a/*  +  (2  H-  V29)  y'*  -f-  2  =  0. 

L'équation  primitive  ne  contenant  pas  de  terme  en  y%  Tune 
des  asymptotes  est  parallèle  à  Taxe  OY  (flg.  80). 

III.  4^*  —  i2xy-+-  gy*  —  36a:  + 100  =  o. 

La  courbe  est  une  parabole  (fig.  79).  Les  termes  du  second 
degré  forment  un  carré  parfait,  et  l'équation  peut  s'écrire 


(y-fx)- 


36ic-H-ioo  =  o. 


Faisons  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l'angle  a  donné 
par  la  formule  tanga  = j^  =  -^  =  ^^ ,  d'où  a  =  34Mï'  25", 

2|ji         lo         O 

on  aura 

3  2 

N  =  i3,    cosa  =  -7=:»    sina  =  -r=f 

VÎ3  \/i3 


P=- 


VÎ3      "      VÎ3 
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L^équation  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  OX^  et  OY^  est  donc 

o  1       io8  72 

On  obtient  les  coordonnées  du  sommet  en  joignant  à  cette 

équation  la  suivante  26^^+  -^  =  0.  On  en  déduit 

Vi3 

36  3901 

^*""~i3Vî3'    ^*"" 27.13 V73* 

Si  Ton  transporte  les  axes  en  ce  points  l'équation  devient 

i3y'* ==0^  =  0. 

Vi3 


CHAPITRE  IV. 

l'eUlpsé. 


^roposons-nous  de  construire  la  courbe  représentée 
par  l'équation 

Ma;»-hNî/«4-F4  =  o, 

dans  laquelle  les  deux  coefficients  M  et  N  ont  le  même  signe^ 
par  exemple  le  signe  +. 

Si  la  constante  F^  a  une  valeur  positive,  Téqualion,  ne  pou- 
vant être  satisfaite  par  des  valeurs  réelles  de  x  et  y,  ne  repré- 
sente aucun  lieu  géométrique. 

Si  F^  est  égal  à  zéro,  Téquation^  n'étant  satisfaite  que  par 
x=o,  y  =  o,  représente  un  seul  point,  l'origine  0. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  F.  a  une  valeur  négative, 
et  posons  Fi=— H,  l'équation  devient 

Maî'-+-Ny«  =  H. 
Résolue  par  rapport  à  y,  elle  donne 


i'=^V-N— 


Fi  g.  81. 
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Pour  que  Fordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  el  il  suffit 

que   la  valeur   numérique  de 
l'abscisse  soit  plus  petite  que 

i/^;  portons  sur  Taxe  X^X, 

à   partir   de    Torigine,    deux 
longueurs  OA,   OA'   égales    à 

i/rr et  par  les  points  A,  A'  me- 
nons des  parallèles  à  Taxe  Y^Y, 
la  courbe  est  située  tout  entière 
entre  ces  deux  parallèles  (fig.  8i).  A  chaque  abscisse  OP,  corn- 
prise  entre  ces  limites,  correspondent  deux  ordonnées  PM,  FM' 
égales  et  de  signes  contraires;  quand  x  =  o,  l'ordonnée  ac- 
quiert sa  plus  grande  valeur  numérique  \/î^;  portonssur  Y' Y, 

à  partir  de  Torigine,  deux  longueurs  OB,  OB^  égales  à  i/î^'  et 

par  les  points  B,  B'  menons  deux  parallèles  à  Taxe  X^X;  la 
courbe  est  située  tout  entière  entre  ces  deux  nouvelles  paral- 
lèles, et,  par  conséquent,  elle  est  renfermée  dans  le  rectangle 
CDEF  formé  par  les  deux  couples  de  parallèles. 
Si,  pour  abréger,  on  représente  par  a  et  6  les  deux  quantités 

Vm'  Vn'  l'équation  prend  la  forme 


d'où 


(2)    y=±-Va«— X*. 


Quand  x  croît  de  o  à  a,  la  valeur  numérique  de  y  décroît  de 
6  à  G,  ce  qui  donne  un  arc  de  courbe  BMA,  et^  à  cause  du 
double  signe,  l'arc  égal  B'M^A.  Quand  x  varie  de  o  à  — a,  la 
valeur  numérique  de  y  décroît  encore  de  6  à  o,  ce  qui  donne 
deux  autres  arcs  BM^A^,  B'NA'  égaux  aux  premiers.  Ces  quatre 
arcs  égaux  forment  l'ellipse. 

La  droite  A' A  est  un  axe  de  l'ellipse;  car  à  chaque  abscisse 
OP  correspondent  deux  ordonnées  PM,  PM^  égales  et  de  signes 
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contraires.  La  droite  B'B  est  aussi  un  axe  de  Tellipse;  car,  si 
on  résolvait  Téquation  par  rapport  à  x,  on  verrait  de  même 
qu'à  chaque  ordonnée  OQ  correspondent  deux  abscisses  QH^ 
QMj  égales  et  de  signes  contraires.  Les  points  A,  A^,  B,  B^  où 
les  axes  rencontrent  Tellipse^  sont  les  sommets  de  Tellipse.  Les 
longueurs  A' A,  B'B  des  deux  axes  sont  respectivement  égales 
à  2a  et  à  26. 

L'ellipse  devient  un  cercle  quand  les  axes  sont  égaux. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'origine  0  est  centre  de  l'ellipse;  en 
eJETet^  soient  Xy  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de 
l'ellipse^  il  est  évident  que  l'équation  (i)  est  aussi  satisfaite 
par  les  valeurs  —  x,  —  y;  il  existe,  par  conséquent,  un  second 
point  N  de  l'ellipse  qui  a  ses  coordonnées  —  OP',  — P'N  res- 
pectivement égales  aux  coordonnées  OP,  PM  du  point  M,  mais 
de  sens  contraires;  les  triangles  OPM,  OP'N  sont  égaux;  donc 
OM  =  ON,  et  la  ligne  MON  est  droite  à  cause  des  angles  égaux 
POM,  FON.  Ainsi^  les  points  M  et  N  de  l'ellipse  sont  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  au  point  0;  donc  le  point  0  est 
centre  de  l'ellipse. 

14ft — Pour  étudier  comment  varie  la  distance  du  centre 
aux  différents  points  de  l'ellipse,  ou  le  rayon  de  l'ellipse, 
cherchons  Féqualion  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires,  en 
prenant  le  centre  0  pour  pôle  et  Taxe  OA  de  la  courbe  pour 
axe  polaire.  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace  x  et  y  par 
p  cosco,  et  p  sin  ct),  on  a 


/^\     p*cos*û)      p*sin*a> 


a' 
Supposons  a  >  6,  et  mettons  l'équation  sous  la  forme 


p'      a*      \6*      ay 


Si  Ton  fait  varier  w  de  o  à  -»  la  quantité  \  croît,  et  par  con- 
séquent p  décroit  constamment  de  a  à  6.  Le  maximum  de  p 
esta,  le  minimum  6. 
146— Désignons  par  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point 


Fig.  82. 
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quelconque  du  plan  et  considérons  le  polynôme 

a»  ^6»      ^• 

Pour  un  point  M  situé  sur  Tellipse  (flg.  82),  le  polynôme  est 

égal  à  zéro.  Imaginons  qu'un  point 
mobile  P  parte  du  point  M  et  s'éloigne 
sur  le  prolongement  du  rayon  OM; 
les  deux  coordonnées  a?  et  y  augmen- 
tant en  valeur  absolue,  le  polynôme 
va  en  croissant  indéfiniment;  il  prend 
donc  des  valeurs  positives  de  plus  en 
plus  grandes.  Au  contraire,  si  le  point  mobile  se  rapproche  du 
centre,  le  polynôme  diminue  et  prend  des  valeurs  négatives. 

Ainsi  le  polynôme  ~  4-  n  ""  ^  reste  négatif  pour  tous  les 

points  situés  à  Tintérieur  de  Tellipse,  sur  Vellipse  il  est  nul, 
et  il  devient  positif  pour  tous  les  points  situés  en  dehors  de 
Teliipse. 

147 — Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à  l'un  des 
axes  de  Pellipse  sont  proportionnels  aux  produits  des  segments 
correspondants  formés  sur  cet  axe. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  j?  et  j^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  H  de  Tellipse' (fig.  81),  on  a,  en  vertu  de 
réquation  (2), 


=  -:»      OU 


â-' 


(a  —  ic)  (a  -h  x)     a* 

Mais  les  deux  segments  AP,  A'P  de  Taxe  AA^  sont  égaux  res- 
pectivement à  a — X  et  à  a 4- a?,-  on  a  donc 

MP'      _5* 
APXA'P      a** 

Ainsi,  le  carré  de  l'ordonnée  est  au  produit  des  segments 
formés  sur  Taxe  dans  un  rapport  constant. 

148 — Les  ordonnées  perpendiculaires  au  grand  axe  de 
V ellipse  sont  aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  décrit 
sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le  rapport  constant  du  petit 
axe  au  grand  axe. 


DE  L^ELUPSE.  139 

Soit  AA^  le  grand  axe  de  Tellipse  (fig.  83);  sur  ce  grand  axe 
comme  diamètre  décrivons  un  cercle;  à  TordonnéeMP  de  Tel- 

lipse  correspond  l'ordonnée  M^P 
du  cercle.  L'équation  (2)  s'écrit 

a' 


yja* 


X' 


mais  Va*  —  a*  représente  For- 
donnée  M|P  du  cercle;  on  a  donc 

Fig.  83.  M,P       a 

Le  petit  axe  jouit  de  la  même  propriété;  Tordonnée  MQ,  per- 
pendiculaire au  petit  axe^  est  à  l'ordonnée  correspondante  M,Q 
du  cercle  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre  dans  le  rapport 
constant  du  grand  axe  au  petit  axe. 

L'ellipse  est  la  projection  orthogonale  d'un  cercle.  Imagi- 
nons que  Ton  fasse  tourner  le  cercle  AB^A^  autour  de  Taxe 

AA^  d'un  angle  <f,  tel  que  Ton  ait  cos(p  =  -*  l'ordonnée  PM^ 

du  cercle  tournera  autour  du  point  P,  tout  en  restant  perpen- 
diculaire à  Taxe  AA^;  dans  cette  position^  elle  se  projettera 
sur  la  droite  PM;  pour  avoir  la  longueur  de  la  projection^  il 

suffît  de  multiplier  la  longueur  PH^  par  cos(p  ou  par  -f  ce  qui 

a 

donne  Tordonnée  PM  de  l'ellipse.  Ainsi  le  point  M|  du  cercle  a 

pour  projection  le  point  M  de  l'ellipse;  chacun  des  points  du 

« 

cercle  se  projetant  ainsi  au  point  correspondant  de  l'ellipse,  il 
s'ensuit  que  l'ellipse  est  la  projection  du  cercle. 

On  peut  aussi  considérer  le  cercle  comme  la  projection  or- 
thogonale d'une  ellipse.  Imaginons  que  l'on  fasse  tourner 

Mlipse  autour  de  Taxe  BB'  d'un  angle  ç  ayant  pour  cosinus  -; 

l'ordonnée  QM  de  l'ellipse  aura  pour  projection  l'ordonnée  QM, 
du  cercle  décrit  sur  BB^  comme  diamètre^  et  le  petit  cercle  sera 
la  projection  de  l'ellipse. 

149 — Construction  de  Vellipse  par  points.  On  déduit  de 
ce  qui  précède  un  moyen  très-simple  de  construire  l'ellipse 
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par  points.  Sur  chacun  des  deux  axes  de  Tellipse  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle  (âg.  83);  du  centre  on  trace 
un  rayon  quelconque  qui  coupe  ]es  deux  cercles  en  M^  et 
H,;  par  le  point  H^  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe^  par 
le  point  H,  une  parallèle  au  grand  axe;  le  point  d'intersec- 
tion M  de  ces  deux  droites  appartient  à  Tellipse.  Après  avoir 
déterminé  de  la  sorte  un  nombre  suffisant  de  points,  on  fait 
passer  un  trait  continu  par  tous  ces  points,  etTellipse  est  ainsi 
construite. 

USO — Cof^struire  les  points  dHntersection  d'une  ellipse  et 
d'une  droite.  11  est  utile  de  savoir  déterminer  les  points  où  une 

droite  donnée  MM'  coupe  une 
ellipse  définie  par  ses  deux  axes 
AA^  BB'  (fig.  84),  sans  que  l'el- 
lipse soit  tracée.  Comme  nous 
l'avons  dit,  Tellipse  peut  être 
considérée  comme  la  projec- 
tion orthogonale  du  cercle 
Fig.  84.  AB^Af  décrit  sur  le  grand  axe 

AA'  comme  diamètre,  et  que  Ton  fait  tourner  autour  de  AA' 

d'un  angle  <p  ayant  pour  cosinus  — 

Cherchons  dans  lé  plan  du  cercle  la  droite  M^M/  qui  a  pour 
projection  MM'  dans  le  plan  de  Tellipse;  soit  N  un  point  quel- 
conque de  la  droite  MM',  le  point  correspondant  N^  est  placé 
sur  l'ordonnée  NQ  à  une  distance  telle  que  Ton  ait 

NQ  b 

N^=cosî  =  -; 

pour  le  déterminer  on  mènera  la  droite  BN  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  H  avec  Taxe  AA';  la  droite  B^H,  se  projetant  suivant 
BH,  coupe  Tordonnée  QN  au  point  N^.  On  obtiendrait  de  même 
un  autre  point  quelconque  de  la  droite  M1H4  ;  mais  il  est  plus 
simple  de  se  servir  du  point  S  où  la  droite  MM'  rencontre  Taxe; 
la  droite  SN^  a  pour  projection  la  droite  donnée  sur  le  plan  de 
Tellipse.  Cette  droite  SN^  coupe  le  cercle  en  deux  points  H^, 
M/;  les  ordonnées  M^P,  M^P'  détermineront  sur  la  droite  don- 
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aée  les  deux  points  M^  M'  où  cette  droite  rencontre  Tellipse. 


TANGENTE. 


fl&H — Nous  avons  trouvé  (n*  laS)  Téquation  de  la  tangente 
k  une  courbe  du  second  degré;  quand  l'équation  de  Tellipse  est 
mise  sous  la  forme  simple 


(4)    ^H-Ç-i  =  o. 


a 

réquation  de  la  tangente  au  point  M,  ayant  pour  coordonnées 
X  et  y,  devient 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  pour  valeur ^* 

On  voit  qu'en  A  et  A'  la  tangente  est  perpendiculaire  sur 
Taxe  A' A,  qu'en  B  et  B'  elle  lui  est  parallèle,  et  que,  quand  le 
point  de  contact  se  meut  sur  Tellipse  de  A  en  B,  la  tangente 

lait  avec  A^  A  un  angle  obtus  qui  croit  de  -  à  r. 

La  normale,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  a  pour 
équation 

fl5!S — ConstriAclion  de  la  tangente  en  un  point  de  l'ellipse. 
i\,  dans  réquation  de  la  tangente,  on  fait  Y  =  o,  on  obtient 

a' 

Tabscisse  X=  —  du  point  T  où  la  tangente  rencontre  le  pro- 

longement  du  grand  axe  (ûg.  85). 
Comme  cette  valeur  de  OT  est 
indépendante  du  petit  axe  26  et 
de  l'ordonnée  y  du  point  de  con- 
tact, il  en  résulte  que,  si  sur 
Taxe  A^A  on  construit  plusieurs 
ellipses,  les  tangentes  aux  points 
qui  ont  même  abscisse  passent 
Fig.  85.  par  un  même  point  T  situé  sur 

le  prolongement  de  Taxe  A' A.  Or,  parmi  ces  ellipses,  se  trouve 
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le  cercle  ÂB^Â';  pour  construire  la  tangente  à  Fellipse  au  point 
M^  on  mènera  une  tangente  au  cercle  au  point  M^^  situé  sur  La 
même  ordonnée^  on  joindra  le  point  M  au  point  T^  où  la  tani- 
gente  au  cercle  rencontre  le  prolongement  de  Taxe  Â^  Â  ;  la 
droite  MT^  ainsi  obtenue,  est  la  tangente  à  Tellipse. 

Cette  construction  revient  à  considérer  la  tangente  à  Tellipse 
au  point  M  comme  la  projection  de  la  tangente  au  cercle  au 
point  correspondant  M^.  En  effet,  quand  on  fait  tourner  le  plan 
du  cercle  autour  de  Taxe  AA'  de  Tangle  ç,  le  point  T  où  la 
tangente  M^T  rencontre  Taxe  reste  immobile;  le  point  H^  se 
projetant  en  M,  la  droite  M^T  a  pour  projection  HT;  c'est  la 
tangente  à  l'ellipse. 

flS3 — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P.  Dé- 
signons par  œ^  et  Pi  les  coordonnées  du  point  P  (ûg.  86). 
Nous  avons  trouvé  (n^  126)  l'équation  de  la  corde  des  contacts 

MW.  La  détermination  des  points  de 
contact  revient  donc  à  la  résolution 
des  deux  équations  simultanées 

(5)    Ç^  +  #  =  i. 

Fig.  86.  or        0 

En  éliminant  y^,  on  obtient  Téquation  du  second  degré 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  H  et  H^ 

des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  Cette  équation^  dans 

se 
laquelle  on  peut  regarder  -  comme  Pinconnue^  aura  ses  ra- 

cines  réelles  si  la  condition  -tH--??— -i>o  est  satisfaite, 

c'est-à-dire  si  le  point  P  est  en  dehors  de  Tellipse. 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  les  tangentes 
menées  du  point  P,  en  considérant  Tellipse  comme  la  projec- 
tion du  cercle  AB^  A  (fig.  87).  Cherchons  dans  le  plan  du  cercle 
le  point  Pi  qui  a  pour  projection  le  point  P  dans  le  plan  de  Tel- 


Fig.  87. 
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lipse.  Traçons  dans  le  plan  de  l'ellipse  la  droite  PB  que  nous 
prolongerons  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Taxe  en  H;  la  droite 

HBi,  ayant  pour  pro- 
Pi  jection  HB,  passera 

par  le  point  P^  et  dé- 
terminera ce  point. 
Du  point  P^  menons 
au  cercle  les  tangen- 
tes Pi  Ml,  Pi  m;  que 
nous     prolongerons 
jusqu'à  leur  rencon- 
tre avec  Taxe  en  T  et 
T'jles  droites  PT,PT^ 
projections  des  tangentes  au  cercle^  seront  tangentes  à  Tellipse^ 
et  les  points  de  contact  M  et  M^  seront  situés  sur  les  ordonnées 
des  points  Mj,  M{.  Pour  que  Ton  puisse  effectuer  ces  construc- 
tions, il  n'est  pas  nécessaire  que  Tellipse  soit  tracée. 

Ilft4 — Mener  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Soit  y  =  mx  Féquation  de  la  droite  donnée  OL,  que  Ton 
peut  supposer  menée  par  le  centre  (fig.  88).  Appelons  x  et  y 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M;  ce  point  étant  sur  Tel- 

lipse,  on  a  Téquation 

a»  ^  6*       ' 

le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  devant  être  égal 
à  m^  on  a  la  seconde  équa- 
tion 

Fig,  88.  o*y  "~      * 

Ces  deux  équations  simultanées  déterminent  les  deux  incon- 
nues X  et  y;  la  première  représente  Fellipse  proposée;  la 
seconde  une  droite  MH^  passant  par  le  centre;  les  points  où 
cette  droite  rencontre  Tellipse  sont  les  points  de  contact. 

Il  est  facile  de  construire  ces  tangentes  géométriquement. 
Cherchons  d'abord  dans  le  plan  du  cercle  le  diamètre  OL^  qui  a 
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pour  projection  OL  sur  le  plan  de  l'ellipse;  il  suffit  de  joindre 
le  point  B  à  un  point  quelconque  L  de  la  droite  OL  et  de  pro- 
longer la  droite  BL  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Taxe  en  H;  puis 
de  tracer  BjH  et  de  prendre  le  point  d'intersection  L^  de  cette 
droite  avec  Tordonnée  du  point  L;  le  point  L  étant  la  projec- 
tion du  point  Li9  la  droite  OL  est  la  projection  de  OL^.  On  mène 
au  cercle  des  tangentes  M^T,  lAlV,  parallèles  à  OL^^  et  par  les 
points  T  et  T^  où  ces  tangentes  rencontrent  l'axe^  des  paral- 
lèles TM^  T^M^  à  la  droite  OL.  On  a  les  tangentes  demandées; 
car  les  projections  OL,  TM  des  droites  parallèles  OL^,  TM^  sont 
elles-mêmes  parallèles.  Les  points  de  contact  H  et  M'  son  dé- 
terminés par  les  ordonnées  des  points  M^  et  M^ . 

fl5& — On  peut  obtenir  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse 
sous  une  autre  forme  qu'il  est  bon  de  connaître.  Cherchons 

les  points  d'intersection  de  l'ellipse  —  +  j-  =  i  et  de  la  droite 

y  =  mx  -H  k. 
L'élimination  de  y  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection. 
Quand  cette  équation  a  ses  racines  réelles  et  inégales^  la  droite 
rencontre  l'ellipse  en  deux  points;  c'est  une  sécante.  Quand 
les  racines  deviennent  égales  entre  elles,  ce  qui  a  lieu  lorsque 
la  condition  fc*=:a'm*-f-62  est  remplie,  les  deux  points  d'in- 
tersection se  confondent,  et  la  droite  devient  tangente.  Si  Ton 
remplace  la  constante  k  par  sa  valeur,  l'équation  de  la  tangente 
se  présente  sous  la  forme 

(6)    y  =  mx±  Va*  m^  -h  6*. 

Cette  équation,  dans  laquelle  le  paramètre  m  est  arbitraire, 
représente  toutes  les  tangentes  à  l'ellipse.  Si  l'on  donne  le 
coefficient  angulaire  m  ou  la  direction  de  la  tangente,  l'é- 
quation est  entièrement  déterminée,  et,  à  cause  du  double 
signe,  on  a  deux  tangentes  parallèles  et  à  égale  distance  du 
centre. 
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!*•— Celte  forme  donnée  à  Téq^alion  de  la  tangente  est 

utile  dans  un  grand  nombre  de 
^  questions.  Pour  en  montrer  un 

exemple,  proposons-nous  le  pro- 
blème suivant  :  Trouver  le  lieu 
du  sommet  d'un  angle  droit  cir- 
^  conscrit  à  Tellipse.  Supposons 
que  Ton  veuille  mener  par  un 
point  extérieur  (fig.  89),  ayant 
pour  coordonnées  x  et  y,  des 
ï*»»-  89.  tangentes  à  Tellipse;  si  Ton  re- 

présente la  tangente  par  l'équation 

la  tangente  devant  passer  par  le  point  P^  on  aura  l'équation  de 
condition 

,  y  =  mx  dz  yja^m^  -h  6% 

dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  m  est  l'inconnue.  Cette 

équation,  mise  sous  forme  entière, 
» 

w*  (a^ — x^)  4-  2xym  4-  {b^ — î/*)  =  o 

est  du  second  degré;  ses  deux  racines  donnent  les  directions 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P  à  l'ellipse^  et,  par  con- 
séquent; déterminent  ces  tangentes.  Les  deux  tangentes  me- 
nées par  le  point  P  seront  rectangulaires,  si  le  produit  des  deux 
valeurs  de  m  est  égal  à  —  i,  ce  qui  exige  que  les  coordonnées 
du  point  P  vérifient  la  relation 


a* — 0?* 


ou    x^-^y^=a'-^b^ 


Ainsi  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  l'ellipse 
est  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 


DIAMETRES. 


157— Nous  avons  trouvé  (n®  i3i)  l'équation  générale  des 
diamètres  dans  les  courbes  du  second  degré.  En  représentant 

BR.  iO 
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par  f{x,  y)  =  o  réquation  de  la  courbe,  et  par  m  te  coeffi- 
cient angulaire  des  cordes  paral- 
lèles MM'  (fig.  90),  nous  ayons  vu 
que  réquation  du  diamètre  Diy  se 
met  sous  la  forme 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes, 
réquation  du  diamètre  se  réduit  à 

6» 


2.x 


2my 


ou  y=— 


or  m 


X. 


Si  Ton  désigne  par  mf  le  coefficient  angulaire  du  diamètre 
DD',  on  a,  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre, 
la  relation 

(7)  ».«.'=- ^. 

Nous  avons  vu  aussi  que  si  Ton  mène  des  cordes  MM''  paral- 
lèles au  diamètre  DD',  le  diamètre  EE'  qui  divise  ces  cordes 
en  deux  parties  égales  a  pour  coefficient  angulaire  m;  les 
deux  diamètres  DD',  EE'  forment  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  leurs  coefficients  angulaires  m' et  m  sont  liés  par 
la  relation  (7). 

Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  coefficients  angulaires 
m  et  mf  sont  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent,  que  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  CD  et  OE,  situés  d'un  même 
côté  du  grand  axe,  sont  placés  de  part  et  d'autre  du  petit  axe; 
si  le  premier  part  de  la  position  OA  et  tourne  de  OA  vers  OB^ 
le  second  part  de  la  position  OB  et  tourne  de  OB  vers  OA' . 

flSS — La  tangente  en  un  point  quelconque  D  de  Fellipso 
est  parallèle  au  diamètre  EE'  conjugué  du  diamètre  DD'  qui 
passe  au  point  de  contact.  En  effet,  si  Ton  appelle  œ  ei  y  les 
coordonnées  du  point  D,  le  diamètre  OD  a  pour  coefficient 

angulaire  m  =  -;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 

b^  X 

point  D  est  m'= r-; 


on  voit  que  ces  deux  coefficients 


vérifient  la  relation  mm^= -- 

a* 


Fig.  91. 
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On  se  rend  bien  compte  de  celte  propriété  en  imaginant  que 
la  sécante  HH^  se  meut  parallèlement  au  diamètre  EE^  et 
s'éloigne  du  centre;  les  deux  points  d'intersection  M  et  M' ce 
rapprochent  de  plus  en  plus  du  milieu  de  la  corde^  et  finissent 
par  se  confondre  en  D;  alors  la  sécante  devient  tangente  au 
point  D. 

159 — Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  se  montrent 

immédiatement^  quand  on  considère 
Tellipse  comme  la  projection  d'un 
cercle.  Deux  diamètres  rectangulaires 
ODi,  OEi  (  fig.  91  ) ,  dans  le  plan  du 
cercle,  forment  un  système  de  diamè- 
tres conjugués;  car  chacun  d'eux  di- 
vise en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  l'autre  ;  les  cordes  paral- 
lèles se  projettent  sur  le  plan  de  Tellipse  suivant  des  cordes 
parallèles;  le  milieu  d'une  corde  a  pour  projection  le  milieu 
de  la  projection  de  la  corde;  chacun  des  diamètres  OD  et  OE» 
projections  des  premiers^  divise  donc  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à  l'autre;  ce  sont  deux  diamètres  codju- 
gués  de  l'ellipse. 

On  en  déduit  facileiqent  la  relation  qui  existe  entre  les  coef- 
ficients angulaires  m  et  tn!  de  deux  diamètres  conjugués.  Si 
Ton  appelle  m^  et  ml  les  coefficients  angulaires  des  deux  diamè- 
tres conjugués  ODj,  OEi  du  cercle,  on  a  m^=-m^y  m^=i-m(; 

d'où  mm' = -^  w^  m J  ;  puisque  les  diamètres  conjugués  du 

cercle  sont  rectangulaires,  on  a  m^m[=—i;  il  en  résulte 

mm= 1- 

a* 

Quand  on  donne  un  diamètre  OD,  on  peut  trouver  le  con- 
jugué OE,  sans  que  l'ellipse  soit  tracée.  On  construira  le  dia- 
mètre ODi  qui  a  pour  projection  OD;  on  mènera  le  diamètre 
OEj  perpendiculaire  à  OD^,  et  on  projettera  OE^;  la  projection 
OE  sera  le  diamètre  demandé. 

100 — Ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués.  Nous 
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avons  vu  (n°  i38)  que,  lorsqu'on  prend  pour  axes  des  coor- 
données deux  diamètres 
conjugués  Diy,  EE'  (fig.  92) 
"i,  d'une  ellipse,  Téqualionde 
la  courbe  se  simplifie  et 
prend  la  forme 

Désignons  par  2  a^  et  2  V  les 

longueurs  de  ces  diamè- 

Fig.92.  très  conjugués;  si,  dans 

réquation  précédente,  on  fait  successivement  y  =  o  et  ic  =  o, 

H  H 

on  a  a'*=jrî»    ^'*=ïv'  ^^  ^"^  permet  d'écrire  l'équation  de 

la  courbe  de  la  manière  suivante 


(8) 


a'*  '  b^* 


Ainsi  l'équation  de  l'ellipse  conserve  la  même  forme,  que  la 
courbe  soit  rapportée  à  ses  axes,  ou  à  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Les  calculs  qui  ont  été  effectués  pour  démontrer  les  pro- 
priétés de  l'ellipse,  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe  rap- 
portée à  ses  axes,  et  dans  lesquels  on  n'a  pas  supposé  les  coor- 
données orthogonales,  pourront  être  répétés  avec  l'équation  de 
la  courbe  rapportée  à  un  système  de  diamètres  conjugués. 
Ainsi,  Tellipse  étant  rapportée  au  sytème  des  diamètres  conju- 
gués OD  et  OE,  la  tangente  aura  pour  équation 


cô^X^ 


a 


it 


Mais  l'équation  de  la  normale  ne  conserverait  pas  la  forme 
qui  correspond  aux  axes  de  coordonnées  OA  et  08. 

ft61 — Si  l'on  appelle  a  et  ^  les  angles  que  font  les  deux 
demi-diamètres  OD,  OE  avec  le  grand  axe  OA,  a'  et  V  leurs 
longueurs,  on  a,  d'après  l'équation  (3)  du  n**  i44, 


,  ,   a'^cos'a      a"sin*a 

(9)    ^— -i rr— =1 


œ 


(10)  Z7-^H rT^=i. 


a' 
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Les  deux  diamètres  étant  conjugués,  on  a,  en  outre,  la  relation 

U„g.t.„gp=-|. 

,    ,    cosacosB  .  sinasinB 
ou  (II)    -_^  +  — ^  =  o. 

Des  deux  angles  a  et  ^^  l'un  est  aign^  Tautre  obtus;  nous  sup- 
poserons a  aigu^  ^  obtus.  Les  quatre  quantités  variables  a^  ^, 
qI ^  y ,  dont  uae  seule  est  arbitraire,  sont  liées  par  trois  relations; 
en  combinant  ces  relations^  on  en  déduit  divers  tbéorèmes. 

lOï — Si  Ton  multiplie  par  a'V  les  deux  membres  de  la 
relation  (ii),  on  peut  l'écrire  sous  la  forme  suivante 

a'cosa        a^sina 


a 


il»  • 


y  sin  p      — b/ co^^ 
5  a 

chacune  de  ces  fractions  est  égale  à  une  fraction  ayant  pour 
numérateur  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  nu- 
mérateurs^ et  pour  dénominateur  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  dénominateurs;  en  vertu  des  relations  (9)  et 
(10),  ces  deux  sommes  sont  égales  à  Tunité;  on  a  donc 

a'cosa         a'sina 


a  b 

=  1: 


d'où 


V  sinp""--fe^cosp        ' 
b  a 

a'cosa V  sin  p       g^sina fe^cosp 

ô  6     '  b  a 


Si,  dans  la  relation  (9),  on  remplace  — r —  par  la  quantité 

ft^cosB    .,    .    . 
Ï-»  il  vient 


égale 


(12)    a'*  cos*  a  -h  6'*  cos*  p  =  a*. 


a'cosa 


Si,  dans  la  même  relation,  on  remplace par  la  quan- 

,.,.  ,    ,    6^sin& 

lile  égale  — r-- ^»  on  a  aussi 


{i3)    a^*sin«a-f-6'«sin«p  =  6^ 
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Les  deux  relations  (12)  et  (i3)  signifient  que  la  somme  des 
carrés  des  projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sur  chacun  des  axes  est  constante  et  égale  au  carré  de  cet  cuve. 
En  ajoutant  les  deux  relations  (12)  et  (i3)  membre  à  membre^ 
on  obtient 

(i4)   V*+6'*=a»-H6«; 

ainsi,  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  cures. 
ft03 — En  décomposant  chacun  des  termes  de  la  relation  (9) 
en  deux  facteurs,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

a'cosa    a'cosa      a^sîna   a'sino^ 

H î: — •  — r — =1; 


a  a 


a'cosa    a'sma 


si  Ton  remplace  les  seconds  fadeurs »  — r —  par  les 

...r    r    ,     ft^sinS        6'cos3    .,    .     . 
quantités  égales  — r— ^» -$  u  vient 

a^V  (sin  pcosa  —  sinoccosP) 

ou  (i5)    a'6'sin(P  —  a)  =  a6. 

Le  produit  a^V  sin  (P  —  a)  est  la  mesure  de  Taire  du  parallélo- 
gramme ODKE  (fig.  92);  en  multipliant  par  4>  ^^  obtient  Taire 
du  parallélogramme  circonscrit  FGHK.  Ainsi,  l'aire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
est  constante  et  égale  au  rectangle  construit  sur  les  a^es. 

Le  parallélogramme  inscrit  DEIVE',  qu'on  obtient  en  joi- 
gnant les  extrémités  des  diamètres  conjugués,  est  la  moitié  du 
précédent,  et  a  aussi  une  aire  constante. 

164 — On  peut  démontrer  facilement  ces  théorèmes  en 
considérant  Tellipse  comme  la  projection  d*un  cercle. 

Deux  diamètres  conjugués  OD  et  OE  de  Tellipse  sont  les 
projections  de  deux  diamètres  rectangulaires  OD^  et  OE^  du 
cercle  (flg.  91).  Les  angles  D^OP,  E^OQ  étant  complémentaires, 
les  triangles  rectangles  D^OP,  E^OQ  sont  égaux^  et  Ton  a 

OQ  =  D,P;  mais  0P'4-D;P*=ÔD;'  =  a*j  il  en  résulte 
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oes  longueurs  OP  el  OQ  sont  les  projections  des  deux  demi- 
liamètres  conjugués  OD  et  OE  sur  le  grand  axe  de  Tellipse,  on 
roit  que  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  projectM»s  est 
x>nstaiite9  et  Ton  a 

a'*  cosa  -h  ft^'cos^p  =  o*. 

11  en  est  de  même  pour  l'autre  axe;  les  projections  des  deux 
demi-diamètres  conjugués  sur  le  petit  axe  sont  égales  aux 

ordonnées  DP  et  EQ;  mais  DP  =  -  D^P,  EQ= -  E,Q,  et,  par 
suite,  DP* -i-EQ*=~(D^VE;Q*);  les  longueurs  E^Q  et  OP 

Cl' 


étant  égales;  on  a  D^  P'  -h  E^  Q  =  D^  F  4-  OP  =  a\  et,  par  suite , 


DP'+EQ'=6% 

ou  a/*  sin*a  •+-  V*  sin*  p  =  6*. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  relations  précé* 
dentés,  on  obtient  la  relation 

o'* -H  6'*= a* -H  6*. 

flCS — Pour  démontrer  la  propriété  relative  à  Taire  du  pa- 
rallélogramme, nous  nous  servirons  du  théorème  suivant  : 

La  projection  d'une  aire  plane  sur  un  plan  quelconque  est 
égale  à  Vaire  projetée  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  des 
deux  plans. 

Considérons  d'abord  un  triangle  ÂBG  (flg.  93)  ayant  un  côté 
AB  parallèle  au  plan  de  projection  ;  nous  pouvons  supposer  que 

le  plan  de  projection  passe  par  ce  côté  ÂB; 
du  sommet  G  abaissons  sur  ce  plan  une 
perpendiculaire  CC^  et,  dans  ce  plan,  me- 
nons C^D  perpendiculaire  à  ÂB;  la  droite 
CD  sera  aussi  perpendiculaire  à  ÂB  et 
l'angle  CDC^  mesurera  l'angle  dièdre  <p  des 
deux  plans.  Cela  posé,  on  a 

C'D  =  CDcos(p, 
ABxC'D      ABxCD 


I  - 


Fig.  93. 

et,  par  suite^ 


d'où 


2  2 

AC'B  =  ACBxcos(p. 


COSÇj 


t    I 


N     ;/ 
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Ainsi^  Taire  du  triangle  AC^B  est  égale  à  celle  du  triangle  ACE 

multipliée  par  cos(p. 
Supposons  maintenant  que  le  triangle  ABC  (fig.  94)  n'aif 

aucun  de  ses  côtés  parallèle  au  plan  de  projection;  nous  pou^ 

vous  faire  passer  ce  plan  par  le  som- 
met A,  de  telle  sorte  que  les  deux  au- 
tres sommets  soient  d^m  même  côlé; 
le  plan  du  triangle  prolongé  coupe  le 
plan  de  projection  suivant  une  droite 
AI,  et  la  droite  CB  perce  ce  plan  au 
point  I;  les  triangles  AIC,  AIB  se  pro- 
jettent suivant  AIC^,  AIB',  et  Ton  a, 
d'après  ce  qui  a  été  dit, 

AIC'=:AICxcos<p, 
^'^'^^'  AlB'  =  Affixcosç; 

d'où,  par  soustraction, 

AB'C'  =  ABCxcos?. 

Le  théorème,  étant  démontré  pour  un  triangle,  s'étend  à  un 
polygone  plan  quelconque,  que  l'on  peut  toujours  décomposer 
en  triangles,  et  même  à  une  aire  plane  limitée  par  une  courbe 
fermée  quelconque;  car  on  peut  regarder  cette  aire  plane 
comme  la  limite  de  Taire  d'un  polygone  inscrit,  dont  on  aug- 
mente indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  manière  que 
chacun  tende  vers  zéro. 

Quand  on  considère  Tellipse  comme  la  projection  d'un 
cercle,  le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  con- 
ugués  est  la  projection  d'un  carré  circonscrit  au  cercle;  le 
carré  ayant  une  aire  constante  égale  à  4^*,  celle  du  parallélo- 
gramme est  aussi  constante  et  égale  à  4û'cos(p,  c'est-à-dire 
à4a&. 

AIRE  DE  l'ellipse. 

flOO — Le  même  théorème  nous  donne  immédiatement 
Taire  de  Tellipse.  L'ellipse  étant  la  projection  d'un  cercle,  son 
aire  est  égale  à  celle  du  cercle  ira%  multipliée  par  cos?  m 

par  ^t  ce  qui  donne  iraè. 
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B 


>^i:^^\ 

>yi 

Fig.  95. 


DIAMETRES  CONJUGUES  EGAUX. 

16y — Nous  avons  vu  (n**  157)  que  les  deux  demi-diamèlres 
conjugués  OD  et  OE  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  petit  axe 

OB  (flg.  gS).  On  sait  que  le  rayon  de 
l'ellipse  est  d'autant  plus  grand  qu'il 
s'écarte  davantage  du  petit  axe;  pour 
A  que  les  deux  diamètres  conjugués  de- 
viennent égaux  ^  il  faut  donc  que  ces 
deux  diamètres  fassent  des  angles  égaux 
avec  le  petit  axe  OB,  ce  qui  exige  que  les 

angles  a  et  p  soient  supplémentaires.  On  a  donc  tang'a  =  — 

et,  par  suite,  tanga=:-;  ainsi,  les  diamètres  conjugués  égaux 

OG  et  OH  coïncident  avec  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

De  la  relation  d^-\-V-=^a^-\-y^,  on  déduit  a^*  = » 

2 

et  l'équation  de  l'ellipse,  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués 

é^aux,  devient 

elle  a  même  forme  que  l'équation  du  cercle,  seulement  les 

coordonnées  sont  obliques. 
Cette  équation  signifie  que  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances de  chacun  des  points  de 
l'ellipse  aux  deux  diamètres 
conjugués  égaux  est  constante. 
En  effet,  soient  6  l'angledes  deux 
diamètres  conjugués  égaux,  MP 
et  MQ  les  coordonnées  du  point 
M,  ME  et  MF  les  perpendicu- 
laires abaissées  du  point  M  sur 

ces  diamètres,  on  a  (fig.  96)  ME  =  2/sin6,  MF  =  a;'sin9;  d'où 


x\' 


meVmf 


►      /  ,.       ,..  .  ^û      (a'  +  6'-)sin*6       20^ 


iU 
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Fig.  97. 


CORDES  SUPPLÉMENTAIRES. 

1.08 — On  appelle  cordes  supplémentaires   dans  Tellipse 
^eux  cordes  MC,  MC,  qui,  partant  d'un  même  point  de  Tel- 

lîpse,  aboutissent  aux  extrémités  d'un 
diamèfre  CG  (fig^  97). 

Deux  cordes  supplémentaires  sont 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 
Menons,  en  effet,  les  diamètres  OD  et  OE 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
MC,  MC.  Dans  le  triangle  CMC,  la  droite 
OD  parallèle  à  CM  diyise  en  parties  proportionnelles  les  deux 
côtés  CG  et  CM;  le  centre  0  étant  le  milieu  de  CC^  il  en  résulte 
que  le  diamètre  OD  divise  en  deux  parties  égales  la  corde  CAf , 
et,  par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  au  diamètre  OE.  De 
même,  le  diamètre  OE  divise  en  deux  parties  égales  la  corde 
G  M,  et,  par  suite,  toutes  les  cordes  parallèles  à  OD.  Donc  les 
deux  diamètres  OD  et  OE,  parallèles  aux  cordes  supplémen- 
taires MC,  MC,  sont  conjugués. 

Réciproquement,  si  par  les  extrémités  d'un  diamètre  CC^  on 
mène  des  droites  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  OD  et 
OE,  ces  droites  se  couperont  sur  Tellipse.  En  effet,  soit  M  le 
point  où  la  corde  CM,  parallèle  à  OE,  rencontre  Tellipse;  joi- 
gnons C^M;  les  cordes  supplémentaires  MC,  MC^  étant  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués,  la  seconde  corde  C^M  sera 
parallèle  à  OD. 

M09 — L'étude  de  la  variation  de  Tangle  de  deux  diamètres 
conjugués  est  ainsi  ramenée  à  Fétude  de  la  variation  de  Tangle 
de  deux  cordes  supplémentaires,  c'est-à-dire  de  l'angle  inscrit 
dans  une  demi-ellipse.  Pour  simplifier  le  calcul,  on  supposera 

les  deux  cordes  supplémentaires  me- 
nées par  les  extrémités  du  grand  axe 
(ûg.  98).  L'angle  ÂMA^  que  nous 
appellerons  6,  est  égal  à  la  différence 
des  deux  angles  MAX,  MA^  X;  les  deux 
droites  AM  et  A'M  ayant  pour  coeffi- 


cients angulaires 


y 


et 


y 


X — a      x-^-a 
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on  a 

y         y 

.       .      X — a     x-i-a  aatf 

tangO  = — ^^i =  a,^^y.^a.^ 

ei,  en  remplaçant  x'^  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  Tel- 
Hpse^ 

tango  =-^^^^. 

Si  le  point  H  décrit  la  moitié  supérieure  AHA^  de  rellipse^  la 
tangente  étant  négative,  Tangle  0  est  obtus;  quand  le  point  M 
est  au  point  A^  c'est-à-dire  quand  y  =  o,  Tangle  6  est  droit; 
le  point  M  marchant  de  A  vers  B,  y  augmente  ;  la  valeur  ab- 
solue de  tang6  diminuant^  l'angle  obtus  6  augmente  aussi  et 
acquiert  sa  valeur  maximum  au  point  B;  alors  on  a  y  =  b  et 

\ang9=: ^ ',  quand  le  point  M  dépasse  le  point  B  et 

parcourt  le  quart  d'ellipse  BA^,  Tangle  6  diminue  de  sa  valeur 
maximum  jusqu'à  un  angle  droit. 

Il  résulte  de  là  que  l'angle  des  demi-diamètres  conjugués  OD 
et  OE,  situés  d'un  même  côté  du  grand  axe,  est  obtus  et  varie 
depuis  un  angle  droit  jusqu'à  la  valeur  maximum  ABA';  les 
diamètres  conjugués^  qui  comprennent  Fangle  maximum^ 
étant  respectivement  parallèles  aux  cordes  supplémentaires 
A^B  et  AB^  et^  par  suite,  également  inclinés  de  part  et  d'autre 
du  petit  axe  OB^  sont  égaux. 

Nous  avons  étudié  la  variation  de  l'angle  obtus  DOE  de  deux 
diamètres  conjugués^  l'angle  aigu  DOE^  varie  en  sens  inverse. 
On  obtient  directement  cet  angle  en  menant  les  cordes  supplé- 
mentaires par  les  extrémités  du  petit  axe  BB';  quand  le  point 
H  décrit  le  quart  d'ellipse  BA^  l'angle  inscrit  diminue  depuis 
on  angle  droit  jusqu'au  minimum  BAB^^  supplémentaire  du 
maximum  obtus  ABA^ 

ft 70— Lorsqu'une  ellipse  est  tracée,  on  peut  déterminer 
graphiquement  le  centre  et  les  axes.  Pour  trouver  le  centre^ 
on  mènera  deux  cordes  parallèles  suffisamment  écartées  l'une 
de  l'autre;  on  joindra  les  milieux  de  ces  cordes^  ce  qui  don- 
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nera  un  diamètre  dont  le  milieu  sera  le  centre.  Sî^  sur  ce  dia- 
mètre, on  décrit  un  demi-cercle,  et  que  Ton  joigne  aux  deux 
extrémités  du  diamètre  le  point  où  ce  demi-cercle  coupe  la 
demi-ellipse,  on  aura  deux  cordes  supplémentaires  perpendi- 
culaires entre  elles;  les  diamètres  parallèles,  formant  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  seront  les  axes 
de  Tellipse. 

On  pourrait  obtenir  de  la  même  manière  les  deux  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  un  angle 
donné  compris  entre  le  minimum  et  le  maximum;  il  suffirait 
de  décrire  sur  un  diamètre  un  segment  capable  de  Tangle 
donné. 

117  M, — Construire  une  ellipse,  étant  donnés  deux  diamètres 
conjugués.  Soient  DD',  EE^  (fig.  99)  les  deux  diamètres  conju- 
gués donnés,  dont  nous  désignerons  les  longueurs  par  aa'  et 

26^  L'équation  de  Tellipse, 
rapportée  à  ces  deux  dianiè- 
tres  conjugués,  est 

—  -4-^=1. 


a 


/2 


/2 


Par  le  centre  menons   la 
droite  E^EJ  perpendiculaire 
^^8  ^^'  à  DD'  et  prenons  OE,  =  OE  ; 

Tellipse  qui  a  pour  axes  DD',  E1E4,  rapportée  à  ces  axes,  est 
représentée  par  la  même  équation.  Il  en  résulte  que  les  ordon- 
nées MP,  MjP,  qui  correspondent  à  une  même  abscisse  OP^ 
sont  égales  entre  elles.  Imaginons  que,  par  le  procédé  indiqué 
au  n°  147,  on  ait  construit  différents  points  de  Tellipse  DE^IV, 
dont  on  connaît  les  axes;  soit  M^  l'un  de  ces  points,  M^P  son 
ordonnée;  si,  par  le  point  P,  on  mène  PM  parallèle  à  OE  et 
égale  à  PM^,  on  aura  un  point  M  de  Tellipse  demandée.  Chaque 
point  de  la  première  ellipse  donnera  un  point  correspondant 
de  la  seconde.  Ceci  revient  à  déformer  la  première  ellipse  en 
faisant  tourner  chaque  ordonnée  PM^  autour  de  son  pied  P 
d'un  angle  constant. 
Le  même  mode  de  transformation  s'applique  à  la  tangente. 
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La  tangente  au  point  M  est  représentée  par  Téquation 


457 


x\ 


a 


i% 


en  coordonnées  obliques;  cette  équation  représente  aussi  la 
tangente  au  point  H^  en  coordonnées  rectangulaires.  Ces  deux 
tangentes  coupent  le  prolongement  du  diamètre  DD'  au  même 
point  T^  dont  on  obtient  F^bscisse  en  faisant  Y  =  o. 

Au  lieu  de  construire  l'ellipse  par  points,  comme  nous  Tarons 
expliqué,  on  pourrait  déterminer  d'abord  les  axes  de  Tellipse, 
et  construire  ensuite  cette  ellipse  au  moyen  de  ses  axes.  La 
détermination  des  axes  dépend  du  théorème  suiyant. 

ft78 — Deux  diamètres  conjugués  quelconques  déterminent 
sur  une  tangente  fixe  PQ  deux  segments  DP,  DQ  dont  le  produit 
est  constant  et  égal  au  carré  du  demi-diamètre  OE  parallèle  à 
la  tangente  (fig.  loo). 


,""'7-^ 


Fig.  100. 


Si  Ton  prend  pour  axes  des 
coordonnées  le  diamètre  OD^ 
qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact et  le  diamètre  conjugué 
OE,  et  si  Ton  appelle  o'  et  V 
les  longueurs  de  ces  demi* 
diamètres,  Féquation  de  Tel- 
lipse  est 


-Tt-+-^  =  I. 


a 


/i 


n 


Soient  y=:mx,    y  =  m^x 

les  équations  de  deux  diamètres  conjugués  OÂ,  OB;  d'après  la 

remarque  faite  au  n®  i6o,  les  coefficients  angulaires  seront  liés 

5/2 

par  la  relation  mm^= 7^-  Si,  dans  ces  équations,  on  fait 

u 

x=a'y  on  trouve  DP== — ma',  DQ  =  m'a',  d'où 

DP  X  DQ  =—  mm^a^  =  6". 

173 — On  démontre  facilement  ce  théorème  quand  on  con- 
sidère l'ellipse  comme  la  projection  d'un  cercle.  Soient  OAj, 
OBj  (fig.  ici)  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  P^Q,  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M^;  menons  le  rayon  OMj  et 
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le  rayon  ON^  parallèle  à  la  tangente;  dans  le  triangle  rec- 
tangle PiOQi,  on  a 

M,P,xM,Qi  =  OMÎ=:ONÎ. 

Quand  on  projette  la  figure^  les  dia- 
mètres 0Ai9  OBi  donnent  deux  dia* 
mètres  conjugués  de  Fellipse,  la  tan- 
gente P^Qi  une  tangente  à  Pellipse  et 
la  droite  ON^  une  parallèle  à  cette 
Fig.  101.  tangente;  les  droites  MiP^  M^Q^,  ONj 

étant  parallèles  ont  des  projections  MP^  MQ^  ON  qui  leur  sont 
proportionnelles,  on  a  donc  aussi  entré  ces  projections  la  re- 
lation 

MP.AiQ  =  ON*. 

^74 — Supposons  que  les  deux  diamètres  conjugués  OA  et 
OB  soient  les  axes  de  Tellipse  (fig.  loo).  Le  cercle  décrit  sur  PQ 
comme  diamètre  passe  par  le  point  0^  et  l'ordonnée  DH^  per- 
pendiculaire à  PQ^  est  égale  à  OE.  11  en  résulte  un  moyen  fa- 
cile de  construire  les  directions  des  axes,  quand  on  connaît 
deux  diamètres  conjugués  OD  et  OE.  Par  le  point  D  on  mènera 
une  parallèle  à  OE;  cette  parallèle  sera  tangente  au  point  D; 
on  élèyera  sur  cette  droite  une  perpendiculaire  DH  égale  à  OE^ 
et  on  décrira  un  cercle  ayant  son  centre  sur  PQ  et  passant  par 
les  points  0  et  H;  les  droites  OP  et  OQ  qui  vont  du  centre  aux 
deux  points  P  et  Q,  où  le  cercle  coupe  la  tangente,  donneront 
les  directions  des  axes. 

ft75-— II  reste  à  déterminer  les  grandeurs  des  axes.  Des 

relations  ^ 

a» -f- 6»  =  a'*  4- 6'%    a6  =  a'6'sin0, 

démontrées  aux  nos  162  et  i63,  on  déduit 

(a  —  6)*= a"-h  6'*— 2a'6^sin9  =  a'*-f- 6'*— 2a^6'cos  (^^— eV 

(a -f- 6)*= a'*-h  6''-f-2a^6'sine  =  a'»-h  6'*— 2a'6^cos  (^^-f-eV 

Comme  on  peut  supposer  que  6  désigne  Tangle  aigu  des  dia- 
mètres conjugués,  on  voit  par  ces  formules  que  la  longueur 
a  —  6  est  le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres 
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côtés  sont  égaux  à  a'  et  à  6^  et  dont  l'angle  compris  est 6. 

Ce  triangle  est  le  triangle  ODH;  car  Tangle  ODH  est  égal  à  -  —  6, 

et  les  deux  côtés  DO  et  DH  sont  égaux  à  d  et  6',-  ainsi  le  troi- 
sième côté  OH  donnera  a  —  6.  De  même  o  -f-  6  est  le  troisième 
côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  égaux  à  d 
t\kV  et  Tangle  compris  supplémentaire  du  précédent;  ce 
triangle  est  le  triangle  ODK^  que  Ton  obtient  en  prolongeant 
la  perpendiculaire  DH  d'une  longueur  égale  à  elle-même;  le 
troisième  côté  OK  donnera  a  -4-  6.  Si  du  point  0  comme  centre, 
avec  OH  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  la  longueur  Kl  sera 
égale  au  grand  axe  2a^  la  longueur  KL  au  petit  axe  26. 

On  peut  remarquer  que  le  grand  axe  OA  est  la  bissectrice 
de  Tangle  HOK,  le  petit  axe  la  bissectrice  de  Tangle  supplé- 
mentaire. 

DESCRIPTION  DE  L^ELUPSE  D*€N  MOUVEMENT  CONTINU. 

\7 %—Lors(iut  les  deux  extrémités  d'une  droite  CD  de  lon- 
gueur constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  OX, 
OY,  un  point  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  (fig.  102). 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  flxes; 
appelons  a  et  &  les  deux  longueurs  constantes  MD,  MC,  x  et  y 

les  coordonnées  variables  du  point 
M.  Les  triangles  semblables  MPC, 

-^„    .  ,  MP      MC 

DQM,  donnent  j5q  =  5î5'  ou 

y        b 


Fig.  los.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  donc 

une  ellipse  dont  les  axes  2a  et  26  sont  dirigés  suivant  les  deux 
droites  rectangulaires  données. 

11  n'est  pas  nécessaire  que  le  point  M  soit  situé  sur  la  droite 
mobile  entre  les  points  C  et  D  ;  il  peut  être  situé  sur  le  pro- 
longement. Considérons  la  droite  C'D^  dont  les  deux  points  C^ 
et  ly  glissent  sur  les  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY,  et 
diercboDS  le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Si  Ton  appelle  a  et  6 
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les  distances  Hiy  et  HC,  les  triangles  semblables  HPC^  HVOil 
donnent^  comme  précédemment, 

BIP      MC  b 

a 


ly 


Miy 


ou 


Va*— x' 


C'est  sur  cette  propriété  que  reposel  a  construction  d'un  petit 
instrument  appelé  compas  elliptique.  Deux  pointes  sont  fixées 
en  deux  points  C^  etiy^  pris  à  volonté  sur  une  droite  C^iy^  et 
un  crayon  au  point  H  ;  les  deux  pointes  glissent  dans  des  rai- 
nures rectangulaires  tracées  sur  une  plaque  de  bois;  le  crayon 
placé  en  M  décrit  Tellipse  d^m  mouyement  continu. 

^77 — Il  est  à  remarquer  que  la  normale  à  Tellipse  au 
point  M  passe  par  le  point  d'intersection  K  des  perpendicu- 
laires élevées  par  les  points  C  et  D  sur  les  deux  droites  fixes. 
En  effets  si  Ton  appelle  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  K, 
les  triangles  semblables  MPC,  DQM^  donnent 


iC/j   ^"^  X 


X 


b 

—  9 

a 


y 


d'où 


Xs'—^X 


Ainsi  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  KM  est  égal  à  celui 
de  la  normale  à  Tellipse  du  point  M. 

47  8— On  peut  généraliser  ce  théorème  et  l'énoncer  ainsi  : 
Quand  deux  points  E,  F,  d'un  plan  mobile  glissent  sur  deux 
droites  OA,  OB,  situées  dans  un  plan  fixe,  un  point  quelconque 
du  plan  mobile  décrit  une  ellipse  (fig.  io3).  Considérons  une 

position  particulière  du  plan  mobile; 
aux  points  E  et  F  élevons  des  perpen- 
diculaires sur  les  droites  OA  et  OB^  et 
soit  K  le  point  de  concours  de  ces  per- 
pendiculaires; le  cercle  décrit  sur  OK 
comme  diamètre  passe  par  les  points 
E  et  F.  La  droite  ËF  étant  constante^ 
^  ainsi  que  l'angle  EOF,  le  diamètre  du 
Fig.  103.  cercle  est  constant.  Supposons  le  cercle 

lié  à  la  droite  EF  d'une  manière  invariable,  et  emporté  avec 
elle  dans  son  mouvement;  le  cercle  passera  constamment  par 
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le  point  0;  tout  point  D  du  cercle  décrira  une  ligne  droite  OY, 
puisque,  Parc  FD  ayant  une  longueur  constante,  l'angle  FOD 
est  constant. 

Considérons  maintenant  un  point  quelconque  H  du  plan 
mobile.  Joignons  ce  point  au  centre  I  du  cercle,  et  marquons 
les  deux  extrémités  C  et  D  de  ce  diamètre.  En  vertu  de  ce  qui 
précède,  les  deux  points  C  et  D  glissent  sur  les  deux  droites 
rectangulaires  OX  et  OY;  on  en  conclut  que  le  point  M  décrit 
une  ellipse  dont  les  axes,  égaux  au  double  des  distances  MC 
et  MD,  sont  dirigés  suivant  les  deux  droites  rectangulaires  OY 
et  OX.  En  particulier  le  point  I  décrit  un  cercle. 

Les  perpendiculaires  élevées  par  les  points  C  et  D  sur  les 
droites  OX  et  OY  se  coupent  au  point  R;  il  en  résulte  que  la 
droite  MK  est  normale  à  Tellipse  au  point  H.  Si  Ton  considère 
les  ellipses  décrites  par  différents  points  du  plan  mobile,  on 
voit  que  les  normales  à  toutes  ces  ellipses  aux  points  corres- 
pondants passent  par  le  même  point  K. 

Le  diamètre  OK  du  cercle  mobile  ayant  une  longueur  con- 
stante, le  lieu  du  point  K  dans  le  plan  fixe  est  le  cercle  décrit 
du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  OK(fig.  104.)  Le 

J^'  cercle  mobile  reste  constamment  tan- 

gent à  ce  cercle  fixe.  Soit  OK^  une  nou- 
velle position  du  cercle  mobile  ;  le  dia- 
mètre OK'  rencontre  en  K^  le  cercle 
dans  sa  première  position;  ce  point  K^ 
du  cercle  mobile  décrit,  comme  nous 
l'avons  vu,  le  diamètre  K'K";  dans  la 
FigTîôé.  seconde  position  du  cercle  mobile,  il  est 

donc  venu  en  K^  Dans  le  cercle  fixe,  l'angle  au  centre,  KOK'  a 
pour  mesure  le  rapport  de  l'arc  KK'  au  rayon  OK;  dans  le  petit 
cercle,  l'angle  inscrit  KOK^  a  pour  mesure  le  rapport  de  l'arc 
KKi  au  diamètre  OK;  on  en  conclut  l'égalité  des  deux  arcs  KK' 
elKKj.  Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  obtenir  le  mouvement  du 
plan  mobile  dans  le  plan  fixe  en  faisant  rouler  le  cercle  mobile 
surle  cercle  fixe,  sans  glissement,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que 
les  arcs  KK'  et  KK^  des  deux  cercles  compris  entre  les  points  de 
contact,  dans  deux  positions  quelconques,  soient  égaux. 
BR.  ^l 
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EXERCICES. 

4»  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  parallélogrammes  conslruits  sur  les 
diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 
2^  Trouver  le  lieu  du  milieu  des  cordes  menées  par  un  même  poiot 

dans  une  ellipse. 

3"  Une  corde  d'un  cercle  se  meut  parallèlement  à  elle-même;  par  les 
extrémités  on  mène  des  droites  parallèles  à  deux  directions  données; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  parallèles. 

4^  Parmi  tous  les  parallélogrammes  circonscrits  à  une  même  ellipse,  les 
parallélogrammes  construits  sur  deux  diamètres  conjugués  ont  une  aire  mi- 
nimum. 

5®  Parmi  tous  les  parallélogrammes  inscrits  à  une  même  ellipse,  ceux 
dont  les  diagonales  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  ont  une 
aire  maximum. 

6®  De  toutes  les  ellipses  inscrites  à  un  même  parallélogramme,  quelle 
est  la  plus  grande? 

7<*  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  dans  un  même  parallélogramme, 
quelle  est  la  plus  petite? 

8^  Parmi  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  Tellipse,  les  axes 
forment  une  somme  minimum  et  les  diamètres  conjugués  égaux  une  somme 
maximum. 

9^  Inscrire  dans  Tellipse  une  corde  telle  que  la  somme  de  sa  longueur 
et  la  distance  de  son  point  milieu  au  centre  soient  maximum. 

4  0"  Une  droite  se  meut  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan  de  deux 
autres  ;  on  prend  sur  elle  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  dis- 
tances aux  intersections  avec  les  droites  fixes  soit  constante  :  quel  est  le 
lieu  décrit  par  le  point? 

^^^  Étant  données  deux  ellipses  quelconques,  on  peut  déterminer  deux 
directions  parallèles  h  la  fois  à  deux  diamètres  conjugués  de  Tune  et  de 
Tautre  ellipse;  par  les  points  communs  aux  deux  courbes  passe  une  troi- 
sième ellipse  dans  laquelle  les  diamètres  conjugués  égaux  seront  paral- 
lèles à  ces  deux  directions. 

42®  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  centre,  aux  points  où  elle  coupe 
une  droite  fixe  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe;  trouver  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  ces  tangentes. 

43®  On  donne  un  cercle  et  une  droite  fixe  passant  par  son  centre;  une 
droite  mobile  égaie  au  rayon  s'appuie  par  une  de  ses  extrémités  sur  le 
cercle,  par  l'autre  sur  la  droite  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  un  point  de  la 
droite  mobile. 
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H*  Un  plan  mobile  se  meut  sur  un  plan  fixe,  de  manière  que  deux 
droites  du  plan  mobile  restent  tangentes  respectivement  à  deux  cercles  du 
plan  âxe;  trouver  le  lieu  tracé  par  un  point  du  plan  ûxe  sur  le  plan  mobile. 

45*  Trouver  Taire  de  F  ellipse  définie  par  Téquaiion 

46*  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  ellipse,  si  on  appelle  R  le  rayon 
du  cercle  circouscrit,  et  d,  d',  d"  les  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés 

T>       dd'd!' 

OD  a  K  =  — ■ — . 
ab 

17*  Un  rectangle  quelconque  étant  circonscrit  à  une  ellipse,  le  parallélo- 
gramme qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  a  un  périmètre  constant, 
et  deux  côtés  consécutifs  font  avec  la  tangente  des  angles  égaux. 

18*  A  partir  d'un  point  quelconque  d'une  ellipse  on  porte  sur  la  normale 

une  longueur  égale  à  — 9  /:  étant  une  constante  et  p  la  perpendiculaire 

abaissée  du  centre  sur  la  tangente  ;  trouver  le  lieu  de  l'extrémité  de  cette 
droite. 


CHAPITRE  V. 

De  l'hyperbole* 


179 — Construisons  maintenant  le  lieu  défini  parFéquation 

dans  laquelle  M  et  N  ont  des  signes  contraires.  Nous  suppose- 
rons M  positif,  N  négatif  et  égal  à  — N'.  Si  F^  est  égal  à  zéro, 

l'équation 

Ma;»— N'y*  =  G, 

résolue  par  rapport  à  y,  donne 

elle  représente  deux  droites  passant  à  Torigine.  Le  cas  où  F^ 
est  positif  se  ramène  au  cas  où  F^  est  négatif  par  la  permu- 
tation des  axes,  ce  qui  revient  à  remplacer  dans  l'équation  y 
para?  et  x  par  y;  nous  poserons  donc  ¥^= — H;  Téquation 

prend  la  forme 

Ma?»— N'y*  =  H 

dans  laquelle  M,  N'  et  H  sont  des  nombres  positifs. 


y 
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A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales 
et  de  signes  contraires;  Taxe  des  x  est  donc  un  axe  de  symé- 
trie de  la  courbe  ;  il  en  est  de  même  de  Taxe  des  y.  On  en 
conclut  que  l'origine  est  centre  de  la  courbe;  on  peut  démon- 
trer cette  dernière  propriété  en  observant  que  si  Téquation  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  xtiy  d'un  point,  elle  est  vérifiée 
également  par  les  coordonnées — x  et — j/  du  point  symétrique. 

En  résolvant  Téquation  par  rapport  à  j/,  on  obtient 


y 


,  /Ma;»  — H 


Pour  que  y  soit  réelle,  il  faut  que  la  valeur  numérique  de  x 
soit  supérieure  à  i/ g-  Portons  donc  sur  Taxe  X'X,  à  partir  de 

rorigrne,  deux  longueurs  OA,  OA'  égales  à  i/g»  et,  parles 

points  A  et  A^  menons  des 
parallèles  à  OY  (fig.  io5);  la 
courbe  n'a  aucun  point  entre 
ces  deux  parallèles.  Quand 
iC=OA,  l'ordonnée  y  est  nulle, 
ce  qui  donne  le  point  A  ;  si 
Ton  fait  croître  x  indéfiniment 
à  partir  de  OA,  la  valeur  nu- 
mérique de  y  croît  aussi  indé- 
finiment à  partir  de  zéro;  on  a  ainsi  deux  arcs  infinis  AD  et  AD'. 
En  faisant  varier  x  depuis  —OA^  à  — oo ,  on  obtient  deux 
autres  arcs  infinis  A'E»  A'E',  symétriques  des  précédents  par 
rapport  à  OY.  Ces  quatre  arcs  constituent  les  deux  branches  de 
rhyperbole,  qui  admettent  pour  axes  de  symétrie  les  deux 
droites  X'X,  Y' Y.  Le  premier  de  ces  axes  rencontre  seul  la 
courbe,  on  l'appelle  axe  transvene;  le  second  est  Taxe  non 
transverse  ou  imaginaire;  les  points  A  et  A'  sont  les  deux 

sommets  de  la  courbe.  Si  Ton  pose,  pour  abréger,  a  =  y^^ 
h  =  t/~  »  l'équation  se  met  sous  la  forme 


Fig.  105. 
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Les  dimensioas  de  Fbyperbole  dépendent  uniquement  des 
deux  lignes  a  et  6;  on  dit  que  ces  deux  paramètres  sont  les 
longueurs  des  demi-axes  de  la  courbe^  le  premier  est  le  demi- 
a^e  réel^  le  second  le  demi-axe  imaginaire. 

ISO — Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à  Vaxe 
transverse  sont  proportionnels  aux  produits  des  segments  cor- 
respondants formés  sur  cet  axe. 

En  effets  de  Téquation  (i)  on  déduit 

2 =  —      ou :=  —  » 

J5" — a'     a»  (x-ha)(x  —  a)     a* 

ISft — Asymptotes, — Nous  avons  yxx  (n*  i3o)  que,  quand 
l'origine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  centre  de  l'hyper- 
bole, on  obtient  Téquafion  des  asymptotes  en  supprimant  le 
terme  constant  dans  Téquation  de  la  courbe.  Les  deux  asymp- 
totes RR',  SS'  auront  ici  pour  équation 

On  peut  vérifier  aisément  que  la  différence  MN  des  ordon- 
nées de  la  droite  OR  et  de  Tare  AD  a  pour  limite  zéro;  car 
cette  différence  a  pour  expression 

**  x-h  \x*  -—  o* 

L'arc  AD  est  compris  dans  Tangle  ROX  et  se  rapproche  indé- 
Uniment  de  la  droite  OR,  qui  est  son  asymptote.  Les  droites 
OR',  OS,  OS^  sont  de  même  les  asymptotes  des  arcs  A'E^,  A'E, 
Aiy.  D'après  Téquation  (2),  on  voit  que  les  asymptotes  R'R, 
S' S  sont  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 

ISS — Hyperboles  conjuguées. — Deux  hyperboles  sont  dites 
conjuguées  lorsque,  ayant  même  centre  et  mêmes  axes.  Taxe 
réel  de  Tune  est  axe  imaginaire  de  Tautre.  Ainsi  Thyperbole 
proposée  a  pour  conjuguée  une  autre  hyperbole  ayant  pour  axe 
transverse  6  et  pour  axe  imaginaire  a  (ûg.  106).  L'équation  de 
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cette  seconde  hyperbole  est  évidemment 


Fig.  lOG. 

autres  angles  ROS,  R^OS'. 


Deux  hyperboles  conjuguées 
ont  les  mêmes  asymptotes^  puis- 
que le  rectangle  construit  sur  les 
axes  est  le  même  pour  les  deujt 
courbes.  L'une  des  courbes  est 
comprise  dans  les  deux  angles 
ROS^,  R^OS  opposés  par  le  som- 
met^ la  seconde  dans  les  deux 


fl83 — Hyperbole  eçttî/af^re.— On  dit  qu'une  hyperbole  est 
équilatère  lorsque  les  axes  a  et  6  ont  même  longueur.  Dans  ce 
cas,  le  rectangle  des  axes  devient  un  carrée  et  les  asymptotes 
sont  perpendiculaires  entre  elles;  l'hyperbole  conjuguée  est 
égale  à  la  première;  on  l'obtient  en  faisant  tourner  celie-ci 
d'un  angle  droit  autour  de  son  centre. 

L'hyperbole  dont  les  axes  sont  a  et  6  peut  être  construite  au 
moyen  de  Thyperbole  équilatère  dont  l'axe  est  a,  comme  on  a 
construit  l'ellipse  ayant  pour  axes  a  et  (au  moyen  du  cercle 
de  rayon  a,  c'est-à-dire  que  la  première  hyperbole  peut  être 
regardée  comme  la  projection  orthogonale  de  la  seconde.  Mais 
celte  considération  n'est  d'aucune  utilité  dans  les  construc- 
tions graphiques  relatives  à  l'hyperbole,  parce  que  le  tracé 
d'une  hyperbole  équilatère  n'est  pas  plus  simple  que  celui 
d'une  hyperbole  quelconque. 

fl84 — Soient  a?  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 

R.     du  plan;  considérons  le  polynôme 

D 

^  Pour  un  point  M  appartenant  à  la 

courbe,  ce  polynôme  est  égal  à 

zéro;  si  l'on  fait  marcher  un  point 

Fig.  107.  P  à  partir  de  M  sur  une  parallèle  à 
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Taxe  transTerse  AA^  (flg.  107),  le  terme  ^  conserve  une  va- 


«• 


leur  inyariable^  tandis  que  le  terma  -^  diminue  ou  augmente 

suivant  que  le  point  P  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  l'axe 
des  y.  Il  en  résulte  que  le  polynôme  a  une  valeur  négative 
pour  tous  les  points  situés  entre  les  deux  branches  de  l'hy- 
perbole^ et  positive  pour  tous  les  autres  points  du  plan. 

TANGENTE. 

ISS — L'équation  de  la  tangente  au  point  M,  dont  les  coor- 
données sonix  et  y,  est   • 


,5,     xX     vY 


a*       6 

Pour  construire  cette  droite,  on  peut  déterminer  le  point  T 
(flg.  107),  où  elle  coupe  l'axe  OX.  Si,  dans  l'équation  (3),  on 

fait  Y  =  o,  il  vient  X  =  OT  =  — ;  on  obtient  cette  longueur 

se 

OT  par  une  troisième  proportionnelle. 
1§II — Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  pour  valeur 

b'x  b 


a*  y 


\A^ 


Supposons  que  le  point  M  décrive  l'arc  AD;  en  A  le  coefficient 
angulaire  est  infini  et  la  tangente  perpendiculaire  à  Taxe 
transverse;  x  augmentant,  le  coefficient  angulaire  diminue 

constamment  et  tend  vers  la  limite  -*  coefficient  angulaire 

de  Tasymptote  OR;  l'angle  MTX  diminue  donc  de  ~  à  ROX; 

en  même  temps  la  valeur  de  OT  diminue  de  a  à  o;  il  en  ré- 
sulte que  l'asymptote  est  la  position  limite  de  la  tangente  quand 
le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment. 

tsy — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  P.— Si 
l'on  appelle  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  P,  les  points  de 
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contact  sont  déterminés  par  l'équation  de  la  corde  des  contacts 

jointe  à  Téqualion  (i)  de  Thyperbole. 

En  éliminant  y,  on  obtient  Téquation  du  second  degré 

dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M  et  M^ 
des  deux  tangentes  menées  du  point  P.  La  condition  de  réalité 

des  racines  est —^ — ^  —  i  <  o,  c'est-à-dire  que  le  point  P 

doit  être  placé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe.  Si  le 
point  P  est  placé  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  compren- 

nent  la  courbe,  le  coefficient  — ^  — -^  est  positif,  le  produit 

des  deux  racines  est  positif;  par  suite  les  deux  racines  sont  de 
même  signe  et  les  deux  points  de  contact  sur  une  même  bran- 
che de  la  courbe.  Au  contraire,  si  le  point  P  est  dans  Tun  des 
angles  ROS,  R'OS',  il  y  a  un  point  de  contact  sur  chacune  des 
branches. 

488— Janjenfe  parallèle  à  une  droite  donnée.— En  appe- 
lant m  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée,  on  trouve 
par  un  calcul  analogue  à  celui  du  n°  i55,  que  Téquation  de  la 
tangente  est 

(5)    y=zmx±  yja^m* — 6*. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur  de  m^ 

soit  plus  grande  que  -^>  c'est-à-dire  que,  si  la  droite  donnée 

passe  à  l'origine,  elle  doit  être  comprise  dans  Tangle  ROS.  Nous 
avons  vu  déjà  (n**  186)  que  la  valeur  numérique  du  coefficient 

angulaire  d'une  tangente  est  plus  grande  que  — 

a 

480— On  ne  peut  mener  à  une  hyperbole  deux  tangentes 
rectangulaires  que  lorsque  l'angle  ROS'  est  moindre  qu'un 
angle  droit,  c^est-à-dire  lorsque  a  est  plus  grand  que  b;  quand 
cette  condition  est  satisfaite,  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit 
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Hrconscrit  à  Thyerbole  a  pour  équalion 

i'est  un  cercle  concenlriqne  à  la  courbe. 

DIAMÈTRES. 

fl0O— Lorsque  Tliyperbole  est  rapportée  à  ses  axes^  le  dia- 
mètre qui  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est  m  a  pour 
équation 

2X        21/ 

a*      6* 


ou 


6* 


Si  Ton  désigne  par  m/  le  coeffl- 
Fig.  108.  cient  angulaire  du  diamètre,  on 

a^  entre  la  direction  des  cordes  et  celle  du  diamètre,  la  re- 
lation 


(6)    mm'=  , 


Cette  relation  montre  que  si  Ton  prend  m/  pour  coefficient 
angulaire  des  cordes,  on  trouvera  m  pour  coefficient  angu- 
laire du  diamètre;  c'est-à-dire  que  si  la  droite  DIV  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  EE^  (fig.  io8),  réci- 
proquement la  droite  EE'  divise  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  DD'.  Ainsi  les  deux  diamètres  DIV,  EE'  sont  tels 
que  chacun  divise  en  "parties  égales  les  cardes  parallèles  à 
Tautre:  ce  sont  deux  diamètres  conjugués. 

L^hyperbole  a  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conju- 
gués, puisque  l'on  peut  prendre  à  volonté  Tun  des  diamètres. 
La  relation  (6)  exige  que  m  et  mf  aient  le  même  signe;  si  on 

les  suppose  positifs,  m  variant  de  o  à  -»  m'  variera  de  oo  à  -; 

le  diamètre  DIV  tourne  de  OA  vers  Tasymptote  OR,  et  le  dia- 
mètre EE'  de  OB'  vers  la  même  asymptote.  On  voit  ainsi  que, 
des  deux  diamètres,  Tun  rencontre  toujours  la  courbe,  et  que 
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Tautre  ne  la  rencontre  pas.  Les  axes  forment  le  seul  systèn^ 
de  diamètres  conjugués  rectangulaires,  et  l'angle  aigu  de  det^ 

diamètres  conjugués  varie  de  -  à  o. 

On  démontre  comme  pour  Tellipse  que  la  tangente  FH  ei 
un  point  D  de  Thyperbole  est  parallèle  au  diamètre  EE'  cop 
jugué  du  diamètre  DIV  qui  passe  au  point  de  contact. 

fl91 — ^Deux  hyperboles  conjuguées  et  le  système  de  leur 
asymptotes  admettent  le  même  diamètre  pour  la  même  sévh 
de  cordes;  car  les  équations  des  trois  lieux 

0?"     y* *  x^     y* 

ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant  qui  n'entre  pas  dan^ 
réqualion  du  diamètre  /'i-f-»n/'J=o.  Les  trois  lieux  admets 
tent  aussi  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués. 

SiThyperbole  est  équilatère,  la  relation  mm^  =  —  devient 

mfn/=i,  ce  qui  signifie  que  les  angles  DOX,  EOX  sont  com- 
plémentaires, et,  par  suite,  que  les  asymptotes  sont  bissectrices 
des  angles  des  diamètres  conjugués. 

iV^-^Eyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués. — 
Si  Ton  prend  pour  axes  des  coordonnées  deux  diamètres  con- 
jugués d'une  hyperbole,  nous  ayons  vu  que  Téquation  de  la 
courbe  conserve  la  forme 

Ma/«-i-Ny'«=H. 

Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  rencontre  la  courbe; 
on  peut  supposer  H  positive,  alors  M  sera  positive  et  N  néga- 
tive. La  longueur  du  premier  demi-diamètre  est  la  distance 
OD  du  point  0  au  point  de  rencontre  du  diamètre  avec  la 

courbe  ;  cette  longueur  a  pour  expression  a'  =  yri'  On  ap- 
pelle longueur  du  second  diamètre  la  quantité  6^  =  i/ — ir- 

Il  n 

Si  l'on  remplace  H  par  -7;  et  N  par  -^>  Téquation  précé- 
dente devient 
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On  peut  arriver  à  ce  même  résultat  par  une  transformation  de 

coordonnées;  si  Ton  remplace  dans  l'équation  1  —  fi  —  1=0 
les  variables  a?  et  y  par  les  valeurs 

x=^œf  cosa  -H  y'  cos^,    y  =  a/  sina  -Hy^  sin  p, 
comme  le  terme  constant  ne  change  pas,  et  qu'on  doit  arriver 

à  réquation  (7),  on  en  conclut  que  le  polynôme  -5  —  j^  devient 

identiquement—  —  —•  La  même  transformation  appliquée 

à  rhyperbole  conjuguée  donnera  -^  —  ^4-1  =  0.  Le  demi- 
diamètre  imaginaire  V  de  Fhyperbole  proposée  dirigé  suivant 
OY^  a  donc  pour  longueur  la  distance  OE  du  point  0  au  point 
E  où  la  droite  OY'  rencontre  l'hyperbole  conjuguée. 
L'équation  des  asymptotes  deviendra  par  la  même  raison 

-77  — T7Î  =  0>     OU     y'=±—.x. 

On  en  conclut  que  les  diagonales  du  parallélogramme  FHGK 
construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  coïncident 
avec  les  asymptotes  de  l'hyperbole. 
On  peut  vérifier  directement,  comme  au  n**  181,  que  les 

droites  y^=±:  —j  ocf  sont  les  asymptotes. 

Les  côtés  FH,  GK  du  parallélogramme  sont  tangents  à  la 
première  hyperbobe,  et  les  côtés  FK,  et  GH  à  l'hyperbole  con- 
juguée, de  sorte  que  le  parallélogramme  est  circonscrit  au 
système  des  deux  courbes. 

103 — Si  Ton  appelle  a  et  p  les  angles  que  font  avec  Taxe 
tranverse  OXles  deux  demi-diamètres,  conjugués  OD,  OE,  a' 
et  V  leurs  longueurs,  on  a  entre  ces  quatre  quantités  variables 
les  trois  relations 

a'^cosa*      a'*  sin  a' 


0' 

6'      -'' 

t/'cosp 

6'»sin'S 
•      6'      =     '' 

cosa  ces  p 

sin  a  sin  ^ 

a» 

6«       -o> 
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les  deux  premières  se  déduisent  des  équations  des  deux  hyper- 
boles conjuguées  en  coordonnées  polaires^  la  troisième  ex- 
prime que  les  deux  diamètres  sont  conjugués. 

Ces  relations  sont  analogues  à  celles  que  nous  avons  trouvées 
pour  l'ellipse  (a*»  i6i);  on  pourra  leur  faire  subir  les  mêmes 
transformations.  La  troisième  relation  se  mettra  sous  la  forme 

fl^cosoc      g^sina  Ha!  cosa\«      /a^sina\* 

^         ~^      V[-T-)-[-^) 

en  continuant  de  la  même  manière^  on  trouvera 

a'*cos«a  — 6^*cos'p  =  a«,    a'*sin«a  — 5'»sin'P=— 6*; 

Ainsi  la  différence  des  carrés  des  projections  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  sur  chacun  des  axes  est  constante. 

En  ajoutant  ces  deux  relations  membre  à  membre,  on  ob- 
tient 

la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques est  constante  et  égale  à  la  différence  des  carrés  des  axes. 
On  trouve  aussi  la  relation 

a'6'sin(P  —  a)  =  a6; 

d'où  Ton  conclut  que  Vaire  du  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  l'aire  du 
rectangle  des  axes. 

De  la  relation  a'*  —  V*  =  a«  —  b\  il  résulte  que  si  a  est  diffé- 
rent de  6,  on  ne  peut  avoir  a^  =  V;  Thyperbole  n'a  pas  de 
diamètres  conjugués  égaux.  Si,  au  contraire,  l'hyperbole  est 
équilatère,  on  a  toujours  a^  =  V;  tous  les  systèmes  de  dia- 
mètres  conjugéssont  égaux;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque 
du  n*»  191,  puisqu'alors  les  deux  diamètres  font  avec  Tasymp- 
tote  des  angles  égaux. 

194— L'hyperbole  et  ses  deux  asymptotes  ayant  le  même 
diamètre  pour  une  même  série  de  cordes,  le  milieu  I  de  la 
corde  MM'  est  aussi  le  milieu  de  la  corde  NN'  (fig.  108).  Donc 
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I^s  portions  HN,  M^N'  d'une  sécante  comprise  entre  l'hyper- 
bo/e  et  ses  asymptotes  sont  égales* 

Si  la  sécante  devient  tangente^  on  a  DF  =  DH;  les  portions 
A*  une  tangente  comprises  entre  le  point  de  contact  et  les 
asymptotes  sont  égales. 

ms — Supposons  rbyperbole  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  Diy^  EE^  dont  Tun  EE'  est  parallèle  à  une  sécante 
donnée  MN;  la  courbe  aura  pour  équation 


»/» 


et  les  asymptotes  y'*=j— ,^*. 

Dans  la  figure  io8,  la  sécante  HM^  coupe  la  même  branche 
en  deux  points^  le  diamètre  parallèle  EE'  ne  rencontre  pas  la 
courbe;  on  a 


Sn=^.(Ôi*-a-), 


et,  par  suite^ 


W—MP=V\     ou     (NI  — MI)  {NI  H- MI)  =  ft'*; 
mais  NI  — MI  =  MN    et    NH-MI  =  MN'; 

donc  MNxMN'  =  6'«. 

Lorsque  la  sécante  coupe  les  deux  branches  de  Thyperbole^  le 
diamètre  parallèle  rencontre  la  courbe,  et  Ton  arrive  à  un 
résultat  analogue.  Ainsi  le  produit  des  segments  d'une  sécante, 
compris  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal 
au  carré  du  demi-diamétre  parallèle  à  la  sécante. 
IflO — Connaissant  les  asymptotes  RR'^  SS'  et  un  point  M 

de  rhyperbole,  on  peut  obtenir  au- 
tant de  points  de  la  courbe  qu^on  le 
veut  (fig.  109).  Menons,  en  effet,  par 
le  point  M  une  droite  quelconque 
NMN';  cette  droite  coupe  les  asymp- 
totes en  N  et  N';  si  Ton  prend  sur  cette 
droite  une  longueur  N'M'  égale  à  NM, 
Fig.  109.  on  aura  un  second  point  M'  de  l'hy- 

perbole. On  peut  également  déterminer  les  directions  et  les 
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grandeurs  des  axes.  La  courbe  étant  comprise  dans  les  angles 
ROS,  R'OS',  la  bissectrice  OA  de  ces  deux  angles  sera  Taxe 
transverse,  et  la  perpendiculaire  OB  Taxe  imaginaire.  Menons 
QMQ'  perpendiculaire  à  OA,  Taxe  imaginaire  b  sera  moyen 
proportionnel  entre  MQ  et  H(y.  En  portant  sur  OB  une  lon- 
gueur OB  égale  à  6,  et  en  menant  BC  parallèle  à  OA,  BC  sera 
Taxe  réel  a. 

On  peut  aussi  construire  la  tangente  en  un  point  M'  de  la 
courbe.  On  mènera  par  ce  point  M'P  parallèle  à  une  asymptote, 
on  prendra  0G  =  20P;  la  droite  M' G  sera  la  tangente  de- 
mandée. 
1L97 — Lorsqu'on  connaît  les  positions  et  les  grandeurs  de 

deux  diamètres  conjugués,  on  obtient 
aisément  les  axes.  Soient,  en  effet,  DIX, 
EE'  (fig.  iio)  les  deux  diamètres,  dont 
le  premier  est  réel;  les  diagonales  du 
E'  \         parallélogramme  construit  sur  les  deux 

Fig.  110.  diamètres  sont  les  asymptotes;  con- 

naissant les  asymptotes  et  un  point  D,  on  est  ramené  à  la  con- 
struction précédente. 
flOS — Cordes  supplémentaires. — On  appelle  cordes  supplé- 
mentaires deux  cordes  MC,  MC 
qui,  partant  d'un  même  point  de 
la  courbe,  aboutissent  aux  extré- 
mités d'un  même  diamètre   CC^ 
(fig.  m).  On  démontrera  comme 
nous  Tavons  fait  au  n*  i68,  pour 
Fig.  111.  l'ellipse,  que  deux  cordes  supplé- 

mentaires sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués; 
et  que,  réciproquement,  si  par  les  extrémités  d'un  diamètre 
on  mène  des  droites  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués, 
ces  droites  se  coupent  sur  l'hyperbole  et  forment  un  système 
de  cordes  supplémentaires. 

HYPEBBOLE  RAPPORTÉE  A  SES  ASYMPTOTES. 

401I.— Si  l'on  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
asymptotes  de  la  courbe,  l'équation  ne  renfermera  pas  de 
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termes  du  premier  degré,  puisque  Torigine  est  au  centre;  elle 

^'    sera  donc  de  la  forme 

Les  droites  parallèles  à  OY  ne  cou- 
pent la  courbe  qu'en  un  point;  donc 
pour  chaque  valeur  de  x,  y  n'a 
qu'une  valeur,  ce  qui  exige  que  le 
Fig.  112.  coefficient  C  soit  nul;  par  la  même 

raison  le  coefficient  Â  doit  aussi  être  nul;  ainsi  l'équation  se 

réduit  à 

H 
(8)    Biry  =  H,    ou    xy  =  :^  =  k*. 


B 

Les  axes  étant  pris  comme  l'indique  la  figure,  la  constante 


H 
B 


est  positive,  puisque  pour  tous  les  points  de  la  courbe  les  coor- 
données X  eiy  ont  le  même  signe.  On  détermine  facilement  la 
constante  A*  lorsqu'on  connaît  les  axes  de  la  courbe;  en  effet, 
l'équation  (8)  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  Tun 
quelconque  des  points  de  la  courbe,  si  Ton  considère  en  parti- 
culier le  sommet  A,  on  a,  pour  ce  point 


a' 


On  donne  quelquefois  à  la  constante  A:^  le  nom  de  puissance  de 

l'hyperbole. 

Quand  Thyperbole  est  rapportée  à  ses  asymptotes^la  tangente 

TT'  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y,  a.  pour 

équation 

(9)    yX-hxY=:2k\ 

L'abscisse  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  l'axe  OX 
s'obtient  en  faisant  dans  cette  équation  Y  =  o,  d'où 

X  =  OT  =  — =  2a:  =  20P; 

y 

on  reconnaît  de  nouveau  que  le  point  de  contact  M  divise  en 
deux  parties  égales  la  portion  TT^  de  la  tangente  comprise 
entre  les  asymptotes. 
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AIRE  d'un  segment  HYPERBOLIQUE. 

9OO—N0US  commencerons  par  établir  le  théorème  qui  sert 
ordinairement  à  Tévaluation  des  aires.  Considérons  Taire 
comprise  entre  Taxe  OX,  une  courbe,  une  ordonnée  fixe  ÂB, 
et  une  ordonnée  mobile  MP  (fig.  11 3),  correspondant  à  l'ab- 
scisse x;  cette  aire,  que  nous  désignerons 
par  S,  est  une  fonction  de  la  variable  Xy 
dont  nous  nous  proposons  de  déterminer 
la  dérivée.  Donnons  à  a?  un  accroisse- 
ment Ax  =  PP^  assez  petit  pour  que  de  M 
Fig.  113.  ^"  ^^  Tordonnée  varie  dans  le  même  sens  ; 

par  les  points  M  et  M^  menons  des  parallèles  HC,  M^D  à  Taxe 
OX;  Taccroisseinent  AS  de  Taire  est  plus  grand  que  le  parallé- 
logramme HPFC,  et  plus  petit  que  le  parallélogramme  DPFM^; 
le  premier  parallélogramme  a  pour  mesure  y.  Ax.sinô,  6  étant 
Tangle  des  axes,  le  second  (j^  + Ay)  Aor.sinO;  on  a  donc 

y.Aaî.sinO  <  AS  <  (j/-i-Ay)  Aaî.sînO, 

et,  en  divisant  par  Aa?, 

A  ^ 

ysine  <  7—  <  (y-h  Ay)sin9. 
Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  tendre  A  a?  vers  zéro.  Le 

A  S 

rapport  -—  est  compris  entre  deux  quantités,  Tune  y  sinO, 

l\X 

Tautre  ayant  pour  limite  cette  quantité;  donc  le  rapport  a  aussi 
pour  limite  y  sin  0.  Ainsi  la  dérivée  de  Taire  considérée  comme 
une  fonction  de  Tabscisse  est  y  sin8.  Réciproquement,  Taire  S 
est  une  fonction  primitive  de  ysinB,  considérée  comme  une 
fonction  de  x. 

Quand  les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires,  la 
dérivée  de  Taire  est  égale  à  y. 

901 —Considérons  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asym- 
ptotes, et  proposons-nous  d'évaluer  Taire  comprise  entre  Ta- 
symptote  OX,  Thyperbole,  Tordonnée  fixe  AB  correspondant 
à  Tabscisse  a,  et  Tordonnée  \ariable  MP  correspondant  à  Tab- 

scisse  X  (fig.  ii4).  De  Téqualion  (8)  on  déduit  y-^— »  et,  par 

X 
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suite, 


S'  =  t/sin0  =  i*sin8x  — 


Fig.  114. 

C= — /:*sin9La.  On  a  ainsi 


Or  -  estladérivéedeLjj;doiic 

X  ' 

É'sinSx-  est  la  dérivée  do 

X 

kr %\ïi^hx;  on  a^  par  consé- 
quent^ 

S  =  /<»sineLa:-hC. 

On  détermine  la  constante  C 
par  la  condition  que  Taire  soit 
nulle  pour  x=a,  ce  qui  donne 


X 


(lo)    S  =  A-*sinO(Lx  — La)  =  A»sinôL(^ 

L'abscisse  a  restant  constante,  si  Ton  fait  augmenter  x  indéfl- 
niment^  Faire  S  augmente  aussi  au  delà  de  toute  limite. 
La  même  chose  a  lieu  quand  on  fait  tendre  a*\ers  zéro, 
X  restant  fixe. 

Dans  le  cas  particulier  où  Thyperbole  est  équilatère,  on  a 
sinO  =  i;  si  Ton  suppose  en  outre  **  =  !,  et  que  Ton  compte 
Taire  depuis  l'ordonnée  qui  répond  à  Tabscisse  i,  c'est-à-dire 
au  sommet  de  la  courbe,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

S  =  L(a?). 

C'est  à  cause  de  cette  propriété  que  Ton  désigne  aussi  les  loga- 
rithmes népériens  sous  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 
Si  Ton  suppose  k  =  i  et  a  =  i,  la  formule  (lo)  devient 

S  =  sinOL(j7). 

On  pourra  prendre  0  de  manière  que  S  soit  le  logarithme  de  x 
dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  plus  grande 
que  e. 

EXERCICES. 

1^  On  donne  deux  points  Â  et  B,  par  ces  deux  points  on  mène  deux 
droites  mobiles  AM  et  BM  telles  que  Tangle  MÂB  soit  double  de  MBà; 
trouver  le  liea  des  points  d*intersection  M. 

2*  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  interceptent  des 
longueurs  données  sur  les  côtés  d*un  angle  donné? 

BR.  19 
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3®  On  donne  deux  droites  fixes,  une  droite  mobile  coupe  les  deux  pre- 
mières de  manière  à  former  un  triangle  de  grandeur  constante  ;  on  deinande 
le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  triangles. 

i*  Les  sécantes  menées  de  Tun  quelconque  des  points  d^une  hyperbole 
à  deux  points  6xes  pris  sur  la  courbe  interceptent  sur  Tune  ou  Tauire 
asymptote  des  longueurs  constantes. 

5^  Toute  corde  d*une  hyperbole  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  Tune  ou  Tautre  asymptote  comprise  entre  les  tangentes  à  ses  deux  ex- 
trémités. 

6®  Si,  sur  une  corde  d^une  hyperbole  considérée  comme  diagonale,  o» 
construit  un  parallélogramme  dont  les  côtés  soient  parallèles  respective- 
ment aux  asymptotes,  Pautre  diagonale  passera  par  le  centre. 

7^  On  donne  un  point  fixe  et  une  droite  fixe  ;  un  angle  de  grandeur 
constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé  an  point  fixe  ;  trouver  le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  côtés  de  Tangle  et 
la  droite  fixe. 

8*  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole  ;  deux  de  ses  côtés 
ont  des  directions  invariables;  trouver  le  lieu  du  milieu  du  troisième  côté. 

9®  Sur  Tune  des  diagonales  d'un  rectangle  prise  pour  corde  on  décrit  un 
cercle  ;  trouver  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  parallèles  à  la  seconde 
diagonale. 

iO^  Étant  donnés  un  angle  et  un  point  fixe,  par  ce  point  on  mène  une 
sécante  quelconque,  et  par  les  points  où  cette  sécante  rencontre  les  deux 
côtés  de  Tangle,  on  mène  des  droites  respectivement  parallèles  à  ces  côtés; 
trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  parallèles. 

\\9  Trouver  le  lieu  d'un  point  tel,  qu'en  menant  par  ce  point  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  d'une  hyperbole.  Taire  du  triangle  formé  par  ces  pa- 
rallèles et  rhyperbole  soit  égale  à  une  constante  donnée. 

42*  Trouver  le  lieu  d'un  point  tel  que  Tune  des  bissectrices  des  angles 
formes  par  les  droites  qui  joignent  ce  point  à  deux  points  fixes  Â  et  B  ait 
une  direction  donnée. 

43<>  Toute  hyperbole  équHatère  circonscrite  à  un  triangle  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs. 

4  4®  Étant  donnée  une  ellipse,  on  mène  deux  diamètres  conjugués  quel- 
conques; trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  Tun  deux  et  d'une 
droite  menée  par  un  point  fixe  perpendiculairement  à  l'autre. 
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CHAPITRE  VI 

Be  la  iparalbole. 


909 — Le  second  des  types  auxquels  on  réduit  Téquation 
générale  du  second  degré  est  Ny*+Pj:  =  o,  ou 

(i)    y»=2pa?. 

Le  cas  où  p  est  négatif  se  ramène  au  cas  où  p  est  positif  par  le 
changement  du  sens  des  œ  positifs;  nous  supposerons  p  po- 
sitif. On  Toit  immédiatement  que  la  courbe  représentée  par 
Féqua  lion  (  i  )  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x  et  qtfeUe 
passe  à  Porigine.  L'équation  (i),  résolue  par  rapport  à  y,  donne 

y=±}/2px. 

Pour  que  Tordonnée  soit  réelle,  il  est  nécessaire  que  Tabscisse 

soit  positive;  si  Ton  fait  croître  x 
de  o  à  -h  00  ,  la  valeur  absolue  de 
y  croit  aussi  de  o  à  qo  ;  on  a  ainsi 
deux  arcs  inflnis  AD  et  ÂD\  qui  for- 
ment la  parabole  (fig.  ii5]. 

La  droite  AX  est  Taxe  de  la  para- 
bole ;  le  point  A  en  est  le  sommet; 
la  longueur  p,  qui  détermine  la 
courbe,  s'appelle  le  paramètre  de 
la  parabole. 
903 — Construction  de  la  courbe  par  points. — L'ordonnée 
HP  du  point  H  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  longueur 
constante  2p  et  Tabscisse  AP.  Portons  sur  AX  et  dans  le  sens 
des  X  négatifs  une  longueur  AQ  égale  à  2p;  puis  décrivons 
diverses  circonférences  ayant  leurs  centres  sur  QX  et  passant 
au  point  Q;  ces  circonférences  coupent  de  nouveau  Taxe  AX 
aux  points  P,  P', . . .  ei  la  droite  AY  aux  points  N,  N', —  Par 
les  points  P,  F,. . .  menons  des  perpendiculaires  à  Taxe  AX; 
par  les  points  N,  N', . .  •  des  perpendiculaires  à  AY;  les  points 
de  rencontre  M,  M', . . .  appartiennent  à  la  parabole. 


i>' 


Fig.  ii; 
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304 — Des  relations 

MP'  =  2pxAP,    FF'  =  2pxAF, 

A 'A     f  ^'  AP 

on  déduit  ;  =  -rrrrr 

Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  pa- 
rabole sont  proportionnels  aux  segments  de  Vaxe  compris  entre 
le  sommet  et  les  ordonnées. 

905 — Par  le  point  M  de  la  courbe  menons  une  parallèle  à 
Taxe,  et  imaginons  qu^un  point  mobile  parcoure  cette  paral- 
lèle. Si  dans  la  fonction 

y*  —  2pa? 

on  remplace  x  eiy  par  les  coordonnées  du  point  mobile,  cette 
fonction  se  réduira  à  zéro  lorsque  le  mobile  sera  en  M,  elle 
aura  une  valeur  positive  pour  une  position  du  mobile  exté- 
rieure à  la  courbe  et  une  valeur  négative  pour  une  position 
intérieure. 

306 — Nous  avons  vu  que  les  branches  infinies  de  l'hyper- 
bole ont  des  asymptotes;  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  para- 
bole. Et,  d'abord,  puisque  y  augmente  indéfiniment  avec  x, 
il  n'y  a  pas  d'asymptote  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole.  En 
second  lieu,  soit  y^:=ax-hb  Téquation  d'une  droite  quel- 
conque oblique  à  Taxe,  la  différence  des  ordonnées  des  points 
de  la  droite  et  de  la  courbe  qui  correspondent  à  une  même 
abscisse  est  égale  à 

ax-hb  —  }J2px 

et  peut  se  mettre  sous  la  forme 


x     V  ^/ 


0?  l  a-h  - 

Quand  x  augmente  indéfiniment,  le  premier  facteur  augmen- 
tant indéfiniment,  et  le  second  tendant  vers  la  valeur  a  diffé- 
rente de  zéro,  le  produit  augmente  indéfiniment.  Donc  il  n'y  a 
pas  non  plus  d'asymptote  oblique  à  l'axe* 

TANGENTE. 

SOV— La  tangente  au  point  M^  dont  les  coordonnées  sont  x 
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et  y^  a  pour  équation 

(2)    yY  =  p{X-f-ar). 

Soit  T  le  point  où  la  tangente  rencontre  Taxe  de  la  parabole 

(fig.  ii6);  si  dans  l'équation  (2)  on 
fait  Y=o,  on  trouve  X=—rr;  donc 
AT  =  AP.  Ceci  donne  un  moyen  fa- 
cile de  construire  la  tangente  à  la 
parabole  en  un  point  donné  M;  on 
abaissera  la  perpendiculaire  MP  sur 
Taxe,  on  prendra  AT  =  AP  et  Ton 
pjg  ijg  joindra  les  points  M  et  T. 

SOS — Mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  H^. — 
Soient  x.  et  y^  les  coordonnées  du  point  M,  ;  les  points  de  con- 
tact seront  déterminés  par  Téquation  de  la  corde  des  contacts 

(3)   y.y=i>(^-+-x,), 

jointe  à  celle  de  la  courbe  (i).  On  en  déduit 


y = »i  ±  Vyî  —  2p^i,   x= 


up 


ces  yaleurs  sont  réelles  toutes  les  fois  que  le  point  M^  est  exté* 
rieur  à  la  courbe. 

Pour  construire  la  droite  MM^  on  cherche  les  points  où  elle 
coupe  les  axes  des  coordonnées;  si^  dans  l'équation  (3)^  on  fait 
y  =  o,  on  trouve  x= — Xj,  c'est-à-dire  que  AI  est  égal  à 

APj;  si  Ton  fait  x  =  o,  on  trouve  y  =  ^—^;  on  obtiendra  le 

point  K  par  une  quatrième  proportionnelle. 

900 — Tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. — Si  Ton 
désigne  par  m  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée^ 

réquation  -  =  m,  jointe  à  celle  de  la  courbe^  détermine  les 

coordonnées  du  point  de  contact  y=z^^  x=^-^-  On  en  dé- 

m  2»i* 

duit  l'équation  de  la  tangente 


4)    Y  =  mX-h 


2m 
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310 — Normale, — La  normale  HN  en  on  point  M  de  la  pa- 
rabole, dont  les  coordonnées  sont  xety,a  pour  équation         > 

(5)    Y-y=-^(X-a^). 

En  7  faisant  Y  =  o^  on  obtient  l'abscisse  du  point  N  où  elle 
rencontre  Taxe  ;  on  trouve 

PN  =  X  — a;=p. 

Ainsi^  dans  la  parabole,  la  soiLS-normale  PN  est  œnstante  et 
égaleau  paramètre  p. 

DIAMÈTRES. 

211— En  appliquant  l'équation  générale  des  diamètres 
des  courbes  du  second  degré  à  la  parabole  dont  l'équation  est 
y* — 2px  =  o,  on  obtient  l'équation 

(6)    my-^p  =  o,    ou    îr=^- 

On  retrouve  cette  propriété  déjà  démontrée  au  n**  i32,  savoir 
que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  parallèles  à  Vaxe. 
Comme  on  peut  prendre  le  coefficient  angulaire  m  des 

cordes  de  manière  que  —  ait  telle  valeur  que  Ton  voudra, 

y,     il  en  résulte  que,  réciproquement,  toute 
parallèle  à  l'axe  est  un  diamètre. 
^'^  p'  Soit  A'  le  point  de  rencontre  du  dia- 

mètre et  de  la  courbe  (fig.  117);  l'ordon- 

X  née  du  point  A^  étant  égale  à  —  et  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  en  ce  point 
ayant  pour  valeur  ^»  c'est-à-dire  m,  on  en 

Fig.  117.  conclut  que  la  tangente  à  Vextrémité  d'un 

diamètre  est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales. 

212— Parabole  rapportée  à  un  de  ses  diamètres  et  à  la 
tangente  à  son  extrémité. — Nous  avons  vu  (n**  iSg)  que,  lors- 
qu'on prend  pour  axes  des  coordonnées  un  diamètre  A'X'et 
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la  tazigeate  A'Y^  à  son  extrémité,  réquatioii  de  «a  parabole 
prend  la  forme 

(7)    ^•=2p«. 

Si  Von  appelle  a  et  b  les  coordonnées  du  point  A'  par  rapport 
aux  axes  primitifs,  et  que  l'on  mène  AF  parallèle  à  A'T,  on 
sait  que  Ton  a  A'P'  =  AT  =  AP5  les  coordonnées  du  sommet  A 

par  rapport  aux  nouveaux  axes  sont  donc  a  et  —  V4a*4-6*; 
comme  elles  doivent  vérifier  l'équation  (7),  on  en  déduit 

*^           a                 a  r     ^ 

On  a  aussi  

^  "~2AT""  TP  ~ 

Si  l'on  désigne  par  6  l'angle  VAf\^  des  nouveaux  axes,  dans 
les  triangles  rectangles  NA'T,  NA'P,  on  a 


TN:= 


A^N 
sin6' 


A'N  = 


PN 


d'où 


sine' 
|/  —  lii  —        .  —        . 


sin*6      sin*Ô 


S13 — La  parabole,  rapportée  à  un  diamètre  A'X  et  à  la 

tangente  A^Y  (fig.  118),  ayant  pour  équa- 
tion y*  =  2p'x,  il  est  évident  que  l'é- 
quation y  Y  =  p'  (X  -h  ap)  représentera, 
soit  la  tangente  au  point  M,  si  x  et  y  dé- 
signent les  coordonnées  de  ce  point,  soit 
la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues 
d^un  point  extérieur,  si  a:  et  j^  désignent 
les  coordonnées  de  ce  point  extérieur. 
Les  tangentes  aux  deux  extrémités  M  et 
Pig.  118.  M' d'une  corde  coupent  le  diamètre  en  un 

même  point  T,  tel  que  A'T  =  A^I.  Il  en  résulte  que  la  droite 
des  contacts  MM',  relative  à  un  point  extérieur  T,  est  divisée 
ea  deux  parties  égales  par  le  diamètre  TX  qui  passe  en  ce  point, 
et  que,  de  plus,  on  a  A' I  =  A' T. 
Ceci  donne  le  moyen  de  construire  une  psurabole  par  points, 
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lorsqu'on  connait  deux  tangentes  TM,  IW,  et  les  points  d^ 
contact  M  et  H^  On  mène  la  corde  MM^  on  joint  le  milieu  I  aii 
point  T,  le  milieu  A^  de  la  droite  TI  est  un  point  de  la  courbe, 
et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  HM^  A  Taide  de  la 
tangente  A'T^,  qui  touche  la  courbe  en  A^,  et  de  chacune 
des  tangentes  données,  on  déterminera  deux  nouvelles  tan- 
gentes avec  leurs  points  de  contact;  et  ainsi  de  suite.  Cette 
méthode  est  fréquemment  employée  pour  raccorder  deux 
droites  par  un  arc  de  parabole,  lorsqu'on  ne  peut  se  servir 
d'un  arc  de  cercle,  c'est-à-dire  lorsque  les  distances  TM  et  TM' 
ne  sont  pas  égales. 

AIRE  d'un  segment  PARABOLIQUE. 

214 — ^Proposons-nous  d'évaluer  Taire  S  du  triangle  mix- 
tiligne  A^IM  (fig.  ii8).  Si  l'on  considère  cette  aire  comme  une 
fonction  de  l'abscisse  du  point  M,  la  dérivée  S^  est  donnée  par 
la  formule 

S'  =  ysin6=: V2pîc.sin6  =  V2p.sln9.aJ  . 

On  en  déduit 

3 

S  =  :qV2p.sin9.x  H-C. 

La  constante  C  est  nulle  puisque  Faire  se  réduit  à  zéro  pour 
x  =  o.  On  a  ainsi 

S  =  ^x  yflpxsin^  =  ^^y  sinô. 

L'aire  S  est  égale  aux  deux  tiers  du  parallélogramme  A'IMN; 
et,  par  suite.  Taire  du  triangle  mixtiligne  A'NM  est  le  tiers  du 
même  parallélogramme. 

EXERCICES. 

\^  Lieu  du  sommet  d^uo  angle  cîrconscrll  à  la  parabole,  et  tel  que  le 
triangle  formé  par  les  côtés  de  Tangle  et  l'arc  de  parabole  ait  une  aire 
constante. 

^^  Lieu  des  points  desquels  on  peut  mener  à  une  parabole  deux  normales 
rectangulaires. 

30  Une  sécante  tourne  autour  d*uD  point  fixe  pris  sur  Taxe  d'une  para- 


• 
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bole;  par  les  points  où  elle  coupe  la  parabole  on  mène  des  normales; 
trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  normales. 

4<>  Une  parabole  se  roeut  parallèlement  à  elle-même,  de  manière  que 
son  sommet  décrive  la  parabole  dans  sa  position  initiale  ;  du  sommet  de  la 
parabole  fixe  on  mène  des  tangentes  à  la  parabole  mobile  ;  trouver  le  lieu 
des  points  de  contact. 

5<*  Lieu  du  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées  de  ce 
point  à  une  parabole  donnée  soit  constante. 

6®  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré  inscrite  dans  un  angle»  on 
mène  une  tangente  quelconque  à  cette  courbe  ;  trouver  le  lieu  du  point  de 
concours  des  médianes  ou  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  la  tangente 
mobile  et  les  côtés  du  triangle  ;  trouver  aussi  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  même  triangle. 

7®  Étant  donnée  une  ellipse,  par  un  point  fixe  on  mène  deux  droites  rec- 
tangulaires quelconques,  et  aux  points  où  ces  droites  rencontrent  l'ellipse 
on  mène  des  tangentes  à  cette  ellipse  ;  trouver  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre de  ces  tangentes. 

80  Même  problème,  quand  on  remplace  les  droites  rectangulaires  par  des 
droites  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  d'une  autre  ellipse  donnée. 

9^  Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  placé 
sur  nne  courbe  du  second  degré  donnée;  aux  points  où  les  côtés  de  Tangle 
rencontrent  la  courbe  on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe.  Trouver  le 
lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

40*  Trouver  le  lieu  du  centre  d'un  triangle  équilatéral  formé  par  trois 
tangentes  ou  par  trois  normales  à  une  parabole. 

44*  L*aire  d*un  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  de  trois 

tangentes  à  une  parabole  est  le  double  de  Taire  du  triangle  formé  par  ces 

4 
tangentes  et  a  pour  expression  ±  —  (y'  —  y")  (y"  —  y'")  {y'"  —  y') ,  en 

*p 

désignant  par  y',  y",  y'"  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du 
triangle  sur  Taxe. 

i2*  On  mène  une  tangente  quelconque  à  une  hyperbole,  on  joint  les 
points  où  elle  coupe  les  asymptotes  respectives  à  deux  points  fixes;  trouver 
le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  droites. 

43*  Mener  à  une  parabole  une  normale  telle  que  l'aire  comprise  entre 
celte  normale  et  la  courbe  ait  une  valeur  minimum. 


CHAPITRE  VII 


Slft — Proposons-nous  d'abord  la  question  suivante  :  Étant 
donnés  un  point  F  et  une  droite  DE  (fig.  119),  trouTer  le  lieu 

du  point  dont  les  distances  au  point  et  à 
la  droite  donnés  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant. 

Traçons  dans  le  plan  des  axes  rec- 
tangulaires quelconques;  appelons  a  et 
P  les  coordonnées  du  point  F,  et  soit 
mx  ■+•  ny  4-  *  =  o  l'équation  de  la  droite 
DE;  les  distances  d'un  point  quelconque 
Fig.  119.  H  du  lieu  au  point  F  et  [à  la  droite  DE 

sont  d(Hinées  par  les  formules 

MF 
si  l'on  désigne  par  k  le  rapport  constant  ^»  le  lieu  aura 

pour  équation 

n vTT-T ûT5       ,k{mx-]-ny-{-h) 

ou  (X  -  a)^4-  (y  -fY  =  ^.^^.         ' 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré.  La  quantité  B*  —  4AC, 
qui  sert  à  Kiistinguer  l'espèce  de  la  courbe,  étant  égale  à 
4  (k^ —  i),  la  <M>urbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
perbole^ suivant  que  le  rapport  le  est  inférieur,  égal,  ou  supé- 
rieur à  l'unité. 

ItlO — Réciproquement,  étant  donnée  une  courte  du  se- 
cotid  degré,  nous  nous  proposerons  de  chercher  s'il  existe 
dans  le  plan  de  la  courbe  un  point  fixe  F  et  une  droite  fixe  DE 
tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  des  points  de  la 
courbe  au  point  F  et  à  la  droite  DE  soit  constant.  Si  Ton  trouve 
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un  point  et  une  droite  jouissant  de  cette  propriété^  le  point 
s'appellera  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  directrice. 

On  peut  énoncer  la  question  d^une  autre  manière  :  les  axes 
des  coordonnées  étant  quelconques  et  foisant  entre  eux  un 
angle  6,  supposons  qu'on  ait  trouvé  un  point  F  ayant  pour 
coordonnées  a  et  p  et  une  droite  DE  ayant  pour  équation 

MF 
«w?-f-ny-4-ft  =  o,  tels  que  le  rapport  ^  soit  égal  à  une 

quantité  constante  k;  la  distance  MP  d'un  point  M  de  la  courbe 
dont  les  coordonnées  sont  a;  et  y  à  la  directrice  DE  ayant  pour 

d=  (ma? -h  nt/ 4- ^)  sin9 
expression   ,  i»  on  aura 

ym*  -h  n* — 2mn  cosô 

jip ^ _j,  *(ma;  +  ny  +  h)  sinfl 
Vw* + n'  —  2mn  cosô 

Ainsi  la  distance  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  au 
foyer  F  s'exprime  pat  une  fonction  entière  et  du  premier  degré 
des  coordonnées  a;  et  y  du  point  M. 

Inversement,  si  un  point  fixe  F  jouit  de  cette  propriété  que 
sa  distance  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  s'exprime 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées 
X  et  y  du  point  M,  ce  point  F  est  un  foyer,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  une  droite  DE,  telle  que  le  rapport  des  distances  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  au  point  F  et  à  la  droite  DE 
soit  constant.  En  effet,  supposons  que  Ton  ait 

FM  =dz  (mx  -hny  +  h), 

en  désignant  par  mx-i-ny-i-h  une  fonction  entière  et  du 
premier  degré  des  coordonnées  a:  et  y  du  point  M.  Considérons 
la  droite  DE  qui  a  pour  équation 

m^H-ny-hA  =  o; 

la  distance  du  point  M  à  cette  droite  est  donnée  par  la  formule 

„p =b  {mx  -\-ny-hh)  sin6  ^ 

Vm* + n*  —  2  mncosô 

-  MF      slm^  H-  n*  —  2  m»  cos« 

on  a  donc  iîï=;  = :— s • 

MP  smO 

Ainsi  le  rapport  des  distances  de  cbacun  des  points  de  la 
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courbe  au  point  fixe  F  et  à  la  droite  fixe  DE  est  constant;  le 
point  F  est  donc  un  foyer  de  la  courbe,  et  la  droite  DE  la  di- 
rectrice correspondante.  En  désignant  par  k  la  valeur  du  rap- 
port constant,  on  a  ftsînO  =  Vtn*-f-n* — 2mncosô. 

Voilà  pourquoi  on  définit  souvent  le  foyer  d'une  courbe  du 
second  degré  un  point  fixe  F,  tel  que  sa  distance  à  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  s'exprime  par  une  fonction  entière 
et  du  premier  degré  des  coordonnées  du  point  AI.  On  obtient 
réquation  de  la  directrice  en  égalant  cette  fonction  à  zéro. 

Il  est  évident  à  priori  que  cette  propriété  algébrique  du 
foyer  est  indépendante  de  la  position  des  axes  des  coordonnées 
dans  le  plan;  car  une  fonction  entière  et  du  premier  degré 
conserve  ce  même  caractère  quand  on  change  les  axes  des  co- 
ordonnées. 

é 

Si  Ton  prend  Taxe  des  y  parallèle  à  la  directrice.  Taxe  des  x 
étant  quelconque,  l'équation  de  la  directrice  devant  se  réduire 
à  la  forme  mx  +  ft  =  o,  le  coefficient  w  sera  nul  et  la  distance 
du  foyer  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  s'exprimera 
par  une  fonction  entière  et  du  premier  degré  ±:(ma?-hft)  de 
Tabscisse  x  du  point  M. 

On  voit  par  là  que  la  recherche  du  foyer  et  de  la  directrice 
dans  les  courbes  du  second  degré  revient  à  la  détermination 
d'un  point  F,  tel  que  sa  distance  à  un  point  quelconque  M  de 
la  courbe  s'exprime  par  une  fonction  entière  et  du  premier 
degré  des  coordonnées  x  e\y  du  point  M.  Supposons  les  axes 
rectangulaires,  et  soit 

(i)    Air*+Ba;y-hCî/*-l-Da?-f-Ei/  +  F  =  o 

réquation  d'une  courbe  du  second  degré  donnée.  Appelons  a 
et  p  les  coordonnées  du  foyer  cherché,  les  coordonnées  de 
chacun  des  points  de  la  courbe  devront  vérifier  réquation 

yl[x^oLf-^[y  —  ^Y=±  (mx  +  ny  4-  h), 
ou        (2)     (a?  — a)*4-(y  — P)*--(ma;-hny  +  A)*  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (2),  représentant  toutes  les  deux  la  même 
courbe,  sont  identiques,  c'est-à-dire  que  les  coefficients  des 
termes  correspondants  doivent  être  proportionnels;  on  aura 


FOYERS  ET  DIRECTRICES.  189 

donc  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  a,  %  m^  n,  h^  les 
cinq  équations 

— m* — 2mn i — n* — 2(a-hmfe) —  2(p+nA) a'+p* 


—h' 


D 


Ë 


Afin  de  faciliter  le  calcul,  nous  considérons  séparément  les 
trois  courbes  du  second  degré  rapportées  aux  systèmes  d'axes 
rectangulaires  qui  ont  servi  à  simplifier  leurs  équations. 


FOYERS  ET  DIRECTRICES  DE  L  ELLIPSE. 


«1  y— Soit 


(4) 


réquation  d'une  ellipse  donnée  rapportée  à  ses  axes.  Cette 
équation  ne  contenant  pas  de  terme  en  xy^  il  faut  que  le  coef- 
ficient —  2mn  de  ce  terme  dans  Téquation  {2)  soit  nul,  ce  qui 
exige  que  Ton  ait,  soit  w  =  o,  soit  m  =  o.  Supposons  d'abord 
n  =  o;  les  coefficients  des  termes  du  premier  degré  devant 
être  aussi  nuls,  on  aura,  a  -Mnft  =  o,  P  =  o,  et  les  équations 
(3)  se  réduiront  à 

a*(i  — m')  =  6'==  A^—  a*. 
On  en  déduit  m*= — ;  comme  on  peut  toujours  supposer 

Cv 

m  positif,  sans  quoi  on  changerait  les  signes  des  coefficients 


m,  n,  h  dans  Téquation  (2),  on  prendra    m  = 


a 


Si, 


dans  réquation  a*  (i  —  m*)  =  A*  —  a*,  on  remplace  h  par  sa  va- 
leur tirée  de  réquation  a-hm/i  =  o,  on  trouve  a*=a^—  6% 
d'où  a=dz\/a*  —  6%  A=q=a. 
On  obtient  ainsi  deux  foyers  F  et  F'  (fig.  120)  situés  sur  le 

E  grand  axe  et  à  égale  dis- 
tance de  part  et  d'autre 
du  centre.  Pour  les  con- 
struire, du  sommet  B-du 
D~x  petit  axe  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  a, 
on  décrira  un  cercle;  les 
points  F  et  F'  où  ce  cercle 
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coupe  le  grand  axe,  sont  les  loyers.  Si,  pour  al^ger,  on  pose 

a* — 6"=c*,  ona  a=±c,  m  =  -»  ft=ipa;  les  signes  supé- 
rieurs se  rapportent  au  foyer  F,  les  signes  inférieurs  au  foyer 
F^  On  sait  que  Ton  a  Téquation  de  la  directrice  en  égalant  à 
zéro  le  polynôme  mx-hny  +  h;  cette  équation  se  réduit  à 

c  d* 

-aî=pa=o,  ou  a5=±— •  On  obtient  ainsi  deux  directrices; 
a    ^  c  ' 

au  foyer  F  correspond  la  directrice  DE  qnî  a  pour  équation 

œ=  —;  au  foyer  F'  la  directrice  D'E^  qui  a  pour  équation 
c 

rr= •  Ces  directrices  sont  perpendiculaires  au  grand  axe 

c 

et  à  égale  distance  du  centre;  la  détermination  du  point  I> 
revient  à  une  troisième  proportionnelle;  on  la  construit  de  la 
manière  suivante  :  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  décri- 
vons un  cercle.,  par  le  foyer  F  élevons  une  perpendiculaire  à 
cet  axe,  et  au  point  N  où  la  perpendiculaire  coupe  le  cercle^ 
menons  une  tangente  au  cercle;  le  point  où  cette  tangente 
rencontre  le  grand  axe  est  le  point  D. 

Nous  avons  vu  aussi  que  le  rapport  constant  des  distances 
de  chacun  des  points  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice 

correspondante  est  égal  à  VïnM-w*  en  coordonnées  rectangu- 

c  c 

laires;  on  a  donc  k  =  m  =—  Le  rapport  -  est  ce  qu'on  appelle 

excentricité  de  Tellipse. 

!ïl 8— Supposons  maintenant  m  =  oj  les  coefficients  des 
termes  du  premier  degré  devant  être  nuls,  on  aura  ol=o, 
^-{-nh  =  o,  et  les  équations  (3)  se  réduisent  à 

a«=6«(i— n*)  =  A*— p*. 
On  en  déduit 

Pour  obtenir  ces  nouvelles  solutions,  il  suffit  de  permuter  dans 
les  premières  les  lettres  a  et  &,  m  et  n,  a  et  p.  Comme  nous 
avons  supposé  a  plus  grand  que  b,  ces  deux  solutions  sont 
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imagioaires.  Ainsi  on  peut  attribuer  aux  eonstanted  quatre 
systèmes  de  -valeurs  qui  rendefit  identiques  les  équations  {2)  et 
(4);  mais  il  n'y  a  que  deux  de  ces  systèmes  qm  donnent  des 
foyers  et  des  directrices  réete. 

THÉORÈME  I. 

919 — Xft  êomme  ieê  disimneeê  de  chacun  éks  points  de 
f ellipse  au^  deux  foyers  e&ê  c&nstanie, 
La  distance  d'un  foyer  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe 

(CiJS  \ 

Le  signe  —  dans  la  parenthèse  se  rapporte  au  foyer  F>  le  signe 
+  au  foyer  F^;  on  choisira  le  signe  placé  en  ayant  de  la 
parenthèse  de  manière  à  a\oir  une  quantité  positiYe. 

Dans  Tellipse,  le  rapport  -  étani  moindre  que  Tunité  et 

a 

1  abscisse  x  moindre  que  a  en  yaleur  absolue,  le  terme  — 

a 

est  plus  petit  que  a  en  valeur  absolue,  et,  par  conséquent,  la 
parenthèse  a  le  signe  du  second  terme.  On  prendra  devant  la 
parenthèse  le  signe  —  pour  le  foyer  F  et  le  signe  -H-  pour  le 
foyer  F^;  on  a  ainsi 

MF  =  a— — »     MF  =  a-h— ; 
a  a 

d'où  Ton  déduit 

MF-|-MF/  =  2a. 

399— CoBOLLAiRE  I.   La  somme  des  distances  d'un  point 

intérieur  à  l'ellipse  aux  deux  foyers  est  plus  petite  que  le  grand 

o^e;  la  somme  des  dislances  d'un  point  extérieur  est  plus 

grande  que  le  grand  axe. 

Considérons  d'abord  un  point  N  (fig.  121)  situé  à  l'intérieur 

^  de  Tellipse.  Joignons  ce  point  aux  deux 
foyers  et  prolongeons  la  droite  F^N 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ellipse  en 
H.  Le  point  M  appartenant  à  l'ellipse, 
la  somme  des  deux  rayons  vecteurs 
^ii^7m7  MF  4-  MF'  est  égale  au  grand  axe  AA'; 

iiiais  la  ligne  droite  NF  est  plus  petite  que  la  ligne  brisée 
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NM  +  HF;  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  la  même  longueur 
F'N,  on  voit  que  le  chemin  F'N+NF  est  plus  petit  que  F^M-hMF, 
c'est-à-dire  plus  petit  que  AA^ 

Considérons  maintenant  un  point  P  situé  hors  de  Tellipse; 
la  droite  PF'  rencontre  Tellipse  en  un  point  M.  La  h'gne  brisée 
MP -h  PF  est  plus  grande  que  la  ligne  droite  MF;  en  ajoutant 
de  part  et  d'autre  la  même  longueur  F'M^  on  voit  que  le  chemin 
p/p  -I-  PF  est  plus  grand  que  F'M  +  MF,  c'est-à-dire  plus  grand 
que  AA'. 

11  est  clair  que  les  réciproques  sont  vraies.  Si  la  somme  des 
distances  d'un  point  du  plan  aux  deux  foyers  est  plus  petite 
que  le  grand  axe,  ce  point  est  intérieur  à  l'ellipse.  Si  la  somme 
est  plus  grande  que  le  grand  axe,  le  point  est  extérieur. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  pfeut  considérer  l'ellipse  comme  le 
lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  foyers 
est  égale  à  2  a.  C'est  ainsi  qu'on  définit  l'ellipse  en  Géométrie 
élémentaire,  et  c'est  sur  celte  propriété  que  repose  la  construc- 
tion de  l'ellipse  par  points,  ou  d'un  mouvement  continu,  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  (n*"^  12  et  1 3). 

331. — Corollaire  IL  L'ellipse  est  le  lieu  des  points  égale- 
ment distants  d'un  foyer  ¥  et  du  cercle  décrit  de  Vautre  foyer  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe.  Si  l'on  joint 

les  foyers  à  un  point 
quelconque  M  de  l'ellip- 
se, et  si  Ton  prolonge  le 
rayon  vecteur  F^M  d'une 
longueur  MH  égale  à  MF, 
on  obtient  une  longueur 
F' H  constante  et  égale 
au  grand  axe  ;  le  lieu  du 
point  H  est  donc  la  cir- 
conférence décrite  du 
foyer  F'  comme  centre 
avec  le  grand  axe  pour 
rayon.  La  portion  HH  du 
Fig.  125.  rayon  étant  le  plus  court 

chemin  du  point  M  à  cette  circonférence,  on  voit  que  le  point 
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M  de  l'ellipse  est  également  distant  du  foyer  F  et  de  la  circon- 
férence. On  a  donné  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  directeur. 

THÉORÈME  II. 

922 — La  tangente  à  reUipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteitrs,  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 
Prenons  deux  points  voisins  M  et  M^  (flg.  i23)  sur  Tellipse; 
du  foyer  F  comme  centre,  avec  FM^  pour  rayo^i,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupera  en  C  le  rayon  vecteur  FM,  la  lon- 
gueur MC  représente  la  difTérence  des 
deux  rayons  vecteurs  FM  et  FM',  ou  la 
diminution  qu'éprouve  le  rayon  vec- 
teur FM  quand  on  passe  du  point  M  au 
point  voisin  M'.  De  même,  si  du  foyer 
F'  comme  centre,  avecF'M'  pour  rayon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupera 
î'is- 123.  en  D  le  rayon  vecteur  F'  M  prolongé,  la 

longueur  MD  représentera  la  différence  des  deux  rayons  vec- 
teurs F' M  et  F' M',  ou  Taccroissement  qu'éprouve  le  rayon  vec- 
teur F'M  quand  on  passe  du  point  M  au  point  M'.  Ainsi,  quand 
on  passe  du  point  M  au  point  M',  le  rayon  vecteur  FM  éprouve 
une  diminution  MC,  tandis  que  Vautre  rayon  vecteur  F'M 
éprouve  un  accroissement  MD.  Puisque  la  somme  des  deux 
rayons  vecteurs  FM-l-F'M  reste  constante,  l'augmentation  de 
Tun  est  égale  à  la  diminution  de  l'autre,  et,  par  conséquent, 
les  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales. 

Par  les  deux  points  M  et  M'  menons  la  sécante  MS;  dans  les 
deux  cercles  considérés  précédemment,  traçons  les  cordes  M'C 
et  M'D.  Sur  la  sécante  MS  portons  une  longueur  MO,  arbitraire, 
mais  invariable,  et  par  le  point  G  menons  GH  parallèle  à  M'C, 
GK  parallèle  à  M'D;  à  cause  des  parallèles,  on  a  les  rapports 


égaux 


MG_MW_MD. 
MH""MG  ""MK' 

puisque  les  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  MH  et  MK  sont  aussi  égales. 

BB.  13 
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Supposons  maintenant  que  le  point  H^  se  rapproche  indéfi- 
ment  du  point  M;  la  sécante  HS  tend  vers  une  position  limite 
MT  (fig.  124)^  qui  est  la  tangente  à  Tellipse.  En  même  temps^ 
les  points  C  et  D  se  rapprochent  du  point  M^  les  cordes  M'C  et 
M^D,  prolongées,  tendent  vers  les  tangentes  aux  cercles  décrits 
des  points  F  et  F'  comme  centres  avec  FM  et  F' M  pour  rayons 
et,  par  conséquent,  deviennent  perpendiculaires  aux  rayons  FM 
et  F' M;  leurs  parallèles  GH  et  GK  prennent  aussi  des  directions 
perpendiculaires  à  ces  mêmes  rayons,  et,  par  conséquent,  les 
angles  H  et  K  deviennent  droits. 

Les  limites  des  deux  triangles  MGH,  MGK  (flg.  i23)  sont  deux 
triangles  rectangles  MGH,  MGK  (fig.  124);  ces  deux  triangles, 

ayant  Thypoténuse  MG  commune  et 
les  côtés  MH  et  MK  égaux  entre  eux 
comme  limites  de  loqpieurs  égales, 
sont  égaux  ;  d'où  l'on  conclut  Téga- 
lité  des  deux  angles  GMH,  GMK.  Il  en 
résulte  que  la  tangente  MT  à  Tellipse 
divise  en  deux  parties  égales  Tanglc 
FMK  formé  par  Tun  des  rayons  vec- 
teurs MF  et  le  prolongement  de  l'autre  F' M. 

L'angle  F'MT'  étant  égal  à  son  opposé  par  le  sommet  GMK, 
on  voit  que  la  tangente  TT'  fait,  avec  les  deux  rayons  vecteurs 
qui  vont  au  point  de  contact,  des  angles  égaux  FMT,  F^MT^ 

223 — Corollaire  I.  Menons  au  point  M  (fig.  i25)  une  per- 
pendiculaire MN  à  la  tangente  TT^,  nous 
aurons  la  normale  à  Tellipse.  Les  deux 
angles  FMN,  F^MN  sont  égaux  comme 
complémentaires  des  angles  égaux  FMT, 
F'MT';  ainsi  la  normale  à  Vellipse  au 
point  M  est  bissectrice  de  Vangle  FMF^  des 
Fig.  125.  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  point  aux 

deux  foyers. 

284— Corollaire  II.  Supposons  qu'une  lumière  soit  placée 
au  foyer  F  (fig.  126)  d'une  ellipse;  les  rayons  lumineux,  par- 
tant du  point  F,  se  réfléchissent  sur  Tellipse  en  faisant  un 


Fig.  124. 
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iDgIe  de  réfleicion  égal  à  Tangle  d'iDcidence.  Soit  FM  Tun  de 

ces  rayons  ;  menons  la  tangente  TT'  à 

Fellipse  en  ce  point;  le  rayon  réfléchi, 

devant  faire  avec  MT'  un  angle  égal  à 

FMT^  sera  dirigé  suivant  MF^  Ainsi  les 

rayons  réfléchis  viennent  tous  concou- 

Fig.  126.  rir  au  second  foyer  F'  où  ils  forment 

une  image  très-brillante  de  la  flamme  placée  au  premier  foyer 

F.  C'est  de  là  que  vient  la  dénomination  de  foyer. 

325 — Corollaire  III.  Réciproquement^  Tellipse  est  la  seule 
courbe  qui  jouisse  de  la  propriété  que  sa  tangente  fasse  exté- 
rieurement des  angles  égaux  avec  les  rayons  \ecteurs  qui  vont 
du  point  de  contact  à  deux  points  fixes  F  et  F'.  Cherchons,  en 
«ffet,  réqualion  de  la  courbe  en  coordonnées  bi-polaires,  et 
désignons  par  t*  et  r  les  deux  rayons  vecteurs  MF,  MF'  (flg.  i23). 
Quand  on  passe  d'un  point  M  de  la  courbe  au  point  voisin  M^ 
les  deux  rayons  vecteurs  m  et  r  éprouvent  des  variations 

AM=— MC,     Ai?=-|-MD, 
W  MD  MK 


et  Ton  a 


Au  MG  "^      MH 


Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéflniment  du  point  M,  ia 

droite  MH^  devient  tangente  et  les  deux  angles  H  et  K,  comme 

nous  l'avons  dit,  deviennent  droits.  Nous  supposons  d'ailleurs 

les  deux  angles  GMH,  GMK  (flg.  124)  égaux  entre  eux;  les 

deux  triangles  rectangles  GMH,  GMK  sont  donc  égaux,  et  Ton  a 

A  V 
M  =  Wi;  le  rapport  —  tend  vers  une  limite  égale  à  —  i. 

Si  Ton  considère  v  comme  une  fonction  de  u,  on  voit  que  la 
dérivée  de  cette  fonction  est  égale  à  —  i;  en  remontant  à  la 
fonction  primitive,  on  a  v  =— ti  -h  C;  et,  par  suite,  tiH-v =G. 
Donc  la  courbe  est  une  ellipse. 

SIÏ6— Corollaire  IV.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  à  l'ellipse  est  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre.  Prolongeons  le  rayon  vecteur  F' M  d'une 
longueur  MH  égale  à  MF;  la  tangente  divisant  en  deux  par- 
ties égales  Tangle  FMH,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  I 


,^H 
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de  la  droite  FH  (flg.  127);  joignons  ce  point  au  centre  O  de 
Tellipse.  La  droite  01^  qui  divise  en  deux  parties  égales  les 

côtés  FF,  FH  du  triangle  F'FH,  esl 
parallèle  au  troisième  côté  F^H,  et  en 
est  la  moitié;  la  longueur  F' H  étant 
égale  au  grand  axe  ÂA^,  la  distance  01 
est  constante  et  égale  à  OA.  Donc  le 
lieu  du  point  I  est  la  circonférence  de 
cercle  décrite  du  point  0  comme  cen- 
tre, avec  0  A  pour  rayon. 


Fig.  127. 


■ —  .^  /  " 


PROBLÈME  I. 

227 — Mener  une  tangente  à  Vellipse  en  un  point  M  donné 
sur  l'ellipse. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème,  ainsi  que  les  suivants^ 
ca  considérant  Tellipse  comme  la  projection  d'un  cercle.  Nous 
traiterons  les  mêmes  questions  par  une  autre  méthode  qui 
pourra  être  appliquée  à  Thyperbole  et  à  la  parabole. 

Prolongeons  le  rayon  vecteur  F'M  (flg.  128)  d'une  longueur 
MH  égale  à  l'autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M  menons 
une  droite  TT^  perpendiculaire  à  FH;  nous  aurons  la  tangente 
demandée.  Car,  dans  le  triangle  isocèle  FMH,  la  droite  MT,  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  sur  la 
base  FH,  divise  l'angle  au  sommet  en 
deux  parties  égales.  Celte  droite,  étant 
bissectrice  de  l'angle  FMH  formé  par  l'un 
des  rayons  vecteurs  et  le  prolongement 
de  Vautre,  coïncide  avec  la  tangente  à 
l'ellipse. 

2» 8— Remarque.  Il  est  bon  d'observer  que  tous  les  points 
de  la  tengente,  excepté  le  point  de  contact  M,  sont  situés 
hors  de  l'ellipse.  Soit  P  un  point  quelconque  de  la  tangente, 
joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  au  point  H.  La  tangente, 
étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH,  la  distance  PF  égale 
PH  et,  par  conséquent,  la  ligne  brisée  F'P  +  PF  égale  la  ligne 
brisée  FT  +  PH;  mais  cette  dernière  est  plus  grande  que  la 
ligne  droite  F'H  qui  est  égale  au  grand  axe  de  Tellipse,  puis- 


Fig.  i28. 
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|u'on  a  prolongé  le  rayon  vecteur  F'M  d'une  longueur  MH 
igale  à  MF.  La  somme  des  distances  du  point  P  aux  deux  foyers 
itant  plus  grande  que  le  grand  axe,  ce  point  est  situé  hors  de 
'ellipse. 

La  ligne  brisée  F^M  +  MF  est  le  plus  court  chemin  allant  du 
K)int  F'  au  point  F  en  passant  par  un  point  de  la  tangente. 

Oq  dit  qu'une  ligne  brisée  est  convexe  y  lorsqu'elle  est  située 
lout  entière  d'un  même  côté  par  rapport  à  chacun  de  ses  côjtés 
indéfiniment  prolongés.  De  même>  on  dit  qu'une  courbe  est 
convexe  lorsqu'elle  est  située  tout  entière  d'un  même  côté 
par  rapport  à  chacune  de  ses  tangentes  indéfiniment  pro- 
longées. Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'ellipse  est  une  courbe 
fermée  convexe. 

PROBLÈME  II. 

929 — Mener  une  tangente  à  V  ellipse  par  un  point  ex  té- 
rieur  P. 

Supposons  le  problème  résolu^  et  soit  PM  (fig.  129)  une  tan- 
gente passant  par  le  point  P.  Si  Ton  prolonge  le  rayon  vecteur 

F^H  d'une  longueur  HH  égale  à 
FH^  on  sait  que  la  tangenle  PM 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
l' de  la  droite  FH  ;  la  question  re- 
vient donc  à  déterminer  le  point 
H.  Puisque  la  droite  F^H  est  égale 
au  grand  axe  AA^^  le  point  H  est 
î'ig- 129.  situé  sur  la  circonférence  décrite 

du  foyer  F'  comme  centre  avec  AA'  pour  rayon.  D'autre  pari, 
la  distance  PH  étant  égale  à  PF,  le  point  H  est  sur  la  circonfé- 
rence décrite  du  point  P  comme  centre  avec  PF  pour  rayon; 
le  point  H  est  donc  à  l'intersection  de  ces  deux  circonférences. 
On  déduit  de  là  la  construction  suivante  : 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand 
axe,  décrivons  un  cercle.  Du  point  P  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  la  dislance  PF  de  ce  point  à  l'autre  foyer,  dé- 
crivons un  second  cercle,  qui  coupera  le  premier  au  point  H. 
Joignons  FH,  et  du  point  P  menons  une  perpendiculaire  à  la 
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droite  FH^  nous  aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  d^ 
contact  M  sera  déterminé  par  l'intersection  de  la  tangente  aved 
la  droite  F  H. 

Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H^;  en  me^ 
nant  de  même  du  point  P  une  perpendiculaire  à  FH^  on  aura 
une  seconde  tangente  PM^^  dont  on  déterminera  le  point  de 
contact  M^  à  Faide  de  la  droite  F' H'. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  constructions  peuvent  être  efiPec- 
tuées  sans  que  Tellipse  soit  tracée.  II  suffit  que  Ton  connaisse 
les  foyers  et  le  grand  axe. 

PROBLÈME  m. 

230 — Mener  à  l'ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée  KL. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  ST  une  tangente  paral- 
lèle à  KL  (fig.  i3o).  Si  l'on  prolonge  F^M  d'une  longueur  MH 

égale  à  MF,  on  sait  que  la  tangente 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
^  FH.  On  en  déduit  la  construction  sui- 
s  vante  : 

Du  foyer  F'  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  au  grand  axe,  décri- 
vons un  cercle;  par  l'autre  foyer  F  me- 
nons une  droite  FH  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée  KL;  cette  droite  cou- 
pera la  circonférence  en  un  point  H; 
sur  le  milieu  de  FH,  élevons  une  per- 
pendiculaire ST,  nous  aurons  la  tan- 
gente demandée.  Le  point  de  contact  sera  déterminé  par  l'in- 
tersection de  la  tangente^vec  la  droite  F'H. 

La  droite  FH  prolongée  rencontre  la  circonférence  en  un 
second  point  H^;  en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FH',  on  obtiendra  une  seconde  tangente  S'T',  dont  on  déter- 
minera le  point  de  contact  M'  par  la  droite  F'H^ 

PROBLEME  IV. 

23  W— Une  ellipse  étant  définie  par  ses  foyers  et  son  grand 


\/ 


•/--'' 


Fiff.  130. 


FOYERS  ET  DIRECTRICES.  i99 

\xe,  déterminer  les  points  où  elle  est  coupée  par  une  droite 

lonnée  MMf. 
Soit  M  Fun  des  points  où  la  droite  donnée  coupe  l'ellipse 

fig.  i3i)  ;  joignons  ce  point  aux  deux  foyers  et  prolongeons  le 

rayon  vecteur  FM  d'une  longueur  MH  égale  à  MF;  le  point  H 

appartient  au  cercle  directeur 
décrit  du  foyer  F'  comme  cen- 
tre; si  du  point  M  comme  cen- 

s 

'\    ire,  avec  un  rayon  égal  à  MF, 
\  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle 
/  sera  tangent  en  H  au  cercle  di- 
/     recteur;  en  abaissant  du  foyer 
F  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  donnée  et  prolongeant 
Fig- 131-  cette    perpendiculaire   d'une 

longueur  égale  à  elle-même,  on  obtient  un  second  point  F^  ap- 
partenant à  ce  même  cercle.  La  question  revient  donc  à  trouver 
le  centre  M  d*un  cercle  passant  par  les  deux  points  donnés  F  et 
Fj  et  tangent  au  cercle  directeur.  Pour  cela,  par  les  deux  points 
F  et  Fj  on  fait  passer  un  cercle  quelconque  qui  coupe  le  cercle 
directeur  en  deux  points  K  et  K';  du  point  1,  intersection  des 
deux  droites  FFj  et  KK',  on  mène  une  tangente  IH  au  cercle 
directeur;  le  point  M,  où  la  droite  FH  coupe  la  droite  donnée, 
sera  le  point  cherché. 
On  a,  en  efièt, 

ffl*=IKxIK^  =  lFxlFj; 

donc  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  F,  F,,  H  est  tangent 
en  H  au  cercle  directeur.  Comme  on  peut  mener  du  point  I 
deux  tangentes  au  cercle  directeur,  on  aura  deux  points  M 
et  M'. 

Lorsque  le  point  ¥^,  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  la 
droite  donnée,  est  situé  à  l'intérieur  du  cercle  directeur,  il  y  a 
effectivement  deux  solutions.  Lorsque  le  point  Fj  est  situé  sur 
le  cercle^  la  droite  est  tangente  à  l'ellipse.  Enfin,  quand  le 
point  Fj  est  situé  hors  du  cercle,  la  droite  ne  rencontre  pas 
l'ellipse. 
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»3»— Soit 


,^.    x^     V' 


réqualion  d^ine  hyperbole  donnée  rapportée  à  ses  axes.  Le 
calcul  est  le  même  que  pour  l'ellipse;  il  suffit  de  remplacer 
6'  par  —  6'.  On  a  ainsi  les  deux  solutions  réelles 


a 


n  :=  o,     h  = 


dy 


et  les  deux  solutions  imaginaires 


a=:o,  P=dzV— a' — 6%  m=o,  n= 


v^^^ 


9    h  =3i=  &I, 


Les  deux  premières  solutions  donnent  deux  foyers  réels  F 

et  F'  situés  sur  Taxe  transverse  à 
égale  distance  du  centre  (fig.  1 32). 
On  les  obtient  en  menant  par  le 
sommet  A  une  perpendiculaire 
AGàTaxe  transverse  jusqu'à  Fa- 
symptote,  et  prenant  sur  l'axe 
tranverse  des  longueurs  OF  et 
OF'  égales  à  OG.  Si,  pour  abréger, 
on  pose  a*-|-6*=c%  on  a 


Fis.  132. 


a 


±c, 


c 
a 


Les  directrices  sont  représentées  par  les  équations 

c  Cl* 

Au  foyer  F  correspond  la  directrice  DE,  au  foyer  F'  la  direc- 
trice D^E^  Du  point  0  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon, 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l'asymptote  au  point  H, 
ce  point  appartient  à  la  directrice.  En  efTet,  les  deux  triangles 
OAG,  OHF,  qui  ont  un  angle  commun  0,  les  côtés  OA  =  OH  et 
OF  =  OG,  sont  égaux,  et  l'angle  OHF  est  droit  ;  si,  du  point  H, 
n  abaisse  une  perpendiculaire  HD  sur  Taxe  transverse  OA,  on 
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t  ÔH*=  OFxOD,  et,  par  suite,  0D  =  — •  Ain^i  la  droite  DH 

V 

îst  la  directrice. 


Le  rapport  constant  *==  ymM-n*  est  égal  à  m  ou  au  rap- 
port  -♦  qu'on  appelle  excentricité  de  Thyperbole. 

Cv 

THÉORÈME  m. 

S33 — La  différence  des  distances  de  chacun  des  points  de 
Vhyperbole  aux  deux  foyers  est  constante  et  égale  à  Vaxe 
tranverse. 

La  distance  d'un  foyer  à  un  point  quelconque  H  de  la  courbe 

/ex        \ 
a  pour  expression  ±1  —  ip  a  )  -;  le  signe  supérieur  dans  la  pa- 
renthèse se  rapporte  au  foyer  F,  le  signe  inférieur  au  foyer  F'. 

Il  faut,  en  ayant  de  la  parenthèse,  choisir  le  signe  de  manière 

c 
il  avoir  des  longueurs  positives.  Dans  l'hyperbole,  le  rapport  - 

a 

étant  plus  grand  que  l'unité  et  x  plus  grand  que  a  en  valeur 

ex 
absolue,  le  premier  terme  —  en  valeur  absolue  est  plus  grand 


que  a.  Il  faudra  donc  faire  précéder  la  parenthèse  du  signe 
ou  du  signe  — ,  suivant  que  le  point  M  est  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  celle  de  gauche.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

MF=  — -a,    MF  =  — -t-a, 

d'où  MF  — MF  =  2  a. 

Dans  le  second  cas,  on  a 

d'où  MF  — MF  =  2a. 

234— Corollaire.  La  différence  des  distances  d'un  point 
situé  entre  les  deux  branches  de  l'hyperbole  aux  deux  foyers  est 
^\us  petite  que  l'axe  transverse  ;  lorsque  le  point  est  situé  dans 
lt$  deux  autres  parties  du  plan,  la  différence  est  plus  grande 
gue  Vaxe  iransverse. 

Soit  P  un  point  situé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe 


Fin.  133. 
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(Qg.  i33)  ;  la  droite  PF  rencontre  l'hyperbole  an  point  M.  On  i 

PF  — PM<MF'; 

i 

si  l'on  retranche  HF  de  part  et  d^au- 
Ire,  il  vient 

PF  — PF<MF^  — MF; 

cette  dernière  différence  étant  égale  à 

2a,la  première  est  plus  petite  que  2a. 

Considérons  maintenant  un  point  N 

situé  à  droite  de  la  première  branche  d'hyperbole;  la  droite 

NF^  rencontre  celte  branche  en  M  ;  on  a 

NF<NM  +  MF, 
et,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  MF', 

NF-+-MF'<NF-f-MF;    d'où    NF  — NF>  MF'  — MF. 

La  seconde  différence  étant  égale  à  2  a,  la  première  est  plus 
grande  que  2a. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  considérer  l'hyperbole  comme 
le  lieu  des  points  dont  la  différence  des  distances  aux  deux 
foyers  est  égale  à  2a.  C'est  sur  cette  propriété  que  repose  la 
construction  par  points  ou  d'un  mouvement  continu  que  nous 
avons  donnée  au  commencement  (n**  20  et  21). 

235— Corollaire  IL  La  distance  d'un  point  quelconque  de 
Vhyperbole  au  foyer  F  est  égale  à  Vune  des  normales  menées  de 
ce  point  au  cercle  décrit  de  Vautre  foyer  F'  cornme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  l'axe  transverse. 

Pour  un  point  M  de  la  première  branche  (fig.  i34),  on  a 

MF  — MF=:2a  =  FN, 
et,  par  suite, 

MF  =  MF  — FN  =  MN. 

Pour  un  point  M'  de  la  seconde 
branche,  on  a 

M'F  — M'F  =  2a  =  FN^ 

Fig.  134.  et,  par  suite, 

M'F  =  M'Fh-FN'  =  M'N'. 
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lans  le  premier  cas^  la  portion  HN  de  la  normale  mesure  la 
Sstance  du  point  H  au  cercle  et  la  première  branche  d'hy- 
erbole  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
t  du  cercle  directeur. 

THÉORÈME  lY. 

93S — La  tangente  à  l'hyperbole  est  bissectrice  de  l'angle  des 

'ayons  vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  aux  deux  foyers. 

Prenons  deux  points  voisins  H  et  M' sur  Thyperbole  (fig.  1 35) . 

Ou  foyer  F  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  FM,  décrivons 

un  arc  de  cercle  qui  coupera  en  G  le 
rayon  vecteur  FM;  du  foyer  F^  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  F^M^ 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  cou- 
pera en  D  le  rayon  vecteur  F'  M;  quand 
on  passe  du  point  M  au  point  M'',  les 
deux  rayons  vecteurs  FM,  F^M  éprou- 
Fig.  135.  vent  des  diminutions  égales  à  MC  et  à 

MD;  puisque  la  différence  est  constante,  ces  deux  variations 
sont  égales  entre  elles. 

Sur  la  sécante  MM',  prenons  une  longueur  arbitraire  MG,  et, 
par  le  point  G,  menons  GH  parallèle  à  la  corde  MC  et  GK  paral- 
lèle à  la  corde  MD.  Â  cause  des  parallèles,  on  a 

MC      MM'      MD. 
MH"~MG"~MK' 

puisque  les  deux  longueurs  MC  et  MD  sont  égales,  il  en  résulte 
que  les  deux  longueurs  MH  et  MK  sont  aussi  égales.  Lorsque 
le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  sécante 
MM'  tend  vers  une  position  limite  qui  est  la  tangente  à  Thy- 
perbole  au  point  M;  en  même  temps,  les  cordes  M'C  et  M'D 
deviennent  tangentes  aux  cercles  décrits  des  foyers  comme 
centres  et,  par  conséquent,  perpendiculaires  à  FM,  F'M;  leurs 
parallèles  GH,  GK  prennent  aussi  des  directions  perpendicu- 
laires à  ces  mêmes  rayons,  et  les  angles  H  et  K  deviennent 
droits.  Les  deux  triangles  MGH,  MGK,  qui  ont  un  côté  MG 
commun  et  un  côté  MH  égal  MK,  deviennent  donc  rectangles 
et,  par  conséquent,  égaux  entre  eux;  il  en  résulte  que  les 
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angles  GHH^  GHK  deviennent  ^aux;  ainsi  la  tangente  à  Tliy^ 
perbole  au  point  M  est  bissectrice  de  Tangle  FMF^  | 

93 7"— Corollaire  I.  L'hyperbole  est  la  seule  courbe  quj 
jouisse  de  cette  propriété;  car  en  appelant  w  et  v  les  rayons  MF 
et  MF',  A  M  et  At?  leurs  variations,  on  a 

Ar_MD_MK 
Au~MC"~MH 

Si  Ton  suppose  que  les  angles  GMH,  GMK  deviennent  égaux, 
quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  les 
deux  triangles  MGH,  MGK  deviennent  aussi  égaux,  ainsi  que  les 
côtés  MH  et  MK;  il  en  résulte  que 

,.     Ad 
lim-—  =  I. 
Au 

En  remontant  à  la  fonction  primitive,  on  a 

v  =  ti-hC,    d'où    V  —  M  =  C. 

23  S — Corollaire  IL  Une  ellipse  et  une  hyperbole  homo fo- 
cales se  coupent  à  angle  droit.  On  dit  que  deux  courbes  du 

second  degré  sont  homofocales  lors- 
que leurs  foyers  coïncident;  on  ap- 
pelle angle  de  deux  courbes  l'angle 
"^  de  leurs  tangentes  au  point  d'inter- 
section. Soit  M  le  point  d'intersection 
d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  qui 
ont  mêmes  foyers  F,  F'  (fig.  i36);  la 
Fig.  136.  bissectrice  MN  de  Fangle  FMF'  est 

d'une  part  normale  à  l'ellipse,  d'autre  part  tangente  à  l'hyper- 
bole; donc  les  tangentes  MT,  MN  aux  deux  courbes  sont  per- 
pendiculaires entre  elles. 

PRORLÈHE  V. 

S30 — Mener  un  tangente  à  Vhyperbole  par  un  point  M 
donné  sur  Vhyperbole. 

Sur  le  rayon  vecteur  MF'  prenons  une  longueur  MH  égale  à 
l'autre  rayon  vecteur  MF,  et  par  le  point  M  menons  une  droite 
MT  perpendiculaire  à  FH;  nous  aurons  la  tangente  demandée 
(flg.  i37). 
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Remarque.  Il  est  bon  d'observer  que  la  tangente  est  tout 

entière  située  entre  les  deux  branches 
de  l'hyperbole.  Soit  P  un  point  quel- 
conque de  cette  tangente^  on  a 

PF  — PH<FH, 

et^  par  suite^ 

PF^  — PF<2a; 

donc  le  point  P  est  situé  entre  les 
deux  branches  de  l'hyperbole.  Une 
branche  de  l'hyperbole,  étant  située  d'un  même  côté  de  cha- 
cune de  ses  tangentes,  est  une  courbe  convexe. 

La  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  I  de  FH,  le 
point  I  est  la  projection  du  foyer  F  sur  la  tangente.  La  droite 
01^  étant  parallèle  à  F'H  et  égale  à  la  moitié  de  F^H^  est  con- 
stante; il  en  résulte  que  le  lieu  des  projections  des  foyers  sur 
les  tangentes  est  le  cercle  décrit  sur  l'axe  transverse  comme 
diamètre. 

PROBLÈME  YI. 

!t40 — Mener  une  tangente  à  rhyperbole  par  un  point  donné 
P  situé  entre  les  deux  branches  de  Vhyperbole. 
Soit  PHune  tangente  passant  par  le  point  P  (fig.  i38);  si  du 

rayon  vecteur  MF'  on  re- 
tranche MH  =  MF,  on  sait 
que  la  tangente  PM  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu 
de  FH.  La  question  revient 
à  déterminer  le  point  H  ;  ce 
point  se  trouve  à  Tinter- 
section  du  cercle  décrit  du 
foyer  F'  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  2a,  et 
Fig.  138.  du  cercle  décrit  du  point 

P  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  PF.  On  obtiendra  la  tan- 
gente en  élevant  une  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FH,  et 
on  déterminera  le  point  de  contact  M  par  le  rayon  vecteur  F'H. 
Les  deux  cercles  se  coupent  en  un  second  point  H';  en  menant 
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du  point  P  une  perpendiculaire  sur  FH^  on  aura  une  seconde 
tangente  PM^,  dont  on  déterminera  le  point  de  contact  à  Taide 
de  la  droite  FH'. 

Lorsque  le  point  P  est  situé  sur  Tune  des  asymptotes,  l'une 
des  tangentes  menées  par  le  point  P  coïncide  avec  cette  asym- 
ptote, et  le  point  de  contact  s'éloigne  à  Tinfini. 

PROBLÈME  vu. 

2^%— Mener  à  Vhyperbole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  OL. 
Du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  2  a,  on 

décrira  le  cercle  directeur;  du 
foyer  F,  on  mènera  une  droite 
perpendiculaire  à  OL  (ûg.  iSg); 
cette  droite  coupera  le  cercle  en 
deux  points  H  et  H^;  par  les  mi- 
lieux des  [droites  FH  et  FU^,  on 
mènera  des  parallèles  à  OL;  ces 
parallèles  seront  les  tangentes  de- 
mandées. Les  droites  F' H,  ,F'H^  détermineront  les  points  de 
contact  M  etM^ 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  droite 
donnée  OL,  que  Ton  peut  supposer  menée  par  le  centre,  ne 
rencontre  pas  l'hyperbole;  alors  la  perpendiculaire  FH'  menée 
par  le  foyer  F  coupera  le  cercle  directeur  en  deux  points. 

PROBLÈME  YIII. 

2é2 — Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  et  d^une 
hyperbole  définie  par  ses  foyers  et  son  axe  transverse. 
La  construction  est  exactement  la  même  que  pour  l'ellipse. 

FOYER  ET  DIRECTRICE  DE  LA  PARABOLE. 

248— Soit 

(6)    y* — 2px  =  o 

l'équation  d'une  parabole  donnée  rapportée  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet.  Cette  équation  ne  contenant  pas  le  terme 
en  xy  ni  le  terme  x^,  on  doit  avoir  mn  =  o,  i — m*= o,  d'où 


Fig.  139. 


FOYERS  ET  DIRECTRICES.  W7 

n  =  o,  m  =  I .  Le  coefficient  du  terme  en  y  et  le  terme  con- 
p,  ^   stant  devant  être  aussi  nuls,  on  a  P  =  o, 

a*— A»= G.  D'ailleurs  les  équations  (3)  se  ré- 
duisent à  '  I  = ;  on  en  déduit  a-f-ft  =p. 

L'équation  a*  —  h*=o  ou  (a+A)(a — h)  =  o 
devient  p  (a — A)=o,  c'est-à-dire  a— A=o; 

il  en  résulte  a = A  =  -•  On  n'a  ici  qu'une  so- 

Fig.  140.  lution.  Ainsi  la  parabole  admet  un  seul  foyer 
F  situé  sur  son  axe  à  une  distance  du  sommet  A  égale  à  la 
moitié  du  paramètre  (fig.  i4o).  La  distance  FM  ayant  pour 

expression  x-h-f  à  ce  foyer  correspond  une  directrice  DE, 

représentée  par  l'équation  a?=— -;  cette  directrice  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  et  à  une  distance  AD  du  sommet  égale  à  AF. 

Le  rapport  constant  t==:ym*-f-n'  se  réduit  ici  à  l'unité; 
ainsi  chacun  des  points  de  la  parabole  est  également  distant 
du  foyer  et  de  la  directrice. 

PROBLÈME  V. 

944 — Tout  point  intérieur  à  la  parabole  est  plus  rap- 
proché du  foyer  que  de  la  directrice  ;  tout  point  extérieur  est,  au 
contraire,  plus  rapproché  de  la  directrice  que  du  foyer. 

Considérons  d'abord  un  point  N  situé  à  l'intérieur  de  la  pa- 
rabole ;  joignons-le  au  foyer  et  abaissons  de  ce  point  une  per- 
pendiculaire NE  sur  la  directrice.  Cette  perpendiculaire  ren- 
contre la  courbe  en  un  point  M  que  nous  joignons  au  foyer. 
Le  point  H  appartenant  à  la  parabole,  les  distances  MF  et  ME 
sont  égales.  Mais  la  ligne  droite  NF  est  plus  courte  que  la  ligne 
brisée  NM-+-MF;  si  l'on  remplace  MF  par  son  égale  ME,  on 
Toit  que  la  distance  NF  est  plus  petite  que  NE.  Ainsi  le  point 
intérieur  N  est  plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice. 

Considérons  maintenant  un  point  extérieur  P  situé  entre  la 
courbe  et  la  directrice.  Joignons-le  au  foyer  et  abaissons  sur 
la  directrice  une  perpendiculaire  PE  que  nous  prolongerons 
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jusqu'à  sa  rencontre  en  M  avec  la  courbe.  Le  point  M  appar- 
tenant à  la  parabole^  les  distances  MF  et  ME  sont  égales  ;  la  ligne 
droite  MF  ou  son  égale  ME  est  plus  courte  que  la  ligne  brisée 
MP  -h-  PF,  si  Ton  retranche  MP  de  part  et  d'autre,  on  voit  que 
PE  est  plus  courte  que  PF.  Ainsi  le  point  extérieur  P  est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer.  Lorsque  le  point  P  est  situé 
à  gauche  de  la  directrice,  il  est  évidemment  plus  près  de  la 
directrice  que  du  foyer. 

Il  résulte  de  là  que  la  parabole  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  et  delà  directrice. 
C'est  ainsi  qu'on  déflnil  la  parabole  en  Géométrie  élémentaire, 
et  c'est  sur  cette  propriété  que  repose  la  construction  de  la 
parabole  par  points  ou  d'un  mouvement  continu,  dont  nous 
avons  parlé  au  commencement  (n®*  24  et  25). 

THÉORÈME  YI. 

945 — La  tangente  à  la  parabole  fait  des  angles  égaux  avec 
la  parallèle  à  Vaxe  et  le  rayon  vecteur  menés  par  le  point  de 
contact. 

Prenons  sur  la  parabole  deux  points  voisins  M  et  M^  (flg.  141), 
que  nous  joindrons  au  foyer  et  desquels  nous  abaisserons  des 
perpendiculaires  ME,  M'E'  sur  la  directrice.  Du  foyer  F  comme 

centre,  avec  FM^  pour  rayon,  décrivons  un 
arc  de  cercle  M'C,  et  parle  point  M'  menons 
une  parallèle  M^C  à  la  directrice.  La  lon- 
gueur MC  est  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  FM  et  FM'  ;  c'est  la  diminution  qu'é- 
prouve le  rayon  vecteur  FM  quand  on  passe 
du  point  M  au  point  M'.  De  même  la  longueur 
MO  est  la  différence  des  deux  perpendicu- 
laires ME  et  M'E';  c'est  la  diminution  qu'é- 
prouve la  perpendiculaire  ME  quand  on  passe  du  point  M  au 
point  M'.  Comme  le  rayon  vecteur  FM  reste  constamment  égal 
à  la  perpendiculaire  ME,  il  en  résulte  que  les  deux  variations 
MC  et  MC'  sont  égales  entre  elles. 

Menons  la  sécante  MS  par  les  deux  points  M  et  M',  et  traçons 
la  corde  M'C  dans  le  cercle  décrit  du  foyer  comme  centre.  Sur 


Fig.  141. 
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k  sécante  portons  une  longueur  arbitraire  MG,  et^  par  le  point 
G;  menons  GH  parallèle  à  H^C  et  GK  parallèle  à  H^C^  A  cause 

,  ,,,,  ,     ^         ,    ,         MC      MM'      MC 

des  parallèles,  on  a  les  rapports  égaux  rr^  =  -rrr;^  =  ^^;  puis- 
que les  deuxjongueurs  MC  et  MC  sont  égales,  les  deux  long  ueurs 
MH  et  MK,  qui  leur  sont  proportionnelles,  sont  aussi  égales. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  indéU- 
niment  du  point  M;  la  sécante  MS  tendra  vers  la  tangente  MT 
à  la  parabole;  la  corde  M'C  prolongée  tendra  de  même  vers  la 
tangente  au  cercle,  et,  par  conséquent,  deviendra  perpendicu- 
laire au  rayon  FM;  la  parallèle  GH  prendra  aussi  une  direction 
perpendiculaire  à  FM.  On  voit  par  là  que  les  deux  triangles  MGH, 
MGK  ont  pour  limites  deux  triangles  rectangles  MGH,  MGK 
[fig.  142);  ces  deux  triangles  rectangles,  ayant  ThypoténuseMG 

commune,  et  les  côtés  HH  et  HK  égaux 
entre  eux  comme  limites  de  longueurs 
égales,  sont  égaux;  d'où  Ton  conclut  Té- 
galité  des  deux  angles  GMH,  GMK.  Ainsi 
la  tangente  MT  à  la  parabole  est  bissec- 
trice de  l'angle  FME,  formé  par  le  rayon 
MF  et  la  perpendiculaire  ME  abaissée  du 
point  de  contact  sur  la  directrice.  Si  Ton 
prolonge  EM  suivant  ML,  les  deux  angles 
Fig.  142.  G)IIK,  PML  étant  égaux  comme  opposés 

par  le  sommet,  on  voit  que  les  deux  angles  TMF,  T'ML,  formés 
par  la  tangente,  avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  ML  à  l'axe, 
sont  égaux. 

340— Corollaire  I.  Supposons  qu'une  lu- 
M,^.._L  mière  soit  placée  au  foyer  F  (flg.  i43)  de  la  pa- 

-  rabole;  les  rayons  lumineux,  partant  du  foyer 
F,  se  réfléchissent  sur  la  parabole  en  faisant  un 

iL-,^,, ^  angle  de  réflexion  égal  à  Tangle  d'incidence. 

Soit  FM  Tun  de  ces  rayons  ;  menons  la  tangente 
TT'  à  la  parabole  en  ce  point,  le  rayon  réfléchi, 

-  devant  faire  un  angle  LMT^  égal  à  FMT,  sera 
Fig.  143.        parallèle  à  Taxe  AB  de  la  parabole.  Ainsi  tous 

les  rayons  réfléchis  seront  parallèles  à  l'axe. 

14 
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C'est  d'après  ce  principe  que  Ton  construit  les  réflecteurs  i 
employés  dans  les  réverbères  et  les  lanternes  des  voitures.  La! 
surface  intérieure,  en  métal  bien  poli,  est  engendrée  par  unej 
parabole  tournant  autour  de  son  axe;  la  lumière  est  placée  au 
foyer;  les  rayons  lumineux,  après  leur  réflexion*  devenant 
tous  parallèles  à  Taxe,  le  réflecteur  projette  un  faisceau  de 
rayons  parallèles  qui  se  propagent  sans  se  disperser  et  qui 
éclairent  à  une  grande  distance. 

Corollaire  IL  Supposons  au  contraire  que  des  rayons  lumi- 
neux, parallèles  à  Taxe,  tombent  sur  un  miroir  parabolique; 
après  leur  réflexion,  ils  iront  tous  converger  au  foyer. 

On  emploie  les  miroirs  paraboliques  dans  la  construction 
des  télescopes;  Taxe  est  dirigé  versTastre;  les  rayons  lumi- 
neux venant  de  l'astre  se  réfléchissent  sur  le  miroir,  et  forment 
au  foyer  une  image  très-brillante  de  Tastre. 

On  emploie  aussi  la  forme  parabolique  dans  la  construction 
des  porte-voix  et  des  cornets  acoustiques. 

247 — Corollaire  III.  Réciproquement,  la  parabole  est  la 
seule  courbe  qui  jouisse  de  cette  propriété  :  que  la  tangente  en 
chacun  de  ses  points  fasse  des  angles  égaux  avec  la  parallèle  à 
une  droite  fixe  et  le  rayon  vecteur  mené  d'un  point  fixe  au 
point  de  contact.  Imaginons  que  chacun  des  points  M  du  plan 
soit  déterminé  par  sa  dislance  MF  au  point  fixe  F,  et  sa  dis- 
tance ME  à  une  droite  DE  perpendiculaire  à  la  droite  fixe  FB 
(fig.  i4i);  désignons  par  m  et  t?  ces  deux  coordonnées'  Quand 
on  passe  du  point  M  de  la  courbe  au  point  voisin  M^,  ces 
deux  coordonnées  éprouvent  des  variations  Am==  —  MC, 
^v=^MCy  et  l'on  a 

A^_MC^_MK 
Aw^MC  ^MH 

Quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la 

droite  M' M  devient  tangente  et  l'angle  H  devient  droit.  Les 

deux  triangles  rectangles  limites  GMH,  GMK  (fig.  142)  sont 

égaux,  comme  ayant  Thypoténuse  commune  et  Tangle  GMH 

égal  à  GMK  par  hypothèse.  On  a  donc 

,.     Av 
lim--— =  1, 
Au        ' 
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et  en  remontant  à  la  fonction  primitive  i?  =  u  +  C.  En  dépla- 
çant la  droite  DE  d'une  quantité  égale  à  la  constante  C^  on 
aura  d  =  u. 

PROBLÈME  IX. 

*48 — Mener  une  tangente  par  un  point  M  donné  sur  la 

parabole. 

Première  méthode.  Soit  T  (fig.  i44)  le  point  où  la  tangente 

I  p  /     rencontre  le  prolongement  de  Taxe,  ME  la 

'~~~~~^r        perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la 

rjiyf  /  directrice.  On  sait  que  la  tangente  est  bis- 

WA,/  sectrice  de  l'angle  FME;  Tangle  FTM  étant 

âJHf i  égal  à  Tangle  alterne- interne  TME  et,  par 

i\  suite,  à  l'angle  FMT,  il  en  résulte  que  le 

N.  triangle  TFM  est  isocèle,  et  les  deux  côtés 

^^v,^^  FM  et  FT  égaux  entre  eux. 

Fig.  144.  Ainsi,  pour  construire  la  tangente  au 

point  M,  il  suffit  de  porter  sur  Taxe  une  longueur  FT  égale  au 

rayon  vecteur  FM  et  de  joindre  TM. 

Cette  méthode  ne  convient  pas  quand  le  point  M  est  très- 
voisin  du  sommet  A  de  la  parabole,  parce  que  les  deux  points 
M  et  T,  étant  alors  très-rapprochés  Fun  de  l'autre,  ne  déter- 
minent pas  la  tangente  avec  une  assez  grande  précision.  Dans 
ce  cas,  on  emploiera  de  préférence  la  méthode  suivante. 

Deuxième  méthode.  La  tangente  MT,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  l'angle  au  sommet  M  du  triangle  isocèle  FME,  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  base  FE. 

Ainsi,  pour  construire  la  tangente,  il  suffit  d^abaisser  du 
point  M  une  perpendiculaire  ME  sur  la  directrice,  et  de  mener 
du  point  M  une  perpendiculaire  sur  la  droite  FE. 

11  résulte  de  cette  construction  que  la  tangente  au  sommet 
A  de  la  parabole  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  parabole. 

Remarque.  Il  est  bon  d^observer  que  tous  les  points  de  la 
tangente,  excepté  le  point  de  contact  H,  sont  situés  à  Texté- 
rieur  de  la  parabole.  Soit  P  un  point  quelconque  de  la  tan- 
gente; la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE, 
les  distances  PF,  PE  sont  égales  ;  mais  Foblique  PE  est  plus 
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grande  que  la  perpendiculaire  PK;  donc  la  distance  PF  est  plus 
grande  que  PK,  et,  par  suile,  le  point  P  est  à  l'extériear  de  la 
parabole.  11  en  résulte  que  la  parabole  est  une  courbe  convexe. 
*49— CoBOUAiRE.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  la 
tangente  à  la  parabole  est  la  tangente  au  sommet.  On  voit,  eu 
effet,  que  le  point  I,  milieu  de  FE  et  projection  du  foyer  sur 
la  tangente,  se  trouve  sur  la  parallèle  à  la  directrice  menée 
par  le  point  A,  milieu  de  FD,  c'est-à-dire  sur  la  tangente  au 
sommet  A. 

rROBLÉHE  X. 

3HO— Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  exté- 
rieur P. 
Supposons  le  problème  résolu  et  soit  PM  (fig.  14S}  une  tan- 
gente passant  par  le  point  P.  Si  l'on  abaisse 
du  point  H  une  perpendiculaire  HE  sur  la 
directrice  et  si  l'on  joint  FE,  on  sait  que  la 
langentePM  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
'  lieu  de  FE;  il  en  résulte  que  la  distance 

PË  est  égale  àPF,  et  l'on  en  déduit  la  con- 
struction suivante. 
Du  point  P  comme  centre,  avec  un  rayon 
Fiï-  113.  ^gîil  3  la  dislance  PF  de  ce  point  au  foyer, 

décrivons  un  cercle  qui  coupera  la  directrice  au  point  E.  Joi- 
gnons FE,  et  du  point  P  menons  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  FE,  nous  aurons  la  tangente  demandée.  Le  point  de  con- 
tact M  sera  déterminé  par  l'intersection  de  la  tangente  avec 
une  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  E. 

Le  cercle  coupe  la  directrice  en  un  second  point  E'.  On  mè~ 
nerade  même  du  [«inl  P  une  perpendiculaire  sur  FE'  et  l'on 
aura  une  seconde  tangente  PM'. 

Ces  constructions  peuvent  être  eETectuées  sans  que  la  para- 
bole soit  tracée.  Il  suffit  que  l'on  connaisse  le  foyer  et  la 
directrice.  — 

PROBLÈME  XI. 

3Sfl — ^ener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  KL. 
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Supposons  le  problème  résolu  et  soit  HT  la  tangente  de- 
mandée {6g.  i4t)).  Si  du  point  de  contact  M  on  abaisse  une 

perpendiculaire  HE  sur  la  directrice  et  que 
Ton  joigne  FE,  on  sait  que  la  tangente  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FE.  On 
en  déduit  la  construction  suivante  : 

Du  foyer  F  abaissons  une  perpendicu- 
laire sur  la  droite  donnée  KL  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  la  directrice  en  E,  et  sur  le 
milieu  de  FE  élevons  une  perpendiculaire 
Fig.  146.  MT,  nous  aurons  la  tangente  demandée. 

On  déterminera  le  point  de  contact  U  en  menant  par  le  point  £ 
une  parallèle  EM  à  l'axe. 

PROBLÈME  XII. 

2a — Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite  donnée 
tl  d'une  parabole  définie  par  son  foyer  et  sa  directrice. 

Prenons  le  point  Fj  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la 
droite  donnée  (fig.  147)  •  Le  point  H  étant  également  distant 

des  points  F,  ¥^  et  de  la  directrice,  est 
le  centre  d'un  cercle  passant  par  ces  deux 
points  et  langent  à  la  directrice.  Pour 
avoir  le  point  de  contact  E,  on  porte  sur 
la  directrice,  à  partir  du  point  1,  une  lon- 
gueur lE  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  longueurs  IF,  IF^.  On  obtiendra 
les  deux  solutions  M  et  M'  en  portant  sur 
la  directrice,  à  partir  du  point  I,  la  lon- 
Fig.  U7.  gueur  lE  dans  un  sens  et  dans  l'autre. 

Lorsque  le  point  F^,  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la 
droite  donnée,  est  situé  à  droite  de  la  directrice,  il  y  a  effecti- 
Temenl  deux  solutions.  Lorsque  le  point  F|  est  sur  la  directrice, 
la  droite  est  tangente  à  la  parabole.  Enfin,  quand  le  point  F, 
est  à  gauche  de  la  directrice,  la  droite  ne  rencontre  pas  la  pa- 
rabole. 

TBÉORÈME  VII. 

S53 — La  limite  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dont  le 
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varamètre  conserve  une  valeur  finie,  tandis  que  le  grand  axe 
ou  l'axe  transverse  augmente  indéfiniment,  est  une  parabole. 
Nous  avons  vu  que,  dans  la  parabole,  Tordonnée  du  foyer 
est  égale  au  paramètre  p;  par  analogie,  on  appelle  paramétre 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  l'ordonnée  du  foyer  qui  est 

6* 

égale  à  —  »  et  on  désigne  ce  paramètre  par  p.  L'ellipse,  rap- 
portée à  son  grand  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  (Gg.  148), 
a  une  équation  de  la  forme 

^        a  a*     '  ^        ^        a 

Supposons  maintenant  que  le  sommet  A  restant  fixe,  et  le  pa- 
ramètre p  conservant  une  va- 
leur finie,  on  fasse  augmenter 
le  grand  axe  2a  indéfiniment^ 
l'équation  de  l'ellipse  se  réduit 
à  l'équation  y*  =  !ipx,  qui  re- 
-  présente  une  parabole.  Si  Ton 
considère  les  points  qui  cor- 
respondent à  une  même  va- 
leur de  X,  on  voit  que  chaque 
point  de  la  parabole  est  la  po- 
sition limite  vers  laquelle  tend 

e  point  correspondant  de  Tellipse,  quand  on  fait  augmenter  a 

indéfiniment;  ce  qu'on  énonce  en  disant  que  la  parabole  est  la 

limite  de  l'ellipse. 
L'hyperbole,  rapportée  à  son  axe  transverse  et  à  la  tangente 

au  sommet  A,  a  de  même  pour  équation 

p 

si  Ton  fait  augmenter  a  indéfiniment,  le  paramètre  p,  conser- 
vant une  valeur  finie,  cette  équation  se  réduit  aussi  à 

y*==:2px. 

La  parabole  est  la  limite  de  la  branche  d'hyperbole  à  laquelle 
appartient  le  sommet  A;  l'autre  branche  s'est  éloignée  indéfi- 
niment vers  la  gauche. 


Fia.  US. 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  le  paramètre 
de  Tellipse  ou  de  Tbyperbole  conserve  une  valeur  unie.  On 
arrive  à  la  même  conclusion,  en  supposant  que  la  distance  AF 
du  sommet  A  au  foyer  voisin  F  conserve  une  valeur  finie. 
En  eifet^  en  appelant  a  cette  distance^  on  a,  dans  Fellipse^ 
c^a  —  a  et,  par  suite, 


P  =  -:r  = 


6*     a*  —  c^     (a  — c)(a-hc) 


=K^-9* 


a  a  a 

le  paramètre  p  ayant  pour  limite  la  quantité  flnie  2a,  l'équa- 
tion de  Tellipse  se  réduit  à  y*  =  4^x.  Il  en  est  de  même  pour 
l'hyperbole. 

9Si4k — Remarque.  Cette  transformation  de  Tellipse  en  pa- 
rabole a  une  grande  importance.  Elle  permet  de  déduire  des 
propriétés  de  Tellipse  celles  de  la  parabole  comme  cas  parti- 
culiers. Ainsi  nous  avons  vu  que  dans  Tellipse  le  diamètre,  ou 
le  lieu  des  milieux  d'une  série  de  cordes  parallèles,  est  une 
droite  passant  par  le  centre;  si  Ton  suppose  que  le  centre 
s'éloigne  à  Tinfini,  Tellipse  se  change  en  parabole,  et  les  dia- 
mètres deviennent  parallèles  à  Taxe. 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F'  comme  centre.  Le 
foyer  F'  s'éloignant  à  Tinfini,  le  cercle  directeur  devient  la 
directrice  de  la  parabole. 

La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  M  aux  deux  foyers;  le 
foyer  F'  s'éloignant  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  MF'  devient 
parallèle  à  Taxe. 

THÉORÈME  VIII. 

95S — Si  Von  mène  deux  tangentes  à  une  courbe  du  second 
degré,  la  droite  FP  qui  va  du  foyer  F  au  point  de  concours  P 
des  deux  tangentes  est  bissectrice  de  Vangle  des  rayons  vecteurs 
FM,  FM',  qui  vont  de  ce  foyer  aux  points  de  contact  des  deux 
tangenteSy  ou  de  Vangle  extérieur,  suivant  que  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche  de  courbe,  ou  deux  branches 
différentes. 

Considérons  deux  tangentes  PM,  PM'  à  une  ellipse  (flg.  149); 


Il' 
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prolongeons  le  rayon  F'M  d'une  longueur  MH  égale  à  MF,  el 
de  même  FM'  d'une  longueur  M' H'  égale  à  M' F';  les  tang^entes 

étant  perpendiculaires  sur  les  mi- 
lieux de  FH  et  de  F'H',  on  a 

PH  =  PF    et    PH^  =  PF, 

et  les  deux  triangles  F'PH,  H^PF 
sont  égaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sa- 
voir :  FH=FH'=  2a,  PH=PF, 
Fig.u9.  PF'  =  PH';  on  en  conclut  que  les 

angles  PHM,  PFM'  sont  égaux  ;  mais  Tangle  PHM  est  égal  à  PFM; 
donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux  et  la  droite  FP  est  bis- 
sectrice de  Tangle  MFM'. 

La  même  chose  a  lieu  dans  Thyperbole,  quand  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche;  mais  quand  les  tangentes 
touchent  deux  branches  différentes,  la  droite  FP  est  bissectrice 
de  Tangle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le  pro- 
longement de  Tautre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole 
(fig.  i5o).  Des  points  de  contact  abaissons  des  perpendiculaires 

MH,  M' H'  sur  la  directrice;  les  tan- 
gentes étant  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  droites  FH,  FH',  les  an- 
gles PFM,  PFM'  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  PHM,  PH'M'.  Les 
droites  PH  et  PH',  égales  à  la  droite 
PF,  sont  égales  entre  elles,  et  le  tri- 
angle HPH'  est  isocèle.  Les  angles 
PHM,  PH'M',  complémentairesdesan- 
gles  égaux  du  triangle  isocèle,  sont 
égaux  entre  eux;  donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux.  C'est 
ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  conclure  immédiatement  en  regar- 
dant la  parabole  comme  la  limite  d'une  ellipse. 


r    _  ^ 
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256— Les  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  P  a  une 
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ellipse  ou  à  une  hyperbole  font  des  angles  égaux  avec  les  droites 
qui  joignent  ces  points  aux  deux  foyers. 

Dans  les  deux  triangles  égaux  F^PH,  H^PF  (fig.  149),  on  a  les 
angles  égaux  F'PH^  H'PF;  en  retranchant  la  partie  commune 
FPF,  on  a  FPH=FPH^  et,  en  prenant  la  moitié,  FPM=FTftr. 

La  même  propriété  subsiste  dans  la  parabole,  limite  d'une 
ellipse;  il 'suffit  de  remplacer  le  rayon  vecteur  PF^  par  une 
droite  PI  parallèle  à  Taxe  (fig.  i5o).  Il  est  facile  de  démontrer 
directement  cette  propriété  :  si  du  point  P  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  PF,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  passera 
par  les  points  H  et  H';  les  angles  MPI,  FHH'  sont  égaux  comme 
ayant  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  mais  l'angle 
inscrit  FHH^  est  moitié  de  i^angle  au  centre  FPH'  et,  par  con- 
séquent, égala  Tangle  FPM';  donc  les  angles  MPI,  M'PF  sont 
égaux. 

TBE0RE9IE  X. 

SSy — La  droite  FK,  qui  joint  le  foyer  d'une  courbe  du  .se- 
cond degré  au  point  où  une  sécante  quelconque  rencontre  la 
àireciricCy  est  bissectrice  de  Vangle  extérieur  des  rayons  vec- 
teurs allant  du  foyer  aux  points  où  la  sécante  coupe  la  courbe, 
ou  bissectrice  de  Vangle  même  des  rayons  vecteurs^  suivant  que 
ks  deux  points  d'intersection  M  et  W  sont  situés  sur  la  même 
hranche  de  la  courbe  ou  sur  deux  branches  différentes. 

Des  points  M  et  M^  abaissons  des  perpendiculaires  sur  la 
p  ,     directrice  (fig.  i5i);  on  a 

MF_M^F 

;'  ME""M/E'' 

et,  par  suite, 

MF  _  ME  _  MK 
M'F~"M'E'"~MK 

Fig.  151.  Lorsque  les  deux  points  M  et  M'  ap- 

partiennent à  une  même  branche  de  la  courbe,  le  point  K  étant 
situé  sur  le  prolongement  de  la  corde  MM',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  triangle  MFM'.  Lorsque  les 
Nnts  M  et  M^  appartiennent  à  deux  branches  différentes,  le 
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point  K  étant  situé  entre  les  points  M  et  M',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  Tangle  MFM^ 

Corollaire.  Si  Ton  mène  des  tangentes  à  la  courbe  aux 
points  M  et  M',  et  que  Ton  joigne  le  foyer  F  au  point  de  con- 
cours P  de  ces  tangentes,  les  deux  droites  FK,  FP,  étant  les 
bissectrices  de  deux  angles  supplémentaires,  sont  perpendicu- 
laires entre  elles. 

THÉORÈME  XI. 

SÎ58— 5t,  par  un  point  P  pris  sur  la  directrice,  on  mène 
des  tangentes  à  une  courbe  du  second  degré,  la  droite  des  con- 
tacts UW  passe  par  le  foyer  correspondant  F  et  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  FP  qui  joint  le  point 
P  au  foyer  (fig.  i52). 

Imaginons  que  la  tangente  PM  soit 
la  limite  d'une  sécante  dont  les  deux 
points  d'intersection  se  sont  réunis 
en  un  seul;  en  vertu  du  théorème 
précédent,  la  droite  FP  est  perpen- 
diculaire à  FM;  elle  est  de  même  perpendiculaire  à  Y^Jif;  donc 
la  ligne  MFAF  est  droite  et  perpendiculaire  à  FP. 

THÉORÈME  Xil. 

950 — Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  une  tan- 
gente quelconque  de  rellipse  ou  de  Vhyperbole  est  constant. 
Soient  FH,  F' H'  les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur 

une  première  tangente  (fig.  i53);  FK^ 
F'K^  les  perpendiculaires  abaissées 
sur  une  seconde  tangente,  P  le  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes. 
En  vertu  du  théorème  IX,  les  tri- 
angles rectangles  FPH,  F'PK'  sont 
semblables,  ainsi  que  les  triangles 
FPK,  FPH',  et  l'on  a 

FP       FK 


Fig.  153. 


d'où 


FH 

FK'""FP""Fir' 

FHxFH'=:FKxFK^ 
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Si  la  courbe  est  une  ellipse,  en  menant  la  tangente  parallèle 
au  grand  axe^  on  voit  que  le  produit  constant  est  égal  à  5*. 
Quand  la  courbe  est  une  hyperbole,  si  Ton  considère  l'asymp- 
tote comme  limite  d'une  tangente^  on  voit  aussi  que  le  produit 
est  égal  à  iV 

PROBLÈME  XIII. 

900 — Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant 
le  foyer  F,  et  trois  points  A,  B,  C. 

Supposons  le  problème  résolu  et  les  trois  points  appartenant 
à  une  même  branche;  le  point  D  où  la  sécante  AB  est  coupée 
par  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  au  triangle  AFB  appar- 
tient à  la  directrice  (n""  267);  la  sécante  BC  donnera  de  même 
un  second  point  IV  de  la  directrice.  Le  foyer  F,  la  directrice 

I    Diy  et  le   point  A  définissent  une 

B_ 71  ^'  courbe  du  second  degré  et  une  seule  ; 

I    ce  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  suivant  que  la  dis- 
^  tance  AF  sera  inférieure^  égale  ou  su- 
périeure à  la  distance  AE  du  point  A 
Fig.  164.  à  la  directrice.  Il  est  facile  de  voir 

que  cette  courbe  passera  par  les  deux  points  B  et  C;  en  elTet^  à 
cause  de  la  bissectrice  FD,  on  a 

AF      AD_AE 
BF~"BD""BE'' 

.  4  AF      BF 

et,  par  suite,  ÂE  =  BW' 

donc  la  courbe  passe  par  le  point  B.  On  démontrera  de  même 
qu'elle  passe  par  le  point  C.  On  a  ainsi  une  première  solution. 
On  peut  supposer  que  les  trois  points  ne  sont  pas  sur  une 
même  branche;  si,  par  exemple,  les  deux  points  A  et  B  sont 
sur  une  même  branche  et  le  point  C  sur  Tautre  branche  de 
rhyperbole,  les  bissectrices  des  angles  AFC,  BFC  donneront 
deux  points  de  la  directrice.  Les  trois  solutions  obtenues  de 
cette  manière  sont  des  hyperboles.  On  a  donc  en  tout  quatre 
solutions;  des  quatre  courbes  du  second  degré  qui  admettent 
le  foyer  donné  et  passent  par  les  trois  points  donnés,  trois  sont 
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toujours  des  hyperboles,  la  quatrième  est  une  ellipse,  une  hy- 
perbole ou  une  parabole,  suirant  la  disposition  des  points. 

SOI— Le  calcul  conduit  à  la  même  conséquence;  soient  a 
et  p  les  coordonnées  du  foyer,  d  et  y[ ^  x"  et  y",  xf"  et  t/'^  les 
coordonnées  des  trois  points  donnés,  ô',  S",  W  leurs  distances 
au  foyer;  Téquation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[x  —  a)*  -i-  (y  —  P)*  —  (mx  -t-  ny  -f-  A)* = o, 

et  alors  la  directrice  aura  pour  équation  wx-hny  +  ft  =  o. 
On  déterminera  les  trois  constantes  m,  n^  h  k  Taide  des  trois 
équations  du  premier  degré 

8'  =:±{mx!  -hny'  4- A), 
a"  =±{mx''  -h  «y''  -h  A), 
W = ±  {mxf"  H-  ny"f  -i-  h] . 

Chaque  combinaison  de  signes  donne  un  système  d'équations; 
il  y  a  huit  combinaisons  :  mais  on  remarque  que,  si  Ton 
change  les  signes  dans  les  trois  équations,  les  valeurs  de  m,  n, 
h  changent  de  signes,  et  la  courbe  reste  la  même;  on  a  donc 
quatre  solutions. 

La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  exprimée  par  une 
formule  renfermant  un  double  signe  ;  on  doit  prendre  le  même 
signe  pour  tous  les  points  situés  d'un  même  côté  de  la  droite, 
et  l'autre  signe  pour  tous  les  points  situés  de  l'autre  côté.  On 
sait  que  Tellipse  est  située  tout  entière  d'un  même  côté  par 
rapport  à  chacune  de  ses  directrices  ;  la  parabole  est  située 
aussi  d'un  même  côté  de  sa  directrice,  tandis  que  chacune  des 
directrices  de  l'hyperbole  passe  entre  les  deux  branches  de 
la  courbe.  Ainsi,  prendre  le  même  signe  revient  à  supposer 
que  les  trois  points  appartiennent  à  une  même  branche;  pren- 
dre des  signes  différents,  que  deux  points  sont  sur  une  branche, 
le  troisième  sur  une  autre  branche. 

PROBLÈME  XIV. 

292 — Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant 
un  foyer  et  trois  tangentes. 

Supposons  le  problème  résolu;  si  du  foyer  F  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  trois  tangentes,  et  qu'on  prolonge 
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chacune  d'elles  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  on  obtient 
trois  points  H,  H',  H",  appartenant  au  cercle  directeur  (fig.  i55) 
qui  a  pour  centre  le  second  foyer  F;  le  rayon  F' H  de  ce  cercle 
est  égal  à  l'axe  2a  qui  passe  par  les  deux  foyers.  Les  deux 

foyers  F,  F^,  avec  la  longueur  2  a  défi- 
nissent une  courbe  du  second  degré  et 
une  seule.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette 
courbe  est  tangente  aux  trois  droites  don- 
nées;  en  effet,  soit  M  le  point  où  le  rayon 
F^H  coupe  la  droite  MT^  la  somme  ou  la 
différence  des  rayons  vecteurs  MF'  et  MF 
étant  égale  à  F^ H  ou  à  2a^  le  point  M  ap- 
g"  partient  à  la  courbe;  en  outre,  la  droite 
Ffg.  155.  MT,  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 

de  FH,  est  tangente  à  la  courbe  au  point  M;  le  problème  ad- 
met ainsi  une  solution  et  une  seule. 

Si  les  trois  points  H,  H',  H"  étaient  en  ligne  droite,  la 
courbe  cherchée  serait  une  parabole  ayant  pour  directrice 
cette  droite. 


ÉQUATION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  EN  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

263 — Nous  prendrons  pour  pôle  un  foyer  F,  et  pour  axe 

polaire  la  droite  qui  va  de  ce  (pyer  au 
sommet  voisin  Â  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  l'ellipse;  pre- 
nons pour  pôle  le  foyer  F  et  pour  axe 
polaire  la  direction  FA  (Qg.  i56).  Nous 
avons  trouvé  (n°  219)  pour  expression 
Fig.  156.  de  la  distance  du  foyer  à  un  point 

quelconque  M  de  la  courbe 


^  a 


la  courbe  étant  rapportée  à  ses  axes;  si  Ton  projette  la  ligne 
brisée  OFM  sur  le  grand  axe,  il  vient  a?  =  c  -f-  p  cosco;  en  rem- 
plaçant a;  par  celte  valeur  dans  Téquation  précédente,  et  dési- 
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gnant  par  c  Texcentricité  -»  on  en  déduit 

(I)  p= — p — 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  soit  une  hyperbole. 

Prenons  pour  pôle  le  foyer  F^  et  pour 
axe  polaire  la  direction  F^A'  de  Taxe 
transverse  (flg.  157).  Nous  avons  tu 
_  (n"  233)  que  la  distance  du  foyer  F 
à  un  point  quelconque  de  la  courbe 
est  exprimée  par  la  formule 


Fig.  157. 


P 


=*(t+») 


le  signe  —  s^appliquant  à  la  branche  de  gauche,  le  signe  + 
à  la  branche  de  droite.  Projetons  sur  Taxe  transverse  OXla 
ligne  brisée  OF^M,  onaa?= —  c-f-p  cosw. 

Il  en  résulte  que  la  première  branche  de  Fhyperbole  est  re- 
présentée par  réq  nation 

(X)  p=r    ' 

la  seconde  par  Téquation 


ecoso) 


(2)    p 


—  _--P 


I  —  ecosw 


Mais  si  Ton  convient  de  porter  les  rayons  vecteurs  négatifs 
en  sens  contraire  de  la  direction  indiquée  par  Tangle  co,  il  est 
facile  de  voir  que  Téquation  (1)  représente  à  elle  seule  les 
deux  branches  de  Thyperbole.  Soit  M^  un  point  quelconque 
de  la  seconde  branche,  co'  l'angle  correspondant  A^F^M',  p' 
le  rayon  vecteur  F' M';  en  vertu  de  Téquation  (2),  on  a 

0'  =  — ZZS. — -.  Dans  l'équation  (i),  donnons  à  Tangle  w  h 
^       I  —  ecosco'  ^  ^  '^  ° 

valeur  w'-i-iu,  il  viendra 

p  = p =  -a'; 

^       I  —  e  cosc»/  ^  ^ 


on  obtient  ainsi  pour  p  une  valeur  négative  —  (/;  mais  la  valeur 
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+  t:  attribuée  à  (o,  indique  la  direction  F'Mj  opposée  de  F^H^ 
p  avait  une  valeur  positive^  il  faudrait  la  porter  dans  la  di- 
ction F' Mi  ;  p  ayant  une  valeur  négative  —  p',  on  convient  de 
irter  la  valeur  absolue  p'  en  sens  inverse,  c'est-à-dire  dans  la 
rection  F^M^^  ce  qui  donne  le  point  M^  Il  résulte  de  là  que 
Iquation  (i)  suffit  pour  représenter  les  deux  branches  de 
lyperbole,  la  première  par  les  valeurs  positives  de  p,  la 
conde  par  les  valeurs  négatives. 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole. 

Prenons  encore  pour  pôle  le  foyer  F  et  pour 
axe  polaire  la  droite  FA  dirigée  vers  le  som- 
met (fig.  i58).  On  a  (n«  243) 


f=! 


^-hx. 


En  projetant  sur  Taxe  ÂX  la  ligne  brisée  AFH, 
on  a  comme  précédemment 


Fig.  158. 

foù  Ton  déduit 


iC  =  -  -h  p  COS  (tc  —  (1))  =  -  — 
2        ^  ^  2 


pcosco; 


(3)    P  =  7 


COSb> 


Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Téquation  (i)  représente  les 
trois  courbes  du  second  degré  ;  la  courbe  est  une  ellipse,  une 
parabole  ou  une  hypierbole,  suivant  que  l'excentricité  e  est 
inférieure,  égale  ou  supérieure  à  Tunité. 

EXERCICES. 

1<>  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  parabole^  P  le  point  de  concours  des 

PM'     PM'* 
UDgenies  en  ces  deux  poinU  et  F  le  foyer,  démontrer  que  Ton  a  ««  =  m;  • 

3°  Dans  une  courbe  du  second  degré,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  une  corde  et  le  diamètre  conjugué  de  la  corde  se  coupent  sur  la 

«lireclrice. 

3«  Un  demi-diamètre  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  est  moyen  pro- 
porlionnel  entre  les  droites  qui  joignent  les  foyers  à  Textrémiié  du  dia- 
mètre conjugué  du  premier. 

4*  Dans  Phyperbole  équilatère  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la 
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courbe  au  centre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  ce 
point  aux  foyers. 

5<>  Trouver  dans  le  plan  d^une  ellipse  un  cercle  tel  que  la  longueur  de 
la  tangente  menée  au  cercle  de  chacun  des  points  de  Tellipse  soit  une  fouc- 
tion  Rationnelle,  entière  et  du  premier  degré  des  coordonnées  de  ce  point. 

Démontrer  que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  de  cha- 
cun des  points  de  Tellipse  à  deux  cercles  jouissant  de  la  propriété  précé- 
dente est  constante. 

6^  Lieu  du  sommet  d*un  angle  constant  circonscrit  à  une  parabole. 

7®  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  corde,  et  sur  la  corde 
comme  diamètre  on  décrit  un  cercle,  puis  on  mène  au  cercle  des  tangentes 
parallèles  à  une  droite  donnée;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact. 

8^  Un  angle  constant  tourne  autour  du  foyer  d'une  courbe  du  second 
degré  ;  aux  points  où  les  côtés  de  Tangle  rencontrent  la  courbe,  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces 


tangentes. 


9<*  Étant  donnée  une  ellipse;  en  un  point  quelconque  M,  on  mène  h 
tangente  que  l'on  prolonge  jusqu'aux  points  P  et  Q,  où  elle  rencontre  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  ;  trouver  le  lieu  du  point  de  ren. 
contre  N  des  droites  F'P  et  FQ,  et  du  point  de  rencontre  N'  des  droites 
FP  et  F'Q.  Démontrer  que  les  deux  points  N  et  N'  sont  situés  sur  la  nor- 
male au  point  M. 

4  Oo  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré,  une  sécante  tourne  au- 
tour d'un  point  fixe  P  ;  on  joint  au  foyer  F  les  points  M  et  M'  où  elle  coupe 

PFM  PFM' 

la  courbe  ;  démontrer  que  le  produit  tang  — - —  tang  — - —  est  constant. 

14®  L'angle  sous  lequel  du  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  on  voit 
la  portion  d'une  tangente  mobile  comprise  entre  deux  tangentes  fixes  est 
constant. 

42**  Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  parabole,  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  sur  la  directrice,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  passe 
par  le  foyer. 

4  3<>  Si,  en  un  point  quelconque  M  d'une  ellipse,  on  mène  une  normale, 
la  portion  de  celle  normale  comprise  entre  le  point  M  et  le  petit  axe  a  pour 
projection  sur  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  M  aux  deux  foyers  une 
longueur  égale  au  demi  grand  axe. 

M^  La  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  M  et  le  grand  axe 
a  pour  projection  sur  les  rayons  vecteurs  une  longueur  égale  au  paramètre 
de  l'ellipse. 

450  Deux  courbes  du  second  degré  ont  un  foyer  commun  ;  si  l'on  mène 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que  le  paramètre 
de  l'ellipse  ou  de  Thyperbole  conserve  une  valeur  finie.  On 
arrive  à  la  ménie  conclusion,  en  supposant  que  la  distance  AF 
du  sommet  A  au  foyer  voisin  F  conserve  une  valeur  finie. 
En  effets  en  appelant  a  cette  distance^  on  a,  dans  Tellipse^ 
^  =  a  —  a  et,  par  suite, 


^      a  a  a 


=<^-9' 


le  paramètre  p  ayant  pour  limite  la  quantité  finie  2a,  l'équa- 
tion de  Tellipse  se  réduit  à  j/*  =  4air.  Il  en  est  de  même  pour 
rhyperbole. 

354— Remarque.  Cette  transformation  de  Fellipse  en  pa- 
rabole a  une  grande  importance.  Elle  permet  de  déduire  des 
propriétés  de  Tellipse  celles  de  la  parabole  comme  cas  parti- 
culiers. Ainsi  nous  avons  vu  que  dans  Tellipse  le  diamètre,  ou 
le  lieu  des  milieux  d'une  série  de  cordes  parallèles,  est  une 
droite  passant  par  le  centre;  si  Ton  suppose  que  le  centre 
s'éloigne  à  l'infini,  l'ellipse  se  change  en  parabole,  et  les  dia- 
mètres deviennent  parallèles  à  l'axe. 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  également  distants  du  foyer  F 
et  du  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F'  comme  centre.  Le 
foyer  F^  s'éloignant  à  Tinfini,  le  cercle  directeur  devient  la 
directrice  de  la  parabole. 

La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons 
vecteurs  qui  vont  du  point  de  contact  M  aux  deux  foyers;  le 
foyer  F^  s'éloignant  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  MF'  devient 
parallèle  à  Taxe. 

THÉORÈME  Vni. 

S55 — Si  l'on  mène  deux  tangentes  à  une  courbe  du  second 
degré,  la  droite  FP  qui  ra  du  foyer  F  au  point  de  concours  P 
des  deux  tangentes  est  bissectrice  de  Vangle  des  rayons  vecteurs 
FM,  ¥W,  qui  vont  de  ce  foyer  aux  points  de  contact  des  deux 
tangentes,  ou  de  Vangle  extérieur ,  suivant  que  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche  de  courbe,  ou  deux  branches 
différentes. 

Considérons  deux  tangentes  PM,  PH'  à  une  ellipse  (fig.  149); 
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prolongeons  le  rayon  F'H  d'ane  longueur  HH  égale  à  HF,  et 
de  même  FM'  d'une  longneur  M' H'  égale  à  M' F';  les  tangentes 
„.^  étant  perijcndiculaires  sur  les  mi- 

lieux de  FH  et  de  F'H',  on  a 

PH  =  PF  et  PH'  =  PF', 
et  les  deux  triangles  F'PH,  H'PF 
sont  égaiis  comme  ayant  les  trois 
côiés  égaux  chacun  à  chacun,  sa- 
voir :  F'H  =FH'=  aa,  PH  =  PF, 
Fig.  U9.  PF'  =  PH';  on  en  conclut  que  les 

angles  PHM,  PFM'  sont  égiiux  ;  mais  l'angle  PHM  est  égal  à  PFM; 
donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux  et  la  droite  FP  est  bis- 
sectrice de  l'angle  MFM'. 

La  même  chose  a  lieu  dans  l'hyperbole,  quand  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche;  mais  quand  les  tangentes 
touchent  deux  branches  différentes,  la  droite  FP  est  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le  pro- 
longement de  l'autre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole 
(Rg.  i5o).  Des  points  de  contact  abaissons  des  perpendiculaires 
MH,  M'H'  sur  la  directrice;  les  tan- 
—y4  gentes  étant  perpendiculaires  sur  les 

y^  milieux  des  droites  FH,  FH',  les  an- 

/  ,  gles  PFM,  PFM'  sont  égaux  respecti- 

î      _  'Jl  _  vement  aux  angles  PHM,  PH'M'.  Les 

/'*  droites  PH  et  PH',  égales  à  la  droite 

PF,  sont  égales  entre  elles,  et  le  tri- 
angle HPff  est  isocèle.  Les  angles 
PHM,  PH'M'iComplémentaires  desan- 
gles égaux  du  triangle  isocèle,  sont 
égaux  entre  eux;  donc  les  anglts  PFM,  PFM'  sont  égaux.  C'est 
ce  que  l'on  peut  d'ailleurs  conclure  immédiatement  en  regar- 
dant la  parahole  comme  la  limite  d'une  ellipse. 

THÉORÈME   IS. 

959— let  tangenfes  menées  d'un  point  extéritur  P  a  une 
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ellipse  ou  à  une  hyperbole  font  des  angles  égaux  avec  les  droites 
qui  joignent  ces  points  aux  deux  foyers. 

Dans  les  deux  triangles  égaux  F^PH,  H^PF  (flg.  149),  on  a  les 
angles  égaux  F'PH^  H'PF;  en  retranchant  la  partie  commune 
FPF,  on  a  FPH=FPH^  et,  en  prenant  la  moilié,  FPM=FPJr. 

La  même  propriété  subsiste  dans  la  parabole,  limite  d'une 
ellipse;  ir suffit  de  remplacer  le  rayon  vecteur  PF'  par  une 
droite  PI  parallèle  à  Taxe  (fig.  i5o).  Il  est  facile  de  démontrer 
directement  cette  propriété  :  si  du  point  P  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  PF,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  passera 
par  les  points  H  et  H^;  les  angles  MPI,  FHH'  sont  égaux  comme 
ayantleurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  mais  l'angle 
inscrit  FHH^  est  moitié  de  l'angle  au  centre  FPH'  et,  par  con- 
séquent, égal  à  Tangle  FPM';  donc  les  angles  MPI,  M'PF  sont 


égaux. 


THEOREME  X. 


%^7—La  droite  FK,  qui  joint  le  foyer  d'une  courbe  du  se- 
cond  degré  au  point  où  une  sécante  quelconque  rencontre  la 
directrice,  est  bissectrice  de  Vangle  extérieur  des  rayons  vec- 
teurs allant  du  foyer  aux  points  où  la  sécante  coupe  la  courbe, 
ou  bissectrice  de  Vangle  même  des  rayons  vecteurs,  suivant  que 
les  deux  points  d'intersection  M  et  W  sont  situés  sur  la  même 
branche  de  la  courbe  ou  sur  deux  branches  différentes. 

Des  points  M  et  M^  abaissons  des  perpendiculaires  sur  la 
p  ,     directrice  (fig.  i5i);  on  a 

MF_M^F 

ME""M'E'' 

r 

et,  par  suite, 

MF  _  ME  _  MK 
M'F""M'E'""M'K 

Fig.  151.  Lorsque  les  deux  points  M  et  M'  ap- 

partiennent à  une  même  branche  de  la  courbe,  le  point  K  étant 
situé  sur  le  prolongement  de  la  corde  MM',  la  droite  FK  est 
bissectrice  de  l'angle  extérieur  au  triangle  MFM'.  Lorsque  les 
points  M  et  M^  appartiennent  à  deux  branches  différentes,  le 
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365— CoHOLLAiBB.  Les  droites  DE,  D'E',  intersections  da 
plan  sécant  et  des  plans  des  cercles  GH,  G'H',  suivant  lesquels 
les  sphères  inscrites  touchent  le  cylindre,  sont  les  directrices 
de  l'ellipse.  En  effet,  par  le  point  H  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  du  cylindre;  ce  plan  coupera  le  cylindre  suivant 
un  cercle  NHN'.  La  droite  DE,  intersection  de  deus  plans  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  Qgure,  est  elle-même  perpendicU' 
laireà  ce  plan  et,  par  suite,  à  la  droite  AA';  il  en  est  de  même 
de  la  droite  HP,  intersection  du  plan  du  cercle  et  du  plan 
sécant.  Le  rayon  Tecleur  MF  étant  égal  à  HL  ou  à  NG,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  la  directrice  DE  étant 
égale  à  PD,  le  rapport  des  distances  du  point  H  au  foyer  et  à 

la  directrice  est  p=r;  mais,  à  cause  des  parallèles  PN  et  GD,  ce 
rapport  est  égal  à  celui  de  AG  à  AD,  rapport  constant,  puisque 
ces  deux  dernières  longueurs  sont  constantes. 

Au  toyer  F  correspond  la  directrice  DE;  au  foyer  F',  la  di- 
rectrice lyE'. 

THÉOKÈHE  II. 

**6— io  section  d'un  cône  circulaire  droit  par  un  plan  «l 
une  courbe  du  second  degré. 

Menons  par  l'aie  du  cône  un  plan  perpendiculaire  au  plaa 
sécant;  ce  plan  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices 
SG,  SH,  et  le  plan  sécant  sui- 
vant la  droite  AA'. 

1°  Considérons  d'abord  le 
cas  où  la  droite  AA'  rencon- 
tre les  deux  génératrices  SG, 
SH  d'un  même  c6té  du  som- 
met S  (fig.  i6o}.  Décrivons 
deux  cercles  0  et  CK  tangents 
à  la  droite  AA'  et  aux  deux 
arêtes  SC,  SH'.  Si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de 
Fig.  iGo.  l'axe  SCV,  pendantque  l'arête 
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SG^  engendre  le  cône^  les  deux  cercles  engendrent  deux  sphères 
tangentes  au  cône  suivant  les  cercles  de  contact  GH^  G'W.  Le 
plan  sécant  est  tangent  à  Tune  des  sphères  au  point  F^  comme 
perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  OF;  il  est  aussi  tangent 
à  l'autre  sphère  au  point  F^ 

Cela  posé^  soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  d'inter- 
section ;  la  génératrice  SH  qui  passe  en  ce  point  touche  les 
sphères  aux  points  LetU;  joignons  MF,  HF^  Les  droites  MF  et 
ML  sont  égales  comme  tangentes  menées  du  même  point  H  à  la 
sphère  0;  les  droites  MF^  et  HL'  sont  égales  comme  tangentes 
menées  du  point  M  à  la  sphère  O';  on  a  donc 

MF4-MF  =  ML  +  ML'  =  LL'. 

Or  la  portion  LL'  de  la  génératrice  comprise  entre  les  cercles 
parallèles  GH,  G^H'  est  constante  et  égale  à  GG^;  donc  la  somme 
des  distances  de  chacun  des  points  de  la  courbe  aux  deux 
points  fixes  F  et  F'  est  constante,  et,  par  conséquent,  cette 
courbe  est  une  ellipse  dont  les  points  F  et  F^  sont  les  foyers. 

La  somme  constante  GG^  est  égale  au  grand  axe  AA^  Si,  par 
le  point  A'  on  mène  A'K  parallèle  à  GH,  on  détermine  sur  la 
génératrice  une  portion  AK  égale  à  la  distance  focale  FF';  car, 
si  des  longueurs  égales  GG',  AA'  on  retranche,  d'une  part  AG 
et  KG^  d'autre  part  les  longueurs  égales  AF  et  A!¥',  il  reste 
deux  longueurs  égales  AK,  FF^ 

Considérons  les  droites  DE,  D'E',  suivant  lesquelles  le  plan 
sécant  est  coupé  par  les  plans  des  cercles  de  contact  GH,  G'H^ 
Si^  du  point  H  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  le  grand 
axe,  la  distance  du  point  M  à  la  droite  DE  est  égale  à  PD.  Soit 
MNN'  le  cercle  parallèle  qui  passe  par  le  point  M;  la  longueur 
MF  ou  ML  est  égale  à  GN.  A  cause  des  parallèles  DG,  PN,  on  a 

GN_AG_AK 
DP""AD"AA'' 

Ainsi  les  distances  de  chacun  des  points  de  Vellipse  au  foyer  F 
et  à  la  droite  DE  sont  entre  elles  comme  la  distance  des  foyers 
au  grand  axe.  Cette  droite  DE  est  une  directrice  de  Tellipse;  la 
droite  D^E'  est  la  seconde  directrice. 


s^  uvBfi  m,  exAstmE  viii. 

;^  iiomqw  1a  ib-BÏte  AA'  MBsartve  leë  Jeux  ^énrtriees  6G 
et  SU  de  put  et  d'uUre  du  «WHaet  {flg.  i6i),  oh  a 
MP-MF  =  ML'  — Mf.  =  LL'  =  GG'. 

Ladifférence  des  distances  de  chacua  detgciiptede  Uieout^aui 
deux  fWjiils  F  et  P  est  cop^taote; 
cette  courtie  est  uae  (lyperfifile 
<juî  a  pQi^r  foyers  les  deux  ^ints 
^  et  F.  Les  droites  dïatejxectioa 
du  plap  sécant  et  ^  plaas  de 
contact  sont  de  aièoiâ  |es  direp- 
Irices  de  j'tiyperbole. 

3"  Supposons  enfin  que  la  droite 
AA/  «ûit  parallèlB  à  l'arrête  SH 
^ûg.  162);  décrivcHis  une  spb^ 
tangente  au  cane  suivant  le  cerde 
GH  et  au  plau  sécant  en  F.  Soit 
DE  l'intersectioD  du  plan  sécant 
^'''-  "^^-  awc  le  f^aa  du  eecde  de  contact 

GH.  (*-ar  le  point  H  de  la  section, 
menons  la  droite  ME  perpendini- 
laire  â  DE,  et  la  génératrice  SH, 
<jui  rencontre  en  L  la  courbe  de 
contact;  la  droite  HE  sera  paral- 
lèle à  A  A'  et  à  SB;  donc  les  trois 
droites  HE,  SH,  SU  sont  dans  un 
\  mêmeplan,  elles  trois  points H,L, 
Ësuc  la  droite  d'intersection  du 
plan  de  contact  et  du  plan  précé- 
dent. Les  deux  Iriangles  HLE,  USL 
sont  semblables,  et  puisque  SL  =  Sfl  on  a  aussi  ML  =  HË; 
mais  HL^MF,  comme  tangefites  (f)enées  du  point  M  à  la 
sphère  ;  par  conséquent,  MF  =  ME.  Ainsi  la  courbe  est  une  pa- 
rabole dont  le  point  F  est  le  foyer  et  DE  la  directrice. 

Cette  méthode  si  élégante,  pour  trouver  les  prapriétés  des 
foyers  pi  des  directrices  dans  les  courbes  du  second  degré,  est 
duc  à  Dandelin. 


f'S-  ^: 
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— Placer  une  courbe  du  second  degré  sur  «n  cône  donné. 
•— i^  La  courbe  est  une  ellipse.  Dans  le  triangle  AA'K  (flg.  i6oi)^ 
on  connaît  deux  côtés  ÂA'^  AK^  qui  sont  le  grand  axe  et  la 
distance  des  foyers^  ainsi  que  l'angle  opposé  à  AA'  qui  est  le 
complément  de  la  mortié  de  l'angle  au  sommet  du  cône. 
Comme  le  grand  axe  surpasse  la  distance  focale^  on  peut  tou- 
jours construire  ce  triangle;  la  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  A^K  détermine  le  point  S^  et  par  suite^  tout  ce  qui  fixe  la 
position  du  plan  sécant. 

2^  La  courbe  est  une  byperbde.  Dans  le  triangle  AA^K 
(fig.  i6i),  on  connaît  également  deux  côtés,  ainsi  que  Tangle 
opposé  à  l'un  d'eux;  mais  comme  le  côté  opposé  à  l^ngle 
donné  est  le  plus  petite  la  construction  du  triangle  n'est  pas 
toujours  possible.  II  faut  que  l'on  ait  a  >  ccosy  (2  a  étant  f  axe 
transverse^  2c  la  distance  des  foyers  de  l'byperbole^  2 y  l'angle 

au  sommet  du  cône);  d'où  cosy  <  -»  et,  par  suite,  cosy  <cos6, 

en  appelant  0  l'angle  de  l'asymptote  a\ec  le  grand  axe;  donc 
l'angle  des  asymptotes  doit  être  plus  petit  que  l'angle  du  cône. 

3®  La  courbe  donnée  est  une  parabole.  En  joignant  le  centre 
Ode  la  sphère  au  point  G,  00  forme  un  triang^i^  |[^ectangi#  OGA 
(fîg.  162),  dans  lequel  on  coupait  le  côté  AG  qui  est  le  demi- 
paramètre  de  la  parabole,  et  l'angle  OAG  complémentaire  de  y. 
Après  avoir  construit  ce  triangle,  on  élèvera  OS  perpendicu- 
laire sur  OA  jusqu'à  la  rencontre  de  AG;  une  fois  connue  la 
distance  SA^  le  problème  est  résolu. 

En  résumé,  sur  un  cône  donné  on  peut  placer  toutes  les 
dlipses^  toutes  les  paraboles  et  toutes  les  hyperboles  dans  les- 
quelles l'angle  des  asymptotes  est  plus  petit  que  l'angle  du 
cône. 

999 — Revabque.  Supposons  que  les  spbères  employées 
précédemment  soient  toujours  inscrites  dans  le  cône,  mais 
coupent  le  plan  sécant;  il  suffit  pour  cela  que  les  cercles  gé- 
nérateurs soient  tangents  aux  deux  lignes  SA,  SA'  et  coupent 
AA';  les  intersections  des  spbères  par  le  plan  sécant  sont  d6d 
cercles,  et  l'on  verra,  dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole, 
que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  à  ces 
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cercles  d'un  poipt  quelconque  de  la  courbe  est  constante;  dans 
le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  menée  au  cercle  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  est  égale  à  la  distance  de  ce  point  à 
une  certaine  droite. 

Les  géomètres  grecs  connaissaient  les  courbes  du  second 
degré  comme  sections  d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 
Apouoniis  (247  ans  avant  J.  C.)  a  fait  sur  les  sections  coniques 
un  traité  en  huit  livres^  dans  lequel  il  rapporte  ce  qui  a  été 
trouvé  avant  lui,  et  expose  ses  propres  découvertes  sur  cette 
matière.  Le  traité  d' Apollonius  contient  les  principales  pro- 
priétés des  sections  coniques;  nous  citerons  les  deux  théo- 
rèmes sur  les  diamètres  conjugués  (n^*  162,  i63  et  193),  les 
propriétés  des  asymptotes  de  Thyperbole,  les  propriétés  élé- 
mentaires des  foyers. 


CHAPITRE  IX. 

Thé#rèiiie0  généraux  aiir  !«•  ■ec(loii0  cosiiiiies* 


999 — L^équatîon  générale  du  second  degré 

Ax^+Bxy  -hCy^  -hl^x  -hEy  +  ¥  =  0, 

contient  six  coefficients;  mais^  comme  on  peut  diviser  tous  les 
termes  par  Tun  des  coefflcients,  pourvu  que  ce  coefficient  soit 
différent  de  zéro,  on  voit  que  Téquation  ne  renferme  que  cinq 
paramètres  arbitraires^  savoir  les  rapports  de  cinq  coefficients 
au  sixième.  Pour  déterminer  une  courbe  du  second  degré,  il 
faut  donner  les  valeurs  des  cinq  paramètres,  ou  bien  cinq  rela- 
tions entre  ces  cinq  paramètres;  mais,  dans  ce  cas,  il  est 
nécessaire  d'examiner  si  les  cinq  équations  de  condition  ad- 
mettent un  système  de  solutions  réelles,  et  si,  en  outre.  Té- 
quation  du  second  degré  correspondante  représente  bien  une 
courbe  ;  autant  les  cinq  équations  de  condition  admettront  de 
systèmes  de  solutions  réelles  jouissant  de  cette  propriété, 
autant  il  y  aura  de  courbes  du  second  degré  satisfaisant  aux 
conditions  proposées. 
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En  général,  les  relations  entre  les  paramètres  proviennent 
de  conditions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  courbe. 
Ainsi  on  peut  assujettir  la  courbe  à  passer  par  des  points 
donnés^  à  être  tangente  à  des  droites  données^  etc.  On  expri- 
mera que  la  courbe  passe  par  un  point  donnée  en  écrivant  que 
les  coordonnées  du  point  vérifient  Téquation  de  la  courbe^  ce 
qui  donne  une  relation  entre  les  coefficients.  On  exprimera 
que  la  courbe  est  tangente  à  une  droite  donnée,  en  écrivant 
que  l'équation  qui  fournit  les  abscisses  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  et  de  la  droite  a  deux  racines  égales,  ce  qui  donne 
aussi  une  relation  entre  les  coefficients.  Une  condition  géomé- 
trique qui  se  traduit  par  une  relation  entre  les  coefficients  est 
regardée  comme  une  condition  simple.  Une  condition  géomé- 
trique qui  se  traduirait  par  deux  relations  serait  regardée 
comme  double;  si,  par  exemple,  on  assujettissait  la  courbe  à 
toucher  une  droite  donnée  en  un  point  donné,  l'équation  qui 
donnerait  les  abscisses  des  points  d'intersection  devant  ad- 
mettre une  racine  double  donnée,  il  en  résulterait  deux  rela- 
tions entre  les  coefficients;  la  condition  géométrique  énoncée 
devrait  donc  compter  comme  deux  conditions  simples.  D'après 
cela,  on  dira  qu'il  faut  cinq  conditions  géométriques  pour  dé- 
terminer ime  courbe  du  second  degré.  Hais,  comme  nous 
Pavons  déjà  fait  observer,  il  sera  nécessaire  d'examiner  si  les 
cinq  équations  admettent  une  solution  réelle. 

Si  Ton  veut  que  la  courbe  soit  une  parabole,  les  coefficients 
doivent  vérifier  la  relation  B* — 4  AC  =  o;  l'équation  ne  conte- 
nant plus  que  quatre  paramètres  arbitraires,  la  parabole  sera 
définie  par  quatre  conditions. 

De  même,  si  l'on  veut  que  la  courbe  soit  une  hyperbole 
équilatère,  il  faudra  que  les  deux  droites  représentées  par 
l'équation  Ax*-i-Bipy +  Cy'=o,  droites  parallèles  aux  asym- 
ptotes (n"*  i3o), .  soient  perpendiculaires  entre  elles;  ce  qui 
donne  une  relation  entre  les  coefficients;  lorsque  les  axes  des 
coordonnées  sont  rectangulaires,  cette  relation  est  A  +  C  =  o. 
Quatre  conditions  suffisent  donc  pour  déterminer  une  hyper- 
bole équilatère. 
Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  de  généraliser  les  défini- 
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prolongeons  le  rayon  F'M  d'une  longueur  MH  égale  à  MF,  et 
de  même  FM'  d'une  longueur  M' II'  égale  à  M' F';  les  tangentes 

étant  perpendiculaires  sur  les  mi- 
lieux de  FH  et  de  F'H',  on  a 

PH  =  PF    et    PH'  =  PF', 

et  les  deux  triangles  F'PH,  H'PF 
sont  égaux  comme  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sa- 
voir :  FH=FH'=  2a,  PH  =  PF, 
Fig.u9.  PF'  =  PH';  on  en  conclut  que  les 

angles  PHM,  PFM'  sont  égaux  ;  mais  l'angle  PHM  est  égal  à  PFM; 
donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux  et  la  droite  FP  est  bis- 
sectrice de  Tangle  MFM'. 

La  même  chose  a  lieu  dans  Thyperbole,  quand  les  deux  tan- 
gentes touchent  une  même  branche;  mais  quand  les  tangentes 
touchent  deux  branches  diflerentes,  la  droite  FP  est  bissectrice 
de  Tangle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  FM,  et  le  pro- 
longement de  Tautre. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole 
(flg.  i5o).  Des  points  de  contact  abaissons  des  perpendiculaires 

MH,  M'H'  sur  la  directrice;  les  tan- 
gentes étant  perpendiculaires  sur  les 
milieux  des  droites  FH,  FH',  les  an- 
gles PFM,  PFM'  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  PHM,  PH'M'.  Les 
droites  PH  et  PH',  égales  à  la  droite 
PF,  sont  égales  entre  elles,  et  le  tri- 
angle HPH'  est  isocèle.  Les  angles 
PHM,  PH'M',  complémentaires  des  an- 
Fig.  lôo.  gles  égaux  du  triangle  isocèle,  sont 

égaux  entre  eux;  donc  les  angles  PFM,  PFM'  sont  égaux.  C'est 
ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  conclure  immédiatement  en  regar- 
dant la  parabole  comme  la  limite  d'une  ellipse. 


»  _   ^ 


THEOREME  IX. 


856— Les  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  P  a  une 
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kt  réeUe.  Soient,  en  effet,  a/=o+ 6i,  y'=ç+ dt,  xf=a—bi, 
f=  c  —  di;  réquation  de  la  droite  se  réduit  à 

x—a     y—c 
Le  point  qjji  a  poi^r  coordonnées 

sera  dit  le  miliau  4e  la  d|!oite  qui  joint  les  deux  points  donnés; 
si  les  deux  points  sont  imaginaires  cenjugués,  le  milieu  sera 
un  ppin|  réel. 

Une  équation  algébrique  f(x,  y)  =  o  à  coefficients  réels  est 
vérifiée  en  général  par  les  coordonnées  d'une  infinité  de  points 
réels  formant  une  courbe;  die  est  vérifiée  ^ussi  par  les  coor- 
dranéiss  d^tifie  infinité  de  points  imaginair^s^  conjugués  de^if 
i  deux.  S«  les  coefflciiints  sont  imaginaires^  l'équation  adm/»t 
toujours  une  infinité  de  solutions  imaginaires,  mais  seulement 
un  nombre  limité  de  solutions  réelles. 

Deux  isqyatious.  Tune  du  premier  degré,  l'autre  du  seeoçi4 
degré  en  x  et  y,  admettent  deux  systèmes  de  solutions.  On 
dira  donc  qu'une  droite  rencontre  une  courb3  du  secondi 
degré  en  deux  points»  réete  ou  imaginaires.  Une  drdte  réelle 
rencontre  une  courbe  du  second  degré  réelle  en  deux  points, 
qui  sont  ou  réels,  ou  imaginaires  conjugués.  Ceci  permet  d'ex- 
pliquer un  fait  qui  s'est  présenté  déjà  plusieurs  fois;  quand  on 
cherche,  par  exemple,  le  lieu  des  milieux  d'une  série  de  cordes 
liarallèles  dansTellipse,  on  trouve  par  le  calcul  une  droite  in- 
définie, et  cependant  le  lieu,  tel  qu'il  est  défini  géométrique- 
ment^ ne  se  compose  que  de  la  partie  du  diamètre  intérieure 
à  Tellipse;  les  sécantes  extérieures  rencontrent  l'ellipse  en  deux 
points  imaginaires  conjugués,  le  milieu  de  la  corde  est  encore 
un  point  réel,  et  le  diamètre  se  prolonge  ainsi  en  dehors  de  la 
courbe. 

THÉORÈME  I. 

9WM, — Deux  coufi^es  du  second  degré  ont,  en  général^  quatre 
points  cûfnmunf. 
Nous  remarquerons  d'abord  que  si  les  deux  courbes  coïnci- 
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dent,  c'est-à-dire  si  les  deux  équations  sont  vérifiées  par  les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x  et  y  y  les  coeffi- 
cients sont  proportionnels.  En  effet,  les  équations  ordonnées 
par  rapport  à  y  y 

(i)    Cy*-f-(Ba?+E)y-+-(Aa?*-+-Da?+F)  =  o, 
(2)    C'y«-f-(B'x-+-EOy-+-(A'x*-f-iyaî-+-FO  =  o 

admettant  les  mêmes  racines  pour  une  même  valeur  de  Xy 

on  a 

C  _  Ba?  +  E        Aa?«4-Da?  +  F  , 

C^"'B'aî4-E'""A'a;«+D'aî  +  F' 
et,  comme  ceci  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  a?,  on  en  conclut 

C_B_E_A_D_F 
C  ""  B'  ""  E'  "■  A'  ""  D'  ""  P  ' 

La  réciproque  est  vraie  :  lorsque  les  coefficients  sont  propor- 
tionnels, les  deux  équations  sont  évidemment  identiques  et  les 
deux  courbes  coïncident. 

Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  les  courbes  différentes, 
c'est-à-dire  les  coefficients  non  proportionnels.  Considérons 
d'abord  le  cas  où  les  coefficients  C  et  CJ  sont  différents  de  zéro; 
si  Ton  retranche  les  équations  membre  à  membre  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  CJ  et  C,  on  élimine  y*  et 
Ton  obtient  une  équation  de  la  forme 

(3)    (B,a;4-EJy4-(Ajir*-hD,a;-f-Fj  =  o, 

qui,  avec  Féquation  (i),  forme  un  système  équivalent  au  sys- 
tème des  deux  équations  proposées  (i)  et  (2).  Les  cinq  coeffi- 
cients Bi,  El,  A„  Di,  Fj  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois;  car  si 
cela  avait  lieu,  les  coefficients  des  deux  équations  (i)  et  (2)  se- 
raient proportionnels.  Si  les  deux  coefficients  B^  et  E^  étaient 
nuls,  réquation (3)  deviendrait  AiX*+Diic  +  Fi=o;  elle  don- 
nerait pour  X  deux  valeurs;  à  chacune  d'elles,  d'après  Téqua- 
tion  (i),  correspondraient  deux  valeurs  dey;  en  tout  quatre 
solutions.  Supposons  que  les  deux  coefficients  B^  et  E^  ne  soient 

E 
pas  nuls  à  la  fois;  en  général,  la  valeur  a;= —  ^  qui  annule 

le  coefficient  de  y  dans  l'équation  (3)  n'annule  pas  le  polynôme 
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Si  la  courbe  est  une  ellipse^  en  menant  la  tangente  parallèle 
au  grand  axe^  on  voit  que  le  produit  constant  est  égal  à  b*. 
Quand  la  courbe  est  une  hyperbole^  si  Ton  considère  l'asymp- 
tote comme  limite  d'une  tangente^  on  voit  aussi  que  le  produit 
est  égal  à  6*. 

PROBLÈME  XIII. 

900 — Construire  une  courbe  du  second  degré,  connaissant 
le  foyer  F,  et  trois  points  A,  B,  C. 

Supposons  le  problème  résolu  et  les  trois  points  appartenant 
à  une  même  branche;  le  point  D  où  la  sécante  AB  est  coupée 
par  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur  au  triangle  AFB  appar- 
tient à  la  directrice  (n°  257);  la  sécante  BC  donnera  de  même 
un  second  point  ly  de  la  directrice.  Le  foyer  F,  la  directrice 

Diy  et  le   point  A  définissent  une 
^]  courbe  du  second  degré  et  une  seule  ; 
ce  sera  une  ellipse^  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  suivant  que  la  dis- 
*  tance  AF  sera  inférieure,  égale  ou  su- 
périeure à  la  distance  AE  du  point  A 
^g.  154.  à  la  directrice.  Il  est  facile  de  voir 

que  cette  courbe  passera  par  les  deux  points  B  et  C;  en  effet,  à 
cause  de  la  bissectrice  FD,  on  a 

AF      ADAE 
BP  —  BD^BE'' 

,  .,  AF      BF 

^t,  par  suite,  aÈ  =  M' 

donc  la  courbe  passe  par  le  point  B.  On  démontrera  de  même 
qu'elle  passe  par  le  point  C.  On  a  ainsi  une  première  solution. 
On  peut  supposer  que  les  trois  points  ne  sont  pas  sur  une 
même  branche;  si,  par  exemple,  les  deux  points  A  et  B  sont 
sur  une  même  branche  et  le  point  C  sur  Tautre  branche  de 
rhyperbole,  les  bissectrices  des  angles  AFC,  BFC  donneront 
deux  points  de  la  directrice.  Les  trois  solutions  obtenues  de 
cette  manière  sont  des  hyperboles.  On  a  donc  en  tout  quatre 
solutions;  des  quatre  courbes  du  second  degré  qui  admettent 
le  foyer  donné  et  passent  par  les  trois  points  donnés,  trois  sont 
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toujours  des  hyperboles^  la  quatrième  est  une  ellipse,  une  hy- 
perbole ou  une  parabole,  sulyant  la  disposition  des  points. 

SOI— Le  calcul  conduit  à  la  même  conséquence;  soient  a 
et  p  les  coordonnées  du  foyer,  x'  et  j^,  a?"  et  y",  xl'^  et  y"'  les 
coordonnées  des  trois  points  donnés.  S',  §",  W  leurs  distances 
au  foyer;  Téquation  de  la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a?  —  a)« -h  (y  —  p)» — (mx -H  ny  4- ft)' =  o, 

et  alors  la  directrice  aura  pour  équation  rna:H-ny-h^  =  o. 
On  déterminera  les  trois  constantes  m,  n^U  ^^  Taide  des  trois 
équations  du  premier  degré 

y  =±(inx'  -hny'  -h  A), 
8"  =ii=(mx"  ^ny'  4- A), 
W^  =±  {mod''  H-  nx^'^  -f-  A) . 

Chaque  combinaison  de  signes  donne  un  système  d'équations; 
il  y  a  huit  combinaisons  :  mais  on  remarque  que,  si  Fon 
change  les  signes  dans  les  trois  équations,  les  yaleurs  de  m,  n, 
A  changent  de  signes,  et  la  courbe  reste  la  même;  on  a  donc 
quatre  solutions. 

La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  exprimée  par  une 
formule  renfermant  un  double  signe;  on  doit  prendre  le  même 
signe  pour  tous  les  points  situés  d'un  même  côté  de  la  droite, 
et  l'autre  signe  pour  tous  les  points  situés  de  Tautre  côté.  On 
sait  que  Tellipse  est  située  tout  entière  d'un  même  côté  par 
rapport  à  chacune  de  ses  directrices  ;  la  parabole  est  située 
aussi  d'un  même  côté  de  sa  directrice,  tandis  que  chacune  des 
directrices  de  l'hyperbole  passe  entre  les  deux  branches  de 
la  courbe.  Ainsi,  prendre  le  même  signe  revient  à  supposer 
que  les  trois  points  appartiennent  à  une  même  branche;  pren- 
dre des  signes  différents^  que  deux  points  sont  sur  une  branche, 
le  troisième  sur  une  autre  branche. 

PROBLÈME  XIV. 

ÎÏ618— Construire  tine  courbe  du  second  degré,  connaissant 
un  foyer  et  trois  tangentes. 

Supposons  le  problème  résolu;  si  du  foyer  F  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  trois  tangentes,  et  qu'on  prolonge 
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chacane  d'elles  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  on  obtient 
trois  points  H,  H',  H",  appartenant  au  cercle  directeur  (flg.  i55) 
qui  a  pour  centre  le  second  foyer  F;  le  rayon  F' H  de  ce  cercle 
est  égal  à  Taxe  2a  qui  passe  par  les  deux  foyers.  Les  deux 

foyers  F,  F^,  avec  la  longueur  2a  défi- 
nissent une  courbe  du  second  degré  et 
une  seule.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette 
courbe  est  tangente  aux  trois  droites  don- 
nées; en  effet,  soit  M  le  point  où  le  rayon 
F^H  coupe  la  droite  MT^  la  somme  ou  la 
différence  des  rayons  vecteurs  MF'  et  MF 
étant  égale  à  F^ H  ou  à  2a^  le  point  M  ap- 
partient à  la  courbe;  en  outre,  la  droite 
MT,  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  FH,  est  tangente  à  la  courbe  au  point  M;  le  problème  ad- 
met ainsi  une  solution  et  une  seule. 

Si  les  trois  points  H,  H',  H"  étaient  en  ligne  droite,  la 
courbe  cherchée  serait  une  parabole  ayant  pour  directrice 
cette  droite. 


Flg.  155. 


ÉQUATION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ  EN  COORDONNÉES 

POLAIRES. 

SOS — Nous  prendrons  pour  pôle  un  foyer  F,  et  pour  axe 

polaire  la  droite  qui  va  de  ce  îoyer  au 
sommet  voisin  A  de  la  courbe. 
Considérons  d'abord  Tellipse;  pre- 
-  nons  pour  pôle  le  foyer  F  et  pour  axe 
polaire  la  direction  FA  (Gg.  i56).  Nous 
avons  trouvé  (n**  219)  pour  expression 
Fig.  156.  de  la  distance  du  foyer  à  un  point 

quelconque  M  de  la  courbe 


p  =  a-~a:. 


la  courbe  étant  rapportée  à  ses  axes;  si  l'on  projette  la  ligne 
brisée  OFM  sur  le  grand  axe,  il  vient  a:  =  c  -h  p  cosco;  en  rem- 
plaçant X  par  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  et  dési- 


240  LIVRE  III,  CHAPITRE  IX. 

désignant  des  polynômes  du  premier  degré  en  x  et  y,  Téqua- 
tion  est  du  second  degré;  les  coordonnées  du  point  a,  inter- 
section des  droites  àb  et  €id,  annulent 
les  deux  polynômes  a  et  B,  et,  par  con- 
séquent, Térifient  l'équation  (5)  ;  il  en 
est  de  même  des  trois  autres  points  b, 
Cy  d.  Ainsi  la  courbe  représentée  par 
réquation  (5)  passe  par  les  quatre 
points  a,  6,  c,  d.  On  peut  déterminer 
le  paramètre  k  de  manière  que  la 
Fig.  163.  courbe  passe  par  le  cinquième  point  e. 

Appelons  a',  Ç/,  y'  S^  les  valeurs  des  polynômes  a,  p,  y,  S,  quand 
on  y  remplace  xely  par  les  coordonnées  a/  et  j/'  du  point  e:  on 

a/9/ 

devraayoir  a'P'— A:Y^y=:o;  d'où  k=-j^*  En  attribuant  à  ^ 

cette  yaleur,  on  obtient  une  courbe  du  second  degré  passant 
par  les  cinq  points  donnés. 

Nous  avons  trouvé  une  courbe  du  second  degré  passant  par 
les  cinq  points  donnés.  Il  n'en  existe  pas  d'autre;  en  effet,  des 
cinq  points  donnés,  trois  n'étant  pas  en  ligne  droite,  une  ligne 
du  second  degré  passant  par  ces  cinq  points,  ne  pourra  se 
réduire  à  deux  droites;  mais  nous  avons  vu  que  deux  courbes 
du  second  degré  non  formées  de  lignes  droites  ont  au  plus 
quatre  points  communs. 

Supposons  que,  parmi  les  cinq  points  donnés,  trois  c,  d,  e 
soient  en  ligne  droite  ;  la  droite  ede,  ayant  trois  points  com- 
muns avec  le  lieu,  appartiendra  au  lieu  qui  se  composera  alors 
de  la  droite  cde  et  d'une  seconde  droite  passant  par  les  deux 
autres  points  a  et  6.  L'équation  du  lieu  sera  ap  =  o;  on  l'ob- 
tient en  faisant  A: = o  dans  l'équation  précédente. 

Lorsque,  parmi  les  cinq  points  donnés,  quatre  sont  situés 
sur  une  même  droite,  il  y  a  indétermination.  Le  lieu  se  com- 
posera de  cette  droite,  et  d'une  droite  quelconque  passant  par 
le  cinquième  point. 

ÏÏ'S— CoROLLAUŒ  I.  L'équation  a^  — ftyS  =  o,  dans  la- 
quelle k  désigne  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre  points 
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a,  bi  Cy  d;  car  un  cinquième  point  déterminerait  la  courbe  et 
on  peut  toujours  donner  au  paramètre  Te  une  valeur  telle  que 
la  courbe  passe  par  ce  cinquième  point. 

Comme  on  peut  supposer  que  les  lettres  ol,  %  y,  B  désignent 
tes  distances  d'un  point  quelconque  ayant  pour  coordonnées  x 

aS 
et  y  aux  côtés  du  quadrilatère,  réquation-j  =  *  signifie  que  le 

produit  des  distances  d'un  point  quelconque  d'une  section  coni- 
que à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  est  au  pro- 
duit  des  distances  de  ce  même  point  aux  deux  autres  côtés  dans 
un  rapport  constant. 

En  général,  si  Ton  désigne  par  S  =  o  et  Si=:o  les  équations 
de  deux  courbes  du  second  degré,  Téqualion  S  —  AS^  =  o,  dans 
laquelle  k  est  un  paramètre  arbitraire,  représentera  toutes  les 
courbes  du  second  degré  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

!S7ll~CoROLLAiRE  II.  Proposous-nous  maintenant  de  déter- 
miner une  parabole  passant  par  quatre  points  donnés  a,  b,  c,  d. 
Si  Ton  joint  ces  points  deux  à  deux  par  deux  droites  ab,  cd  qui 
se  coupent  et  que  Ton  prenne  ces  droites  pour  axes  des  coor- 
données, réquation  générale  des  courbes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  quatre  points  est 

a  et  6  étant  les  abscisses  des  points  a  et  6,  c  et  d  les  ordonnées 
des  points  c  et  d.  Pour  que  le  lieu  soit  une  parabole,  il  faut 
que  le  paramètre  A:  satisfasse  à  la  condition 


/ft_JL_J.V. 

\       ad     bcj 


abcd 


Lorsque  le  produit  abcd  est  négatif,  on  trouve  pour  k  deux 
valeurs  imaginaires,  et  il  est  impossible  de  faire  passer  une 
parabole  réelle  par  les  quatre  points.  Lorsque  le  produit  est 
positif,  ce  qui  revient  à  dire  que  Ton  peut  former  un  quadrila- 
tère conTexe  ayant  pour  sommets  les  quatre  points,  on  obtient 
pour  k  deux  valeurs  réelles  différentes,  et,  par  conséquent, 
deux  lignes  réelles  du  genre  parabole  passant  par  les  quatre 

BR.  ifJ 
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points.  Si  l'oQ  pouvait  réunir  les  points  dem  à  deux  par  des 
droites  parallèles,  cltaque  couple  de  droites  parallèles  eonsti- 
tuerait  une  solution.  Quand  ceci  n'a  pas  lieU)  il  7  a  effective- 
ment deux  paraboles  passant  par  les  quatre  points* 

9}" 9" --Corollaire  IIL  11  est  facile  de  former  Téquatiôti  gé- 
nérale des  courbes  du  second  degré  qui  passent  par  trois  points 
donnés  a,  b,  ô.  Si  l'on  désigne  par  a  =  o,  P  =  o,  y  =  o  les 
équations  des  trois  droites  ic,  ûa,  ab,  on  toit  que  l'équation 

(6)    a^y'hhyùL'^cu^  =  o 

représente  une  courbe  du  second  degré  passant  par  les  trois 
points  donnés.  Cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbi- 
traires^ les  rapports  de  deux  de^  coefficients  a,  b,  ç  au  troi- 
sième, et  on  pourra  disposer  de  ces  deux  paramètres  de  ma- 
nière à  faire  passe^  la  courbe  par  deux  autres  points  pris  à 
volonté  dans  le  plan. 

THÉORËIIK  m* 

%fH — On  peut  fnefier  une  tourbe  du  second  degré  tangente 
â  deux  droites  données  eri  deux  points  donnés  et  passant  par 
fin  autre  point  donné. 

Soient  6c  =  0,  p==o  les  équations  des  deux  tangentes  pa, 
pb,  y  =  o  celle  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  de 
contact  a  et  6  (Qg.  164).  Considérons  Téquation 

(7)    ap  — *y»— o, 

dàtis  laquelle  le  paramètre  k  est  arbitraire.  Si  Ton  y  fait  a  =  o, 

on  a  y*=o,  d'où  Ton  conclut  que  la 
droite  pa  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  qui  coïncident,  et,  par 
conséquent,  est  tangente  en  a.  De 
même,  la  droite  pb  est  tangente  en 
b*  On  déterminera  ensuite  le  para- 
mètre k  de  manière  que  la  courbe 
Fig.  164.  passe -par  un  autre  point  donné.  Il 

n'existe  qu'une  courbe  du  second  degré  satisfaisant  à  ces  con- 
ditions; car,  si  deux  courbes  du  second  degré  ont  les  mêmes 
tangentes  en  deux  points  a  et  &,  l'équation  (4)^  qui  donne  les 
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abscisses  des  points  commuils,  aura  deux  racines  doubles;  les 
deux  courbes  ne  peuvent  donc  avoir  un  autre  point  commun. 
279— On  peut  déterhiiilei*  le  paramètre  k  par  la  condition 
que  la  oMfbe  soit  une  parabole.  En  prenant  les  dsiix  tidfttites 
pour  aies  des  coordonnées^  Téquation  (7)  dattont 

Pour  que  la  courbe  sdt  une  parabole,  il  faut  que  la  condition 
[fe--  ^y ni  —  0  soit  vérifiée}  Ce  qui  donne  les  deux  so- 
lutions i = o,  *  =  -^  I  à  la  premièrf  correspond  la  droite  ab, 
à  la  seconde  une  parabole  dont  Féquâtion  peut  être  mise  sous 

la  forme  y  f-*-y  |  — i  =  o- 

f  SO— CoROLLAUiB.  L'équation  (7)  est  Téqualion  générale 
des  courbes  du  second  degré  tangentes  à  deux  droites  donfiées 
en  deux  points  donnés;  elle  signifie  que  le  produit  des  distances 
d'un  point  quelconque  d'une  iection  conique  à  deux  tangentes 
est  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  des  contacts 
dans  un  rapport  constant. 

En  général,  si  Ton  désigne  par  S  =  o  l'équation  d'une  «Jttrbe 
du  second  degré,  Véquatlon  S  — *Y*=^  représentera  twtes 
les  courbes  du  second  degré  tangentes  à  la  première  eu  deux 
points  situés  sur  la  droite  y^io. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toute  équatioti  dii  second 
degré  peut  être  mise  sous  la  forme  a^  •—  Ay'= o,  y  ia=  o  dési- 
gnant une  droite  quelconque,  as=o  et  ps^o  les  tangentes 
aux  points  où  cette  droite  rencontre  la  couthéi  Si  la  droite 
réelle  ab  est  extérieure  à  la  cotirbe,  c'esl-à-dire  la  rencontre 
en  deux  points  imaginaires  conjugués^  les  tangentes  en  ces 
deux  points  sont  des  droites  imaginaires  conjuguées,  dont  le 
point  de  concours  p  reste  réel,  et  est  situé  à  Tintérieur  de  la 
courbe.  Réciproquement,  d'un  point  intérieur  p  m  peut  inener 
à  la  courbe  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées,  et  la  droite 
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de  contact  ah,  passant  par  deux  points  imaginaires  conjugués^ 
reste  réelle. 

THÉORÈME  lY. 

SSII — Lorsque  deux  sections  coniques  sont  doublement  tan- 
gentes à  une  même  section  coniqiÂe,  deux  sécantes  communes 
passent  par  le  point  de  rencontre  des  cordes  de  contact. 
Soit  S  =  o  réqualion  d'une  section  conique;  deux  sections 

coniques  S,  et  S,  (fig.  i65)  doublement 
tangentes  à  la  première  seront  repré- 
sentées par  des  équations  de  la  forme 

S  — ty»  — G,    S  — A/'/»=o. 

En  retranchant  ces  deux  dernières  équa- 
tions membre  à  membre,  on  obtient 
deux  droites  réelles  ou  imaginaires 


Fig.  166. 


A  Y* — A:Y'  =  o,     ou     y=d:yt/jr- 


auxquellés  appartiennent  les  quatre  points  communs  aux  deux 
coniques  S^  et  S,.  Ces  deux  sécantes  communes  ab,  cd  passent 
parle  point  de  rencontre  des  cordes  de  contact  mn,  m'n',  dont 
les  équations  sont  y  =  o,  y  =  o. 

THÉORÈME  Y. 

2^2-^Lorsque  trois  sections  coniques  ont  deux  points  corn-- 
muns,  les  trois  droites  qui  joignent  les  autres  points  dintersec- 
tion  des  courbes  deux  à  deux  passent  par  un  même  point. 

Soit  S  =  G  réquation  de  l'une  des  sections  coniques,  a  =  g 
réquation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  communs, 
les  équations  des  deux  autres  sections  coniques  seront  de  la 
forme  S  — A:aP  =  o,  S  —  A/ay  =  G.  Les  trois  droites  qui  pas- 
sent par  les  deux  autres  points  d'intersection  des  courbes  con- 
sidérées deux  à  deux,  sont  ^  =  0,  y  =  0)  *P  —  kffrz=o;  on 
Yoit  que  la  troisième  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux 
premières. 

THÉORÈME  YI. 

38S — Un  hexagone  étant  inscrit  dans  une  section  conique, 
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es  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème^  que  l'on  doit  à  Pascal^  est  une  conséquence  du 

béorème  précédent.  Soit  abcdef(fig.  i66)  un  hexagone  inscrit 

dans  une  section  conique; 
la  courbe  et  les  deux  cou- 
ples de  droites  ab  et  cd,  af 
et  de,  peuvent  être  regar- 
dées comme  trois  sections 
coniques  ayant  deux  points 
communs  a  et  d.  La  droite 
bc  joint  les  deux  autres 
_  points  d'intersection  6  et  c 
de  la  courbe  et  des  deux 
^»«-  ^^«  droites  ab  et  cd;  la  droite  ef 

joint  les  deux  autres  points  d'intersection  e  et  /  de  la  courbe  et 
des  deux  droites  af  et  de;  d'ailleurs  les  deux  couples  de  droites 
se  coupent  en  m  et  p;  les  trois  droites  bc,  ef,  mp  passent  par 
un  même  point  n;  donc  les  trois  points  d'intersection  m,  n, 
p  des  côtés  opposés  de  Tbexagone  inscrit  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  ne  s'applique  pas  seulement  à  un  hexagone 

convexe,  mais  encore  à  un  hexagone  fermé 
quelconque.  On  forme  un  hexagone  in- 
scrit en  traçant  six  cordes  consécutives 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre^  de  manière 
à  revenir  finalement  au  point  de  départ. 
Si  l'on  numérote  les  côtés  dans  Tordre  sui- 
vant lequel  on  les  a  obtenus,  les  trois  points 
d'intersection  des  côtés  (i,  4)*  (2,  5),  (3,  6) 
Fig.  ler,  sont  en  ligne  droite  (fig.  167). 

Sgl — ^CoROLLAiRE  L  Lorsqu'ou  définit  une  section  conique 
par  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e,  le  théorème  précédent  permet 
de  construire  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on  veut.  Par  le 
point  a  traçons  une  droite  quelconque  afei  cherchons  le  point 
f  où  cette  droite  coupe  la  courbe  (fig.  166);  on  marquera  le 
point  d'intersection  m  des  droites  ab  et  de,  le  point  d'inter- 
section p  des  droites  cd  et  af:  la  droite  bc  ira  rencontrer  la 
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droite  ntp  en  un  point  n;  le  point  f,  où  la  droite  ne  rencontre 

afy  appartient  à  la  courbe. 
Oa  peut  aussi  construire  la  tangente  en  Tun  des  points. 

Quand  deux  sommets  de  Thexa- 
gone  inscrit,  par  exemple  a  et 
f,  se  confondent,  le  côté  inter- 
médiaire devient  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  a;  si  Ton  ap- 
plique le  théorème  de  l'hexa- 
gone inscrit^  en  comptant  cette 
tangente  comme  un  côté^  on  a 
encore  trois  points  en  ligne 
droite.  On  marquera  donc  le 
Pt«-  ^^-  point  d'intersection  m  des  côtés 

ah  et  de  (flg.  i68),  le  point  d'intersection  n  des  côtés  6c  et  ae;  la 

droite  ed  rencontrera  la  droite  mn  en  un  point  p;  la  droite  ap 

est  la  tangente  en  a. 

;9$$— CpRoi^uiRE  II.  Un  quadrilatère  abcd  étant  inscrit 
dan$  une  section  coniqw»  les  points  de  rencontra  des  côtés  op- 
posés,  et  les  points  de  rencontre  des  tangentes  aux  sommets 
opposés  sont  en  ligne  droite.  Si^  avec  les  tangentes  en  a  et  c,  on 

complète  Thexa- 
gone  inscrit,  on 
aura  trois  points 
m,  n,  p  en  ligne 
droite  (fig.  169).  En 
complétant  Thexa- 
gone  avec  les  tan- 
gentes en  b  et  d, 
^^8- 169.  on  aura  de  même 

troifli  points  m,  n,  q  en  ligne  droite.  Donc  les  quatre  points 
^3  ^9  Py  9  Sûnt  en  ligne  droite. 

CoROiXAiRE  III.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  une  section 
conique^  les  points  d'intersection  des  côtés  et  des  tangentes  aux 
sommets  opposés  sont  en  ligne  droite.  Car  les  trois  tangentes 
complètent  Thexagone  inscrit.  ^ 
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9SII'— Nous  avons  tu  {n^  274)  qtie  par  eioq  points  a,  b,  c, 
dy  e,  tels  que  trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droitOi 
passe  une  section  conique  et  une  seule.  On  peut  obtenir  les 
éléments  de  cette  courbe  de  }a  manière  suivante  :  on  com- 
mence par  déterminer  les  tangentes  A>  B,  C  en  trois  des 
points  donnés  a,  hy  c.  Dans  toute  courbe  du  second  degré  les 
tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  se  eoupent  sur  le  dia- 
mètre conjugué  à  cette  corde;  par  conséquent,  la  ligne  qui 
joint  le  point  de  rencontre  p  des  drpites  A  et  B  au  point  milieu 
g  de  la  droite  ah  est  le  diamètre  de^  cordes  parallèles  à  a(;  4â 
même  la  ligne  qui  joint  le  point  de  rencontre  q  des  droites  B 
et  C  au  milieu  h  de  ic  c^t  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à 
&c.  Supposons  d'abord  que  les  deux  diamètres  pg,,  qh  se  cou*; 
pent  en  un  point  0;  dans  ce  cas^  la  courbe  est  une  cpurbe  à 
centre  et  le  centre  est  le  point  0.  La  droite  op  et  la  droite  qIç 
parallèles  à  ab  forment  un  système  de  diamètres  conjugué^* 
Si  Ton  appelle  a'  la  longueur  du  demi-diamètre  dirigé  suivant 

op,  on  a  a^  =  yJop,og]  on  obtient  de  même  la  longueur  V  du 
demi-diamètre  dirigé  suivant  ok.  Nous  avons  expliqué  (n***  174 
et  175)  comment  on  détermine  les  axes,  quand  op  connaît  ^^ 
système  de  diamètres  conjugués  a'  et  V, 

987— Si  les  deux  diamètres  sont  parallèles,  la  courbe  est 
une  parabole.  Dans  ce  cas,  on  ipène  les  diamètres  qui  passent 
en  a  6t  by  puis  de^  droites  faisant  avec  les  tangentes  les  mêmes 
angles  que  les  diamètres;  ces  deux  droites  se  coupent  au  foyer 
de  la  parabole.  En  abaissant  du  foyer  des  perpendiculaires  sur 
les  tangentes  A  et  B,  et  prolongeant  chacune  des  perpendicU" 
laires  d'une  longueur  égale  à  elle-mêmei  on  a  deux  points  de 
la  directrice. 

Lorsqup  Ton  donne  troiç  points  et  les  tangentes  en  deux  de 
ces  points,  on  détermine  la  tangente  au  troisième  point  àPaide 
de  la  propriété  du  triangle  inscrit  (n^  28S),  puis  on  opère 
comme  précédemment,  La  constructjpn  relative  à  M  para- 
bole peut  évidemment  être  employée  quand  on  eonuait  ieux 
tangentes  à  la  courbe  et  les  points  de  contact. 

Supposons  enfin  que  l'on  veuille  trouver  les  élémeqts  d*une 
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parabole  déterminée  par  quatre  points  a,  b,  e,  d.  Si  Fon  prend 
pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  abj  cd,  les  équa- 
tions des  paraboles  passant  par  les  points  donnés  sont 

^      yjabcd      ^^ 

/cd 
Les  coefficients  angulaires  des  axes  des  paraboles  étant  dzi/  -v> 

on  en  conclut  que  ces  axes  sont  parallèles  aux  diagonales  d'un 
parallélogramme  formé  sur  les  axes  des  coordonnées  et  dont 
les  côtés  auraient  pour  longueurs  les  moyennes  proportion- 
nelles entre  a  et  6,  c  et  d.  Connaissant  la  direction  de  Taxe, 
le  théorème  sur  le  pentagone  inscrit  (n^  284)  donnera,  en 
supposant  que  le  point  e  s'éloigne  indéQniment,  c'est-à-dire 
que  les  droites  ae  et  de,  par  exemple^  deviennent  parallèles  à 
Taxe,  la  tangente  en  l'un  des  points.  Lorsque  Ton  aura  déter- 
miné deux  tangentes,  on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

CONDITIONS  MULTIPLES. 

!ï 8 8— Reprenons  l'examen  des  conditions  géométriques 
par  lesquelles  on  peut  déflnir  une  courbe  du  second  degré. 
Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  conditions  simples, 
comme  les  points  et  les  tangentes.  Le  centre  équivaut  à  deux 
conditions;  car,  si  l'on  prend  le  centre  pour  origine  des  coor- 
données,  l'équation  du  second  degré,  étant  privée  des  termes 
du  premier  degré,  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbi- 
traires; ainsi  la  courbe  est  définie  par  son  centre  et  trois 
points. 

Un  diamètre  avec  la  direction  des  cordes  équivaut  à  deux 
conditions;  car  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  axe  des  x  et  une 
parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  y,  l'équation,  étant  privée 
des  deux  termes  du  premier  degré  en  y,  ne  contient  plus  que 
trois  paramètres  arbitraires. 

Un  système  de  diamètres  conjugués  équivaut  à  trois  condi- 
tions; car,  si  on  les  prend  pour  axes  des  coordonnées,  Téqua- 
tion,  devant  se  réduire  à  la  forme  aa?'-h6y*-f-c  =  o,  ne 
contient  plus  que  deux  paramètres  arbitraires.  En  général, 
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soient  a  r=r  o^  P  =  0^  les  équations  de  deux  diamètres  conju- 
gués^ les  distances  a  et  ^  de  chaque  point  aux  deux  diamètres 
conjugués,  étant  proportionnelles  aux  coordonnées  de  ce  point 
relatives  à  ces  diamètres,  la  courbe  sera  représentée  par  Té- 

quation 

(8)    aa*-f-6P'+c  =  o 

avec  deux  paramètres  arbitraires. 

L^équation 

(9)  a*H-aP  =  o 

est  réquation  générale  des  paraboles  dont  la  droite  a  =  o  est 
un  diamètre,  et  la  droite  ^  =  o  la  tangente  à  Textrémité  de  ce 
diamètre. 

On  sait  que  Téquation  de  Thyperbole,  rapportée  à  ses  deux 
asymptotes,  est  xy  =  k.  En  général,  soient  a  =  o,  P  =  o,  les 
équations  des  deux  asymptotes,  Tbyperbole  sera  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

(10)  ap  — ft  =  o 

ne  renfermant  qu'un  paramètre  arbitraire  k.  Ainsi  les  deux 
asymptotes  équivalent  à  quatre  conditions,  et  la  courbe  est 
déterminée  par  les  deux  asymptotes  et  un  point  ou  une  tan- 
gente. Si  Ton  ne  donnait  qu'une  asymptote  a  =  o,  Téquation 
P  =  o  de  l'autre  asymptote  étant  indéterminée,  Téquation  (10) 
contiendrait  trois  paramètres  arbitraires,  de  sorte  qu'une 
asymptote  équivaut  à  deux  conditions. 

Nous  avons  vu  que  toute  courbe  du  second  degré  a  un  foyer 
et  une  directrice;  il  en  résulte  que  Téquatiou 

(11)    (ic  —  a)*  H- (y  —  6)*  —  (ma? -H  ny -i- A)' = o. 

par  laquelle  on  exprime  la  propriété  du  foyer  et  qui  renferme 
les  cinq  paramètres  arbitraires  a,  6,  m,  n.  A,  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré.  Un  foyer  équivaut  à  deux  condi- 
tions; car,  si  Ton  donne  un  foyer,  ses  coordonnées  a  et  6  étant 
connues,  Téquation  (11)  ne  contient  plus  que  trois  paramètres 
arbitraires.  De  même,  une  directrice  équivaut  à  deux  condi- 
tions; car,  en  donnant  l'équation  de  la  directrice,  on  déter* 
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mine  les  rapports  de  deux  des  pamaiètres  m,  n,  h  au  trobiène.  I 
La  perpendiculaire  abaisiséd  du  foyer  sur  la  directrice^  a| 

pour  équation  — — —  =  ^       ;  c*est  un  des  a^çes  de  la  courbe. 

Un  sommet  situé  sur  cet  axe  équivaut  à  deux  conditions;  cm 
écrira  que  les  deux  coordonnées  du  sommet  vérifient  Téquation 
de  Faxe  et  celle  de  la  courbe.  | 

On  peut  se  rendre  compte  d'une  autre  manière  des  résultats! 
que  nous  venons  d'obtenir.  Il  egt  clair  que  les  deux  coordon- 
nées d'un  point  remarquable  d'une  courbe  du  second  degré, i 
comme  le  centre,  un  foyer,  un  sommet,  etc.,  peuvent  êtrei 
exprimées  à  l'aide  des  coefficients  de  Téqualion  générale  du 
second  degré;  si  donc  on  donne  un  pareil  point,  on  aura  deux 
relations  entre  les  coefficients.  De  même,  les  deux  coefficients 
de  réquatlon  d'une  droite  remarquable,  comme  la  directriceî 
ou  un  axe,  etc.,  peuvent  être  exprimés  à  l'aide  des  coefficients 
de  réquationdu  second  degré;  si  cette  droite  est  donnée,  on 
aura  encore  deux  relations  entre  les  coefficients. 

3S0 — Il  est  à  remarquer  que  les  formes  précédentes,  sous 
lesquelles  nous  avons  mis  l'équation  du  second  degré,  rentrent 
dans  la  forme  ap  —  ky*=o,  composée  de  trois  polynômes 
du  premier  degré  a,  p,  y  qui  se  rapportent,  les  deux  pre- 
miers aux  tangentes  menées  d'un  point  arbitraire  p  du  plan, 
le  troisième  à  la  corde  des  contacts.  Lorsque  le  point  p  coïn- 
cide avec  le  centre  de  Thyperbole,  les  tangentes  a  et  p  sont  les 
asymptotes;  la  droite  des  contacts  s'éloignant  à  l'infini,  le  po- 
lynôme Y  se  réduit  à  une  constante  et  l'équation  ap  —  ky'=o 
devient  ap  —  k  =  o.  L'équation  (8),  mise  sous  la  forme 

se  ramène  à  l'équation  (lo).  Quant  à  l'équation  (ii),  mise  sous 
la  forme 

[(y -- &)  —  f  (^ -- a)]  [(î/ -- 6) -H  *■  (^ -- a)] -- (wiû? -h  ny -h  ft)' ==  0, 

elle  rentre  aussi  dans  l'équation  ap  — fty*=o;  les  tangentes 
imaginaires  menées  du  foyer  ont  pour  coefficients  angulaires 
±i;  la  directrice  est  la  corde  des  contacts.  Les  deux  foyers 
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imaginaires  de  Tellipse  ou  de  rhyper))olç  jouissent  4e  cçtto 
propriété^  comice  les  deux  foyers  réels, 

RECHERCHE  DES  SÉCANTES  COMMUEES  A  DEUX  COURBES 

DU  SECOND  DEGRÉ. 

S90 — Nous  avons  vu  que  deux  courbes  du  second  degré 
S  =  o,  Sj  =  o,  ont,  en  général,  quatre  poiqls  communs;  par 
ces  quatre  poiqts,  on  peut  faire  passer  trois  couples  de  droites. 
Lorsque  les  courbes  sont  réelles,  les  points  communs  sont 
réels  ou  imaginaires  conjugués  deux  à  deux.  11  y  a  trois  cas  à 
considérer  :  i°  si  les  quatre  points  communs  a,  6,  c,  d  sont 
réels,  les  trois  couples  de  sécantes  communes  sont  évidemment 
réelles;  2^  si  deux  points  a  et  6  sont  réels,  les  deux  autres  c  et 
d  imaginaires  conjugués,  la  droite  ab  est  réelle,  ainsi  que  la 
droite  cd  qui  passe  par  les  deux  points  imaginaires  conjugués; 
on  a  donc  une  couple  de  sécantes  communes  réelles  ab  et  cd. 
Les  quatre  autres  sécantes  communes  sont  imaginaires;  car,  si 
la  sécante  acy  par  exemple,  était  réelle,  le  point  d'intersection  c 
des  droites  réelles  ac  et  cd  serait  réel;  3°  lorsque  les  deux 
points  a  et  6  sont  imaginaires  conjugués»  ainsi  que  les  points 
c  et  d,  les  droites  ab  et  cd  sont  réelles,  les  quatre  autres  ima- 
ginaires. On  conclut  de  là  que  deux  courbes  réelles  du  second 
degré  admettent  au  moins  deux  sécantes  communes  réelles. 

On  peut  distinguer  les  deux  derniers  cas  de  la  manière  sui- 
vante :  dans  le  troisième  cas,  les  deux  droites  ac  et  bd,  étant 
imaginaires  conjuguées,  se  coupent  en  un  point  réel,  de  mémo 
les  droites  ad  et  bc;  les  centres  des  trois  couples  de  sécantes 
communes  sont  donc  réels.  Dans  le  second  cas,  le  point  d'in- 
tersection des  droites  ac  et  bd  est  imaginaire;  car,  si  ce  point 
était  réel,  chacune  des  droites  ac  et  bd  passant  par  deux  points 
réels  (le  point  a  ou  6  et  ce  point  d'intersection)  serait  réelle; 
des  trois  centres,  un  seul  est  donc  réel. 

iMIl. — Pour  montrer  une  application  de  ce  qui  précède, 
considérons  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun.  Ces  deux 
ellipses  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points  réels; 
car,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  260,  deux  ellipses  qui 
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ont  un  foyer  commun  et  trois  points  communs,  coïncident] 
elles  admettent  donc  seulement  deux  sécantes  commune^ 
réelles. 

Soient  (a?  — a)*+(y  — 6)*— A*Y'==^> 

les  équations  des  deux  ellipses;  les  deux  sécantes  commune^ 
réelles  fcy=±k''f  passent  par  le  point  d'intersection  I  des 

directrices  DI,  IVI  (flg.  170). 
et  il  est  facile  de  les  déter- 
miner géométriquement. 
Supposons  que  les  deux 
ellipses  se  coupent  en  deux 
points  réels  Â  et  B;  Tune 
des  sécantes  communes 
réelles  est  la  droite  AB  qui 
passe  par  ces  deux  points; 
^^8-  ^'^^'  l'autre  IL  ne  rencontre  pas 

les  courbes.  Pour  déterminer  cette  seconde  droite,  joignons  le 
point  A  au  foyer  F  et  abaissons  de  ce  point  des  perpendicu- 


AF 


AF 


laires  AE,  AE'  sur  les  directrices,  on  a  k  =  ^9  t'  =  ^ëv'  ^^f 

V      AE 

par  suite,  j-  =  ^cv'  Prolongeons  la  perpendiculaire  AE  d'une 

longueur  EH  égale  à  elle-même;  par  le  point  H  menons  une 
parallèle  HL  à  la  première  directrice,  et  par  le  point  A  une 
parallèle  AL  à  la  seconde  directrice;  le  point  d'intersection  L 
de  ces  deux  parallèles  appartiendra  à  la  seconde  sécante  com- 
mune réelle  IL. 

99S — La  recherche  des  points  d'intersection  de  deux 
courbes  du  second  degré  dépend  en  général  de  la  résolution 
d'une  équation  du  quatrième  degré;  mais  on  peut  ramener  la 
question  à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré. 
L'équation  S  —  t  S,  =  o,  dans  laquelle  le  paramètre  k  est  arbi- 
traire, représentant  toutes  les  lignes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  points  communs  aux  deux  premières,  on  peut 
déterminer  le  paramètre  k  de  manière  que  cette  équation  re- 
présente deux  droites;  les  deux  courbes  admettant  trois  couples 


y=—  2£il£  ±  JL  V(6«— 4ac)a?*4-2(6e— 2cd)a?+(6«— 4cr); 
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de  sécantes  communes^  la  valeur  de  k  sera  donnée  par  une 
équation  du  troisième  degré. 

Soient  Aa;*4-Ba?y  +  C  î/*H-Da?-l-Ey+F  =o, 
A'a?*4-B'aîy  +  C'y*+iyx-hE^y+F'  =  o, 

les  équations  des  deux  courbes  proposées.  L'équation  nouvelle 

sera 

(A  — AA') iC«4-(B  — ftBO a:y ■+-. . .  =  o; 

pour  abréger,  nous  la  représenterons  par 

ax"^  H-  hxy  +  cî/*+(te+«y4-f=o. 
Cette  équation^  résolue  par  rapport  à  y,  devient 
hx_ 

2C  2C 

Pour  que  cette  équation  représente  deux  droites,  réelles  ou 
imaginaires,  il  est  nécessaire  que  le  polynôme  placé  sous  le 
radical  soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  la  condition 

(&c  —  2C(I)«  —  (6«— 4ac)  (e«-- 4cf  )  =  o 

soit  remplie.  Celte  relation,  après  la  suppression  du  facteur  é^Cy 
s'écrit 

ae'-h  cd^  —  hde  +  (6*— 4^^)  f  =  o; 

si  Ton  remplace  les  lettres  a,  6, . . .  par  les  valeurs  A  —  kM, 
B  —  ft  B', . . .  on  arrive  à  une  équation  du  troisième  degré  en  k. 
Il  suffira  de  calculer  Tune  des  racines  de  cette  équation  avec 
une  certaine  approximation,  pour  avoir  une  couple  de  sécantes 
communes;  cherchant  ensuite  les  points  d'intersection  de  cha- 
cune de  ces  droites  et  de  Tune  des  courbes  proposées,  à  l'aide 
d'une  équation  du  second  degré,  on  obtiendra  les  coordonnées 
des  quatre  points  d'intersection.  On  pourrait  aussi  calculer 
deux  racines  de  l'équation  en  k,  afin  d'avoir  deux  couples  de 
droites  dont  on  chercherait  ensuite  les  points  d'intersection. 

*9S— Une  racine  réelle  donnera  deux  droites  réelles,  si 
elle  rend  positive  la  quantité  6'  — 4ac.  Il  y  a  plusieurs  cas  à 
considérer  :  i^  Si  l'équation  du  troisième  degré  en  fc  a  ses 
trois  racines  réelles,  et  si  deux  racines  rendent  positive  la 
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quantité  6* — 4<ic,  ces  deux  racines  donneront  deux  couples  de 
droites  réelles,  d'où  Ton  déduira  quatre  solutions  réelles;  les 
deux  courbes  se  coupant  etl  (|uâtre  pointé  réels  et  admettant 
trois  couples  de  sécantes  réelles,  la  tfoisièrtie  racine  rendra 
aussi  positive  la  quantité  6*  — 4«c-  2**  SI  Téquatidû  du  troi- 
sième degré  a  ses  trois  racines  réelles,  et  qu'une  seule  rende 
positive  la  quantité  6' — 4àCy  les  deux  courbes  n'admettent 
qu'une  couple  de  sécantes  réelles.  Les  deux  sécantes  données 
par  une  valeur  de  k  sont  représentées  par  les  équations 

—      b^  +  ^  H_  V6^—  4^g  /        be  —  2  cd\ 

leur  point  d^intersection  a  pour  coordonnées 

be  —  2cd  bx-he 


^=-T. — t:^:'    y=— 


6*— 4ac      "^  2c    ' 

■  • 

puisque  les  trois  valeurs  de  k  sont  réelles,  les  trois  centres 
sont  réels;  on  en  conclut  que  les  deux  courbes  se  coupent  en 
quatre  points  imaginaires.  3®  Si  l'équation  du  troisième  degré 
n'a  qu'une  racine  réelle,  cette  racine  rendra  nécessairement 
positive  la  quantité  6*  —  J\ûc  et  donnera  deux  droites  réelles; 
les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  donneront  deux 
couples  de  droites  imaginaires  telles  que  les  deux  droites  de 
l'un  des  systèmes  seront  respectivement  conjuguées  des  droites 
de  l'autre  système;  des  quatre  points  où  les  droites  de  Tun  des 
systèmes  couperont  celles  de  l'autre,  deux  seront  réels;  on 
en  conclut  que  les  deux  courbes  se  coupent  en  deux  points 
réels  et  en  deux  points  imaginaires  conjugués. 

994 — Lorsque  deux  hyperboles  ont  une  asymptote  paral- 
lèle, l'un  des  points  d'intersection  s'éloigne  à  l'infini,  et  l'é- 
quation résultant  de  l'élimination  de  l'une  des  coordonnées 
entre  les  deux  équations  se  réduit  au  troisième  degré.  Soient; 
par  exemple,  les  deux  hyperboles 

^y  —  y  '  -^  ^  =  o,    y' — X*  —  I  =  o, 

qui  ont  chacune  une  asymptote  parallèle  à  la  droite  y  =  a:;  si, 
dans  la  seconde,  on  substitue  la  valeur  de  i»,  tirée  de  la  pre- 
mière, on  obtient réquation  du  troisième  degré  y^—  y  +  - =0; 
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lui  a  une  racine  réelle  et  deux  imaginaires.  Les  deux  hyper- 
boles ne  se  coupent  qu'en  un  point  réel;  elles  admettent  deux 
rëcantes  communes  réelles;  Tune,  passant  par  ce  point  et  le 
point  situé  à  Tinfini,  est  parallèle  à  la  droite  y^szx;  Tautre 
passe  par  les  deux  points  imaginaires  conjugués* 

SK9& — Supposons  que^  dans  les  deux  équations>  les  coeffi- 
cients des  termes  du  second  degré  soient  proportionnels,  et 
rien  n'empêche  alors  de  les  supposer  égaux;  si  Ton  retranche 
ces  deux  équations 

Afl?*+Baçy-f-Cy*4-Da?-hEy-4-F  =0, 

Ao;*  H- Bflpy -h  Cy* -^  ly  4?  H- E' y  4- F' ==  O, 

membre  à  membre^  on  obtient  Téquation  du  premier  degré 

(D  — iy)ir4-(E  — EOy-f-F  — F  =  o, 

et  rélîniination  de  y  conduit  à  une  équation  du  second  degré 
en  X.  Les  deux  courbes  ne  se  coupent  plus  qu'en  deux  points 
réels  ou  imaginaires  conjugués;  les  deux  autres  points  se  sont 
éloignés  à  Tinlini.  L'utie  des  sécantes  communes  réelles  passe 
par  les  deux  points  d'intersection;  l'autre  è'est  éloignée  à 
l'infini.  Cette  circonstance  se  présente  lorsque  les  courbes 
sont  des  hyperboles  àyatit  leurs  asymptotes  respectivement 
parallèles;  et  en  général,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
lorsque  les  deiix  courbes  sont  semblables  et  semblablement 
placées. 

••• — ^Dans  certains  cas,  la  recherche  des  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  du  second  degré  se  ramène  à  une  équa- 
tion du  second  degré  ou  à  une  équation  bicarrée. 

i^  Lorsqu'un  même  diamètre  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  dans  les  deux  courbes,  si,  par  une  trans- 
formation de  coordonnées,  on  rapporte  les  courbes  à  ce 
diamètre  commun  pris  pour  axe  des  x  et  à  une  parallèle  aux 
cordes  pour  axe  des  y,  les  deux  équations  ne  contiendront 
plus  l'inconnue  y  qu'à  la  seconde  puissance;  rélimination 
de  y^  donnera  une  équation  du  second  degré  en  x. 

'^  Si  ces  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une  asym- 
ptote commune,  en  les  rapportant  à  cette  asymptote  prise  pour 
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axe  des  xet  k  une  droite  quelconque  pour  axe  des  y,  on  a  des 
équations  dans  lesquelles  le  terme  en  xy  contient  seul  la 
lettre  œ;  en  éliminant  ce  terme^  on  obtient  une  équation  du 
second  degré  en  j^. 

3^  Lorsque  les  deux  courbes  ont  le  même  centre^  si  on  les 
rapporte  à  ce  centre  commun  pris  pour  origne  des  coordon- 
néeS|  les  deux  équations  ne  contenant  plus  de  termes  du  pre- 
mier degré^  Félimination  des  y  donnera  une  équation  bicarrée 
en  X. 

99T — Un  cercle  coupe  en  quatre  points  réels  ou  imagi- 
naires une  courbe  du  second  degré;  soit 

(j?  — a)*H-(y  —  fc)*— r'===o 

Inéquation  du  cercle,  a  =  o,  et  p  =  o  celles  d'une  couple  de 
sécantes  communes  réelles,  Téquation  de  la  courbe  du  second 
degré  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 

{X  —  aY-hiy  —  6)«  —  f*— fta^  =  o. 

Le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  longueur  de  la 
tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  au  cercle  ; 
il  en  résulte  ce  théorème  :  un  cercle  étant  placé  d'une  manière 
quelconque  dans  le  plan  d'une  courbe  du  second  degré,  la 
tangente  menée  de  tout  point  de  la  courbe  au  cercle  est  à  la 
moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  ce  point  à  deux 
sécantes  communes  réelles  dans  un  rapport  constant. 

Supposons  que  le  cercle  soit  tangent  à  la  courbe  en  deux 
points  réels  ou  imaginaires  conjugués,  la  droite  des  contacts 
sera  réelle,  et  Téquation  de  la  courbe  prendra  la  forme 

{X  —  a)*-h  (y  —  b)*—r*=k(x}. 

Ainsi,  lorsqu'un  cercle  est  doublement  tangent  à  une  courbe  du 
second  degré,  la  tangente  menée  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  au  cercle  est  à  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  des 
contacts  dans  un  rapport  constant. 

Le  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  d'un  rayon  nul  ayant  avec  la  courbe  un 
double  contact  imaginaire;  la  directrice  est  la  corde  des 
contacts. 
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4  ^  Construire  une  courbe  du  secood  degré,  connaissant  la  directrice  et 
trois  points. 

â*  Construire  une  parabole,  connaissant  le  foyer  et  deux  points*  ou  un 
point  et  une  tangente. 

3*^  Construire  une  parabole,  connaissant  la  directrice  et  deux  points. 

4®  Construire  une  hyperbok,  connaissant  trois  points  et  les  directions  des 
asymptotes. 

5^  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote,  un  sommet  et 
un  point. 

6^  Trouver  le  lieu  du  sommet  d*une  parabole  syant  un  foyer  donné  et 
tangente  à  une  droite  donnée. 

7o  Trouver  le  lieu  du  foyer  d*une  parabole  aysnt  son  sommet  en  un  point 
donné  et  tangente  à  une  droite  donnt^e. 

8^  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  do  second  degré  inscrites  dans 
un  parallélogramme  donné. 

9<^  Une  corde  tourne  autour  de  Pun  des  foyers  d*une  courbe  du  second 
degré;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  menées  à  la 
courbe  par  ses  deux  extrt^milés. 

40'  Deux  courbes  du  second  dfgré  ayant  un  foyer  commun,  un  angle  de 
grandeur  constante  tourne  autour  de  son  sommet  situé  au  foyer  commun  ; 
trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  rcspecliveroeni 
aux  deux  courbes  aux  points  oh  elles  sont  coupées  par  les  côtés  de  Tangle. 

H®  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  menées  parallèle- 
ment à  deux  directions  fixées  par  les  extrémiléâ  d'une  corde  de  longueur 
donnée  menée  à  une  circonférence  donnée. 

42^  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  circonscrite  à 
un  triangle  équilaléral,  ou  à  un  triangle  rectangle. 

43'  Trouver  le  lieu  des  foyers  ou  des  sommets  d*une  hyperbole,  ayant 
une  asymptote  et  une  directrice  données. 

14'  Ëtanl  donnée  une  conique,  inscrite  dans  un  angle;  une  tangente 
mobile  roule  sur  la  courbe,  et  on  joint  à  deux  points  fixes  les  points  où 
celte  tangente  coupe  les  deux  côtés  de  l'angle;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites. 

45*  Étant  donnée  une  ellipse;  un  cercle,  ayant  son  centre  fixe  et  son  ' 
rayon  variable,  coupe  Tellipse;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
sécantes  communes. 

46'  Un  cercle  mobile  coupe  une  ellipse  donnée  eu  deux  points  fixes  Â 
BR.  17 
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•t  B;  troQTer  le  liea  da  point  de  reocontre  des  tangentes  eominuiies  au 
deux  courbes.  * 

Le  liea  reste  le  même  quand  là  sécante  commune  AB  se  déplace  parallè- 
lement à  elle-même. 

Étant  données  deux  coniques  homofocales^  démontrer  que,  si  par  deux 
points  de  Tune  on  mène  des  tangentes  à  Tautre,  ces  quatres  droites  sont 
ungentes  à  on  même  cercle. 

47*  TrouTer  le  lieu  du  centre  d*ane  hyperbole  qui  a  un  foyer  donné  et 
qui  coupe  en  un  point  donné  une  droite  donnée  parallèle  ài  i*une  des  asym- 
ptotes. 

48*  Trouver  le  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  touche  deux  droites 
données^  Tune  en  un  point  fixe,  Tautre  en  un  point  variable. 

49*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  paraboles»  qui  admet- 
tent pour  foyer  un  point  donné»  qui  touchent  une  droite  donnée  et  qui  se 
coupent  sous  un  angle  donné. 

20*  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  et  une  droite  indéfinie,  ou  prend 
sur  cette  droite  un  segment  variable  MN,  vu  du  point  A  sous  un  angle 
constant;  trouver  le  lieu  du  point  d^interseclion  des  deux  droites  BM  ei  CN. 

24*  Deux  angles  de  grandeurs  constantes  tournent  autour  de  leurs 
sommets  placés  aux  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse,  le  poiat  de 
rencontre  de  deux  des  côtés  décrit  Tellipse;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  autres  côtés. 

22*  Trouver  le  lieu  des  sommets  d*une  hyperbole  équilatère  passant  en 
un  point  donné  et  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée. 

23*  Étant  données  une  série  de  coniques  ayant  pour  foyers  F  et  F^,  et 
une  droite  fixe  passant  par  le  foyer  F  ;  les  tangentes  à  ces  diverses  coni- 
ques^ aux  points  où  chacune  d'elles  est  coupée  par  cette  droite,  sont  tan- 
gentes à  une  même  parabole,  qui  a  pour  foyer  le  point  F',  et  pour  directrice 
la  sécante. 

La  partie  de  chaque  tangente  comprise  entre  la  conique  et  la  parabole 
est  vue  du  foyer  F'  sous  un  angle  droit. 
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IhéAile  dea  pMea  et  de*  polaires 


ses— Soit 

(i)  /■(«>y)=o 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  du  degré  m,  mise  sous 
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>nne  entière.  La  tangente^  au  point  dont  les  coordonnées 
ont  X  et  y^  est  représentée  par  Féquation 

]ette  équation  renferme  aussi  les  coordonnées  du  point  de 
contact  au  degré  m;  mais  on  peut,  au  moyen  de  la  relation  (i), 
'aire  disparaître  les  termes  du  degré  m.  On  opère  aisément 
!ette  réduction  à  l'aide  d'une  notation  particulière^  que  nous 
terons  cx>nnaitre.  Concevons  que  daps  réquation  (i)^  on  rem* 

place  a?  et  y  par  -  et  -«  et  que  Ton  multiplie  tous  les  termes 

par  z"*^  le  polynôme  ((x^  y)  se  transforme  en  un  polynôme^ 
homogène  et  du  degré  m  enlre  les  trois  lettres  x,  y,  z,  poly- 
nôme que  nous  représenterons  par  f(Xy  y,  z).  Il  est  évident  que 
si  dans  ce  dernier  polynôme  on  fait  z  =  i,  on  reproduit  le 
polynôme  proposé  f(x,  y).  On  sait  que  si  une  fonction  f(x,y,  z) 
est  homogène  et  du  degré  m  par  rapport  aux  trois  lettres  x,y,  z, 
on  a  identiquement 

^fs-hyfi-hzfi^mfixyy^z). 
On  en  déduit 

» 

La  valeur  du  second  membre,  quand  on  y  fait  z  =  i^  est  égale 
àla quantité  xfir-\-yf^^y  telle  qu'elle  enlre  dans  réquation  de  la 
tangente;  mais  le  point  de  contact  étant  sur  la  courbe^  le  pre- 
mier terme  se  réduit  à  zéro;  Texpression  xfi-hyf^  est  donc 
égale  à  la  valeur  que  prend  — zfi,  quand  on  fait  :;  =  i.  On 
peut  ainsi  mettre  réquation  de  la  tangente  sous  la  forme 

Pour  plus  de  symétrie,  on  écrira 

(2)    Xri+YA+Zri  =  o. 

Quand  on  aura  pris  l^s  trois  dérivées  partielles  de  la  fonction 
homogène  f{x^  y,  z)j  on  remplacera  dans  réquation  (2)  z  et  Z 
par  Tunité. 
9#fll— Prop08ons«nou8  maintenant  de  mener  par  un  pbtnt 
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donné  p,  ayant  pour  coordonnées  x^  et  j/i^  des  tangentes  à  k 
courbe  donnée.  Appelons  x  et  y  les  coordonnées  de  Tun  des 
points  de  contact;  la  tangente  en  ce  point  devant  passer  par  le 
point  p^  Féquation  (2)  sera  yériflée  parles  coordonnées  x^  et  y, 
du  point  py  ce  qui  donne  la  relation 

que,  pour  plus  de  symétrie,  on  mettra  sous  la  forme 

(3)    xJL'hyM'\-zJi=o, 

en  convenant  de  remplacer  z  et  2.  par  Tunité.  Les  points  de 
contact  seront  déterminés  par  les  deux  équations  simultanées 
(i)  et  (3).  Ces  deux  équations  étant  Tune  du  degré  m^  l'autre 
du  degré  m  —  i,  le  nombre  des  solutions  sera,  en  général, 
m  (m  —  i).  Ainsi  par  un  point  p  on  peut,  en  général^  mener 
m  [m  —  i)  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  à  une  courbe  du 
degré  m. 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  Téquation  (3)  est  du 
premier  degré,  et  Ton  a  deux  solutions,  réelles  ou  imaginaires 
conjuguées.  Quand  les  deux  solutions  sont  réelles,  on  peut 
mener  du  point  p  à  la  courbe  deux  tangentes  réelles.  Quand 
les  deux  solutions  sont  imaginaires  conjuguées,  les  deux 
tangentes  sont  imaginaires  conjuguées,  mais  la  droite  des 
contacts  (3)  reste  réelle. 

PROPORTION  HARMONIQUE. 

SOO-~Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  on  sait  qu^il  existe 
sur  la  droite  AB  deux  points  C  et  D  tels  que  le  rapport  de  leurs 
distances  aux  deux  points  A  et  B  est  égal  à  un  rapport  donné 
(Qg.  171]*  Ces  deux  points  C  et  D  sont  dits  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux 
"  deux  points  A  et  B.  D'a- 
^^s- 171.  près  cela,  il  y  a  une  infi- 

nité de  systèmes  de  points  conjugués  harmoniques  de  deux 
points  donnés;  on  peut  prendre  Tun  des  points  à  volonté.  Si  le 
point  D  se  rapproche  du  milieu  I  de  la  droite  AB,  le  point  con- 
jugué C  s'éloigne  à  Tinfini  et  réciproquement. 
Appelons  a  et  b  les  distances  du  point  C  aux  deux  pofnts  A 


c A  D      I  B 
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et  By  et  de  même  af  et  V  les  distancés  da  point  D  aux  deux 
points  A  et  B^  ces  distances  étant  affectées  du  signe  +  ou  du 
signe  —  suivant  qu'elles  sont  comptées  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre.  L'un  des  points  étant  situé  entre  les  deux  points  A  et  B, 
et  Tautre  sur  le  prolongement  de  la  droite,  il  est  clair  que  Tun 
des  rapports  est  négatif^  Tautre  positif;  on  a  donc  la  relation 


a   a! 


<4)    ft-5r=-'- 

On  peut  déterminer  les  positions  relatives  des  quatre  points 
par  les  distances  du  point  C  aux  trois  autres;  les  lettres  a  ^\h 
désignent  déjà  les  distances  du  point  C  aux  deux  points  A  et  B; 
appelons  d  la  distance  du  point  C  au  pointD;  on  aura  al^=za^d, 
Vzzzb  —  d,ellà  relation  précédente  devient 

On  peut  aussi  déterminer  les  positions  relatives  des  quatre 
points  par  leurs  distances  au  point  l,  milieu  de  la  droite  AB.  Si 
l'on  appelle  a^,  e^,  d^  les  distances  des  points  A,  C,  D  au  point 
1,  ona  a=€^'—a^jb  =  e^+a^  a'=dj— a»,  y=di+aj,  et 
la  relation  (4)  devient 

(6)    c,d,=  al 

THioain  i. 

S01-~JS^ton<  donnée  une  ieciion  conique,  si  par  un  point  p 
du  plan,  on  mine  une  sécante  quelconque  mmf  (flg.  172),  le  lieu 
du  point  ^  conjugué  harmonique  du  point  p  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  m  et  mf  de  la  sécante  et  de  la  courbe 
est  une  ligne  droite. 
Soit  f(a?,  y)  =  Ax"+BJV  +  Cy«-+-Da?-i-Ey4-F=o  l'é- 
quation de  la  courbe,  x^  et  y^  les 
coordonnées  du  point  p;  une  sé- 
cante quelconque  menée  par  le  point 
p  pourra  être  représentée  par  les 
équations 


Fi«.  179. 


^i  —  U—Jb  — 


tn)       Z Zâ  —  S. SJ  —  û 
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dans  lesquelles  a  et  5  désignent  deux  constantes^  et  p  la  dis- 
tance du  point  p  à  un  point  quelconque  de  la  droite;  on  en 
déduit  0?  =  a?!  -h  ap,  y  =  yj  -f-  6p.  En  portant  ces  valeurs  dans 
réq nation  de  la  courbe^  on  obtient  une  équation  du  second 

degré  en  p, 

/•(x,-hap,  y,+5p)=o, 

qui  donne  les  distances  du  point  p  aux  deux  points  m  et  mf. 
L'équation  deyeloppée.devient 

(Aa«+Baft +cft«)  p«+ (af;^-h  6r;,)  p  + /-(o^i,  y,)=o, 

6u,  si  l'on  prend  pour  inconnue  -» 

P 

r        -  P 

Appelons  p^  et  p'^  les  deux  racines  de  cette  équation^  et  p^  la 
distance  du  point  p  au  point  conjugué  harmonique  p^.  D'après 

^a  Mii&n  (5);  bfa  doit  ^voîr  ~  =^  4 + -.•  »aîs  on  a 

u\.\)\-:^'.r..    .:    ...   ^  Pi       p        p 


*   •  : .  !  V   I  •  •  •  , 


on  en  déduit 


Pt  fi^U  Vi) 

ou  opi/'i,-+-6pi/;,,  +  2/'(x„yi)  =  o. 

jie  point  p^  appartenant  à  la  droite  pmm^  ses  coordonnées  x 
et  y  yérifient  Téquation  (7)  de  cette  droite,  c'est-à-dire  que 
Ton  a  Jp  — j:|  =  ap4,  y  — yt  =  ^Piî  ^^  remplaçant  ap^  et  6p, 
par  ces  valeurs  dans  Téquation  précédente,,  on  élimine  les  pa- 
ramètres variables  a  et  6  et  on  obtient  l'équation  du  lieu 

'        0f   (*-â?i)ri,-l-{y-y,)f;,H-2r(a?„y,)  =  o. 

;Si  l'on  effectue  les  calculs,  on  voit  que  le  terme  con^taut 
■af  («u  y.)  —  «./i,— y.r,.  se  réduit  à  D*»  4-  Ey.H-aF,  et  l'é- 
quation précédente  devient 

«f ». + tf/J-.+ (I>«i -+- Ey,  +  aF) = o. 
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Mais  on  peut  efflsctuer  cette  réduction  d'une  antre  manière; 
imaginons,  comme  précédemment^  que  dans  le  polynôme 

f{^y  y)  on  remplace  a;  et  y  par  -  et  *t  et  que  Ton  multiplie 

z      z 

tous  les  termes  par  js*,  ce  polynôme  se  changera  en  un  poly- 
nôme homogène  et  du  second  degré,  que  nous  représenterons 
par  f{Xy  y,  z).  On  a  identiquement,  d'après  la  propriété  des 
fonctions  homogènes  que  nous  avons  rappelée  (n*  298), 

^ri+  yfj^H-  «f i=  2/  {Xy  y,  z), 
on  en  déduit 

2^(0?,  y,  z)—xfL—yf'y=zfi, 

ou  bien,  en  remplaçant  Xy  y,  %  par  x^y  y^,  z^y 
On  peut  donc  écrire  Féquation  (8)  sous  la  forme 
ou,  pour  plus  de  symétrie, 

(9)  ^r4,-Hyr;.+«r..=o. 

en  convenant  de  remplacer,  après  les  dérivations,  z  et  z^  par 
l'unité. 

Ainsi  le  lieu  du  point  p'  conjugué  harmonique  du  point  p 
est  une  ligne  droite;  cette  droite  P  s'appelle  la  polaire  du 
point  p,  et  réciproquement  le  point  p  est  le  pôle  de  la 
droite  P. 

Il  est  évident  à  priori  que  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  du  point  p  appartiennent  au  lieu;  car,  si  les  deux 
points  m  et  tnf  coïncident,  on  a  p^  =  p^  =  p'^,  et,  par  conséquent, 
le  point  p'  coïncide  lui-même  avec  le  point  m.  Ainsi  la  polaire 
du  point  p  n'est  autre  chose  que  la  corde  des  contacts  relative 
à  ce  point.  On  peut  vérifier,  en  effet,  que  les  équations  (3)  et 
(9)  sont  identiques;  car,  si  l'on  développe  l'équation  (9),  on 
voit  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  y  permute  les  lettres  x 
et  x^,  y  et  y^,  z  et  z^. 

309 — Examinons  les  positions  relatives  du  pôle  et  de  la 
polaire  dans  les  trois  courbes  du  second  degré.  Supposons 
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d'abord  que  là  courbe  soit  une  ellipse,  si  Ton  prend  pour  axe 
des  X  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  p  et  pour  axe  des  j^  le 
diamètre  conjugué,  FpUipse  ayant  pour  équation 


X  X  Q^-^ 

l'équation  de  la  polaire  se  réduit  à  -^  —  1  =  0,  ou  x  =  — 

d  x^ 

Ainsi  la  polaire  P  est  parallèle  aux  cordes  que  le  diamètre  op 
divise  en  deux  parties  égales  (fig.  173).  Si  Ton  fait  mouvoir  le 
point  p  sur  le  diamètre  oa,,  la  polaire  P  se  meut  parallèle- 
menl  à  elle-même;  tant  que  le  point  p  reste  à  l'intérieur  de  la 
courbe,  la  polaire  est  à  l'extérieur;  quand  le  pôle  va  de  0 

en  a  la  polaire,  d'abord  située  à 
rinfini,  se  rapproche  de  plus  en 
plus  de  la  courbe  et  devient  tan- 
gente en  a.  Si  le  pôle  sort  de  la 
courbe  et  s'éloigne  indéfiniment, 
la  polaire  coupe  la  courbe  et  se 
rapproche  du  centre  de  plus  en 
plus.  Le  diamètre  conjugué  du 
Fig- 173.  diamètre  op  peut  être  regardé 

comme  la  position  limite  de  la  polaire  du  point  p,  quand  le 
pôle  s'éloigne  à  l'infini  sur  ce  second  diamètre. 

Lorsque  la  courbe  est  une  hyperbole,  si  le  diamètre  op  ren- 
contre la  courbe,  on  obtient  un  résultat  analogue  à  celui  que 
nous  avons  trouvé  pour  l'ellipse;  mais  si  le  diamètre  op,  que 
l'on  prend  toujours  pour  axe  des  x,  est  imaginaire,  l'équation 

de  la  polaire  devient  x= ;  le  pôle  p  et  le  point  p',  où 

x^ 

la  polaire  coupe  le  diamètre  op,  sont  situés  de  part  et  d'autre 

du  centre,  et  la  polaire  coupe  toujours  la  courbe  en  deux 

points.  En  particulier,  si  l'on  fait  x^  =  a^,  on  a  x= — af; 

c'est-à-dire  que  si  le  pôle  p  est  situé  sur  l'hyperbole  conjuguée 

de  l'hyperbole  proposée,  sa  polaire  est  tangente  à  cette  même 

hyperbole  au  point  diamétralement  opposé. 

Le  calcul  précédent  ne  peut   être   appliqué  lorsque  le 

pôle  p  est  situé  [sur  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole. 
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Dans  ce  cas^  si  Ton  rapporte  la  courbe  à  ses  asymptotes,  Té- 
quation  de  la  courbe  est  xy  —  A:*  =  o,  et  celle  de  la  polaire 
x^y-^y^x  —  aft*  =  o;  si  le  pôle  est  sur  Taxe  des  x,  Téquation 

de  la  polaire  se  réduit  à  y  =  — ;  la  polaire  est  parallèle  à  Taxe 

des  X. 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  courbe  est  une  parabole.  Si 
Ton  prend  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le  pôle  et 
pour  axe  des  y  la  tangente  au  point  a  où  ce  diamètre  rencontre 
la  courbe,  la  parabole  a  pour  équation  y* —  ap^x  =  o  et  la  po- 
laire 0?= — x^.  La  polaire  est  parallèle  aux  cordes  que  le  dia- 
mètre passant  par  le  pôle  divise  en  deux  parties  égales;  le  pôle 
p  et  le  point  p'  où  la  polaire  coupe  le  diamètre  op  sont  situés  à 
égale  distance  du  point  a. 

303— 11  résulte  de  ce  qui  précède  que^  réciproquement^ 
toute  droite  admet  un  pôle  et  un  seul.  La  courbe  étant  rap- 
portée à  des  axes  quelconques^  pour  déterminer  les  coordon- 
nées x^  et  y^  du  pôle  p  d'une  droite  donnée  mx  +  ny +p  =  o, 
il  suffira  d'identifier  cette  équation  avec  Téquation  (9)  qui  re- 
présente la  polaire  du  point  py  ce  qui  donne  les  deux  relations 

f       f       f 
m       n       p* 
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304 — Étant  donnée  une  section  conique,  si  par  un  point  p 

on  mène  deux  sécantes  quelcon- 
ques  pmm^  pnn^^  qui  coupent  la 
courbe  en  m,  m',  n,  n^  (flg.  174), 
les  points  d'intersection  q  et  ^ 
des  droites  mn^  m^n^^  ou  mu'^ 
m^n  appartiennent  à  la  polaire 
du  point  p. 

Nous  remarquons  d'abord  que 
le  théorème  1  subsiste  lorsque  le 
lieu  du  second  degré  se  réduit 
Fig.  174.  au  système  de  deux  droites;  mais 

alors  la  polaire  du  point  p  passe  par  le  sommet  de  Tangle;  car, 


(10) 
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si  Ton  considère  la  sécante  qui  passe  par  le  sommet^  les  deux 
points  m  et  m/  coïncident  avec  ce  point,  de  même  que  le  point 
j/  conjugué  harmonique  du  point  p. 

Cela  posé,  considérons  le  système  des  deux  droites  rnuy 
fnfn'  qui  se  coupent  en  q.  La  droite  pmmf  coupe  la  section 
conique  et  les  deux  côtés  de  Tangle  mqm/  aux  mêmes  points 
m  et  mf;  le  point  p^,  conjugué  harmonique  du  point  p,  est  le 
même  sur  la  sécante  pmm^,  lorsqu'on  regarde  cette  sécante 
comme  appartenant  à  la  section  conique  ou  à  Tangle.  Le  point 
p",  conjugué  harmonique  du  point  p,  sera  aussi  le  même, 
dans  les  deux  cas,  sur  la  sécante  pnnf.  Les  polaires  du  point 
p,  par  rapport  à  la  section  conique  et  à  Tangle,  ayant  deux 
points  communs  p^  et  p"^,  coïncident;  mais  on  sait  que  la  po- 
laire relative  à  Tangle  passe  par  le  sommet  q;  donc  le  point  q 
appartient  à  la  polaire  du  point  p  par  rapport  à  la  courbe.  Par 
la  même  raison,  le  point  9^  appartient  à  cette  même  polaire. 

Corollaire.  La  courbe  étant  tracée,  on  déduit  de  ce  théo- 
rème le  moyen  de  construire  la  polaire  du  pointp.  On  mènera 
par  le  point  p  deux  sécantes  pmm^,  pnW  à  l'aide  desquelles  on 
déterminera  deux  points  q  et  q^  de  la  polaire. 

Si  le  point  p  est  extérieur,  la  polaire  coupe  la  courbe  en 
deux  points  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  p. 

TBÉORèME  III. 

SOS — 5t,  par  le  point  p,  on  mène  une  sécante  quelconqiie 


Fig.  175. 


coupant  la  courbe  m  deux  points  m  et  m',  les  tomgentês 


THÉORIE  DES  POLES  ET  VES  POLAIRES.         367 

en  ces  deiix  points  se  rencontrent  sur  la  polaire  du  point  P. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  préeédent. 
Car,  si  la  sécante  pnn^  (flg.  174)  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
sécante  pmml,  les  deux  droites  tnn^  m'f^  deviennent  tangentes 
à  la  courbe  en  m  et  m!  (fig.  175). 

Lorsque  la  sécante  pmml  ne  rencontre  pas  la  courbe,  les 
tangentes  aux  points  m  et  ml  sont  imaginaires  conjuguées,  et 
leur  point  d'intersection  q  reste  réel.  Dans  tous  les  cas^  ce  point 
q  est  pôle  de  la  droite  tnm';  ainsi  on  peut  énoncer  le  théo- 
rème de  la  manière  suivante  :  lorsqu'une  droite  pmm^  tourne 
autour  d'un  point  fixe  p^  son' pôle  q  décrit  la  polaire  du 
point  p. 

THÉORÈME   IV. 

SOG— -Réciproquement^  lespolaires  de  tous  les  points  d'Une 
droite  P  passent  par  le  pôle  p  de  cette  droite  (fig.  175). 

Par  un  point  quelconque  q  de  la  droite  P  menons  des  tan- 
gentes à  là  courbe,  et  soient  m  et  m'  les  points  de  contact. 
La  droite  pm  passe  par  le  point  m';  car  èi  on  appelle  m"  le 
second  point  d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  courbe,  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  en  met  en  m",  appartenant 
à  la  polaire  P  du  point  p,  n'est  autre  que  le  point  q;  les  deux 
tangentes  qM  et  qm"  coïncident,  ainsi  que  les  points  m^ 
et  m".  Ainsi  la  droite  mm^,  polaire  du  point  q,  passe  par  le 
point  p. 

FIGURES  POLAIRES  RÉCIPROQUES. 

3#y — Étant  donnée  dans  un  plan  une  figure  composée  de 
points  a,  b,  c, ...  et  de  droites  A,  B,  C, . . .,  si  l'on  prend  les 
polaires  A^  B',  C',...  des  points,  et  les  pôles  a',  V,  c',...  des 
droites  pat  rapport  à  une  section  conique  déterminée,  on  for- 
mera utie  seconde  figure  composée  comme  la  première  de 
droites  et  de  points.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  la 
seconde  figure^  c'est-à-dire  en  prenant  les  pôles  des  droites  et 
les  polaires  des  points,  on  retrouve  la  première.  Ces  deux 
figures  ont  été  nommées  pour  cette  raison  figures  polaires  re- 
e^roques  (flg.  176). 


a,^ 
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La  droite  ab  qui  joint  deux  points  a  et  6  de  l'une  des  figures^ 

a  pour  pôle  le  point 
dMntersection  des 
droites  A^  et  B^  de 
Tautre  figure  ;  et 
réciproquement  le 
point  dintersection 
de  deux  droites  A^ 
et  B^  de  Tune  des 
figures  a  pour  po^ 
laire  la  droite  ab 
de  Tautre  figure.  Si 
plusieurs  points  a, 
b,c,...  sont  en  ligne  droite  dans  l'une  des  figures,  les  droites 
A^  B^  G,...  de  l'autre  figure  passent  par  un  même  point 
qui  est  le  pôle  de  la  droite.  Réciproquement,  si  plusieurs 
droites  A,  B,  C, . . .  passent  par  un  même  point  dans  Tune  des 
figures,  les  points  a^  V,  d,...  de  l'autre  figure  sont  en  ligne 
droite. 

Etant  donnée  une  courbe  plane  S,  menons  une  tangente  A 
à  cette  courbe  et  prenons  le  pôle  a'  de  cette  tangente  (fig.  177]. 

Si  Ton  fait  rouler  la  tangente 
A  sur  la  qpurbe  S,  le  pôle  al 
décrira  une  autre  courbe  S^. 
/^'Soient  A  et B  deux  tangentes 
voisines  à  la  courbe  S,  a'  et  6^ 
leurs  pôles;  le  point  d'inter- 
section m  des  deux  droites  A 
et  B  est  le  pôle  de  la  droite 
alVi  si  la  tangente  B  se  rap- 
proche indéfiniment  de  la 
tangente  A,  le  point  m  tend  vers  le  point  de  contact  a  de  la 
tangente  A;  en  même  temps  la  sécante  a'V  tourne  autour  du 
point  a'  et  devient  tangente  à  la  courbe  S^  au  point  a'  ;  ainsi 
réciproquement  la  courbe  S  est  le  lieu  du  pôle  a  d'une  tan- 
gente mobile  A'  à  la  courbe  S'.  On  voit  que  les  points  a  et  a^  se 
correspondent  de  telle  sorte  que  la  tangente  en  Tun  de  ces 


Flg.  177. 
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points  est  la  polaire  de  Tautre.  Les  deux  courbes  S  et  S'  sont 

dites  polaires  réciproques* 

SOS— Soit 

(n)  P(^,y)  =  o 

réquation  d'une  courbe  algébrique  S  du  degré  m  ;  la  tangente 
A  au  point  a  dont  les  coordonnées  sont  œeiy  est  représentée 
par  réquation 

(12)    XF;-hYF;+ZF:î=o. 

Appelons  œ^  et  j^^  les  coordonnées  du  pôle  a'  de  la  droite  A  par 
rapport  à  une  courbe  directrice  du  second  degré  f{x,  y)  =  0. 
réquation  de  la  polaire  du  point  a^  est 

(i3)  xf;,->-Yr;.+zn.=o. 

Les  deux  équations  (12)  et  (iS),  qui  représentent  la  même 
droite,  doivent  être  identiques,  et  Ton  a  les  relations 

/'     r     r 

Si,  entre  les  trois  équations  (11)  et  (i4)^  on  élimine  x  et  y,  on 
obtient  réquation  de  la  courbe  S',  lieu  du  point  a'. 

Cherchons,  par  exemple,  la  courbe  polaire  réciproque  de  la  section  co- 
nique A  a;*-h  Bt/*  — 1=0,  par  rapport  au  cercle  directeur  a?* -h  y* — 1  =  0. 

T*  fi 

Si  Ton  remplace  a;  et  y  par  -  et  -9  ces  deux  équalious  prennent  la  forme 

z       z 

homogène  Aaj'-hBy'  — 3"  =  0,  aj*H-y*  — «*=  0,  et  les  équations  (U) 
deviennent    -^  =  ^  =  -^;    on  en  déduit,  en  faisant   5  =  jzr,  =  1, 

2î  =  ~,  y  =  -ij  en  portant  ces  valeurs  dans  Féquation  de  la  courbe 

se  1i 

proposée  on  obtient  l'équation  T"  +  k^  ""  ^  =  ^«  ^^  courbe  polaire  réci- 
proque est  une  nouvelle  section  conique. 

309— Nous  avons  appelé  degré  d'une  courbe  algébrique  le 
degré  de  Téquation  qui  la  représente  en  coordonnées  rectili- 
gnes,  ou  le  nombre  des  points  réels  ou  imaginaires  suivant 
lesquels  la  courbe  est  coupée  par  une  droite  quelconque.  On 
appelle  de  même  classe  de  la  courbe  le  nombre  des  tangentes 
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réelles  ou  imaginaires  que  Fon  peut  mener  à  la  courbe  par 
point  quelconque  du  plan.  Si  Ton  désigne  par  m  le  degré 
par  n  la  classe  d'une  courbe  algébrique^  on  a,  en  général, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n*  299,  n=::fn{m  —  i).  On 
sait  que  Ton  peut  mener  d'un  point  quelconque  deux  tangente^' 
à  une  courbe  du  second  degré;  les  courbes  du  second  degré! 
appartiennent  donc  à  la  seconde  classe. 

Il  est  aisé  de  Toir  que  deux  courbes  polaires  réciproques  S  ' 
et  S^  (fig.  178)  sont  telles  que  le  degré  de  Tune  est  égal  à  la 
classe  de  l'autre.  Une  droite  quelconque  P  coupe  la  courbe  S 
en  m  points  a,  6^  c^...;  à  ces  m  points  correspondent  m  droites 
Â%  B^  C^. . .  tangentes  à  la  courbe  S'  et  passant  par  le  point 
p^  pôle  de  la  droite  P,  et  réciproquement,  à  chaque  tangente 
A^  menée  du  point  p^  à  la  courbe  S'  correspond  un  point  a  ap- 
partenant à  la  courbe  S  et  situé  sur  la  droite  P;  ainsi  le 
nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  du  point  p^  à 

la  courbe  S'  est 
égal  au  nombre 
des  points  d'in* 
tersection  de  la 
courbe  S  par  la 
droite  P,  et,  par 
conséquent^  la 
classe  de  la  cour- 
be S'  est  égale 
Tig.  178.  au  degré  de  la 

courbe  S.  De  même  le  degré  de  la  courbe  S'  est  égal  à  la  classe 
de  la  courbe  S. 

Une  courbe  du  second  degré  étant  de  la  seconde  classe,  il  en 
résulte  que  la  courbe  polaire  réciproque  d'une  courbe  du  se- 
cond  degré  est  aussi  du  second  degré. 

Il  est  même  facile  dans  ce  cas  de  déterminer  l'espèce  de  la 
courbe.  Si  le  centre  0  de  la  courbe  directrice  est  situé  en  dehors 
de  la  courbe  S,  on  peut  de  ce  point  mener  deux  tangentes 
réelles  A  et  B  à  la  courbe  S  (fig.  179);  les  pôles  de  ces  tangentes 
s'éloignant  à  l'infini,  on  en  conclut  que  la  courbe  S'  a  des 
branches  infinies  dans  deux  directions  différentes;  c'est  donc 
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une  hyperbole.  Soient  a  et  6  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes A  et  B;  les  polaires  A^ 
et  B^  de  ces  deux  points  sont 
les  tangentes  à  la  courbe  S^ 
aux  points  situés  à  Tinûni^ 
ce  sont;  par  conséquent^  les 
asymptotes.  Lorsque  le  cen- 
tre 0  de  la  courbe  directrice 
est  situé  sur  la  courbe  S,  les 
^8- 179.  points  a  et  6  coïncident  avec 

le  point  Oy  la  polaire  de  ce  points  ou  l'asymptote,  est  rejetée  à 
rinfini,  et  la  courbe  S^  est  une  parabole.  Enfin^  si  le  centre  o 
de  la  courbe  directrice  est  situé  a  Tintérieur  de  la  courbe  S,  la 
courbe  S^  est  une  ellipse. 

3ftO — La  méthode  des  polaires  réciproques  a  une  grande 
importance  dans  l'étude  des  sections  coniques;  elle  permet, 
quand  on  a  trouvé  une  propriété  de  ces  courbes,  d'en  dé- 
duire immédiatement  une  propriété  corrélative.  Nous  avons 
démontré,  par  exemple,  au  n"*  274,  que  par  cinq  points  don- 
nés on  peut  faire  passer  une  section  conique  et  qu^on  n^en 
peut  faire  passer  quUme;  on  en  déduit  que  Von  peut  mener  une 
section  conique  tangente  à  cinq  droites  données  et  qu'on  n'en 
peut  mener  qu^une.  Concevons,  en  effet,  que  l'on  ait  tracé  dans 
le  plan  une  section  conique  quelconque  pour  servir  de  courbe 
directrice,  el  que,  par  rapport  à  cette  section  conique,  on  ait 
marqué  les  pôles  a',  V,  d y  d'y  ë  des  cinq  droites  données  A, 
B,  C,  D,  E;  par  les  cinq  points  a^,  ft',  c^,  d',  d  on  peut  faire 
passer  une  section  conique  S';  la  courbe  polaire  réciproque 
de  la  courbe  S'  est  une  section  conique  S  tangente  aux  cinq 
droites  données.  Réciproquement,  à  toute  section  conique  tan- 
gente aux  cinq  droites  correspond  une  section  conique  passant 
par  les  cinq  points;  comme  on  ne  peut  faire  passer  qu'une 
section  conique  par  les  cinq  points,  il  n'existe  qu'une  section 
conique  tangente  aux  cinq  droites. 

Sm — Nous  avons  démontré  aussi  (n*^  283)  que  les  trois 
points  d'intersection  des  côtés  opposés  d'un  hexagone  inscrit  i. 
une  section  conique  sont  en  ligne  droite.  On  en  déduit  ce  théo« 
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rëme  corrélatif  attribué  à  Brianghon  :  les  trois  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  opposés 
d'un  hexagone  circonscrit  à 
une  section  conique,  passent 
par  un  même  point.  Soit 
abcdef  (fig.  i8o)  un  hexa- 
gone circonscrit  à  une  sec^ 
tion  conique;  Thexagone 
inscrit;  quia  pour  sommets 
les  points  de  contact,  est  la 
figure  corrélative  de  Thexa^ 
gone  circonscrit  par  rap- 
port à  la  section  conique 
proposée  ;  car  les  sommets 
a,  b,  c,...  de  Thexagone 
circonscrit  sont  les  pôles 
des  côtés  A',  B',  C',...  de 
Pig.  180.  rhexagone  inscrit.  La  dia* 

gonale  ad  de  Thexagone  circonscrit  est  la  polaire  du  point  d'in- 
tersection m'  des  côtés  opposés  A^  et  IK  de  Thexagone  inscrit; 
la  diagonale  be  est  la  polaire  du  point  d'intersection  n'  des 
deux  côtés  opposés  B'  et  E^  et  la  diagonale  c/la  polaire  du  point 
d'intersection  p'  des  deux  côtés  G  et  F^  Puisque  les  trois 
points  m\  n!  p*  sont  en  ligne  droite,  leurs  polaires  ad,  6e,  cf 
passent  par  un  même  point  o,  pôle  de  la  droite  m'n'p^* 

Nous  ferons  ici  une  remarque  analogue  à  celle  qui  a  été  faite 
à  propos  du  théorème  de  Pascal.  Il  n'est  pas  nécessaire  que 
l'hexagone  circonscrit  soit  convexe,  il  suffit  qu'il  soit  fermé. 
Supposons  qu'on  ait  tracé  six  tangenies  à  une  section  conique; 
pour  former  l'hexagone^  partant  du  point  d'intersection  de 
deux  tangentes,  on  s'avancera  sur  l'une  d'elles  jusqu'à  la  ren^ 
contre  d'une  autre  tangente;  puis  sur  cette  seconde  tangente, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  jusqu'à  la  rencontre  d'une  troi- 
sième  tangente^  et  ainsi  de  suite^  de  manière  à  revenir  au  point 
de  départ  après  avoir  marché  sur  toutes  les  tangentes  sans  dis- 
continuité. La  ligne  brisée  ainsi  formée  est  un  hexagone  circon- 
scrit. Si  Ton  numérote  les  sommets  dans  l'ordre  suivant  lequel 
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on  les  a  obtenus^  les  trois  diagonales  qui  joignent  les  sommets 

(i^  4);  (2^  5)y  (3>  6)  passent  par  un  même  point  (Qg.  181). 


Fig.  181. 

319 — Corollaire.  Quand  on  définit  une  section  conique 
par  cinq  tangentes,  on  peut,  à  Taide  du  théorème  précédent, 
construire  autant  de  tangentes  que  Ton  veut.  Soient  les  cinq 
tangentes  a6,  hCy  cd,  de^  ef  (flg.  180);  cherchons  la  seconde 
tangente  qui  passe  par  un  point  a  pris  arbitrairement  sur  Tune 
des  tangentes  données;  on  prendra  le  point  d'intersection  0  des 
diagonales  ad  et  be;  on  mènera  la  droite  co  et  on  joindra  le 
point  a  au  point  f  où  la  droite  co  rencontre  la  tangente  ef. 

On  peut  aussi  déterminer  le  point  de  contact  de  chacune  des 
tangentes.  Quand  deux  côtés  de  l'hexagone  circonscrit,  par 
exemple,  les  côtés  ab  et  6c,  coïncident,  le  sommet  inlermér 
diaire  6  devient  le  point  de  contact;  pour  trouver  ce  point  de 

contact,  on  joindra  le  sommet  e  au 
point  d'intersection  0  des  diagonales 
ad  eicf  (fig.  182). 

Lorsqu'on  a  déterminé  les  points 
de  contact  de  trois  tangentes,  on 
obtient  les  éléments  de  la  courbe 
par  le  procédé  que  nous  avons  in- 
diqué au  n°  286. 


ig.  185. 


313— Du  théorème  de  Brunchon,  on  déduit  les  corol- 
laires suivants  ;  un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  seclion 
conique,  les  deux  diagonales  et  les  deux  droites  qui  joignent 


DR. 
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les  poifiis  de  contact  des  côtés  apposés  pcLssent  par  un  même 
point. 

Un  triangle  étant  circonscrit  à  une  section  conique,  les  droites 
qui  joignent  les  sommets  au^  points  de  contact  des  côtés  opposés 
passent  par  un  même  point.  Il  suffit  de  compléter  Thexagone 
circonscrit,  dans  le  premier  cas  avec  les  points  de  contact  de 
deux  côtés  opposés,  dans  le  second  cas  avec  les  trois  points  de 
contact. 

S14 — Nous  indiquerons  encore  comment  on  détermine  la 
parabole  tangente  à  quatre  droites  Â^  B,  C,  D.  Supposons  le 
problème  résolu,  et  soit  F  le  foyer  de  la  parabole,  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  F  sur  les  tangentes  sont 
en  ligne  droite  n®  249.  Mais  nous  avons  démontré  n"^  109  que  le 
lieu  d'un  point  F  tel  que  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  trois  droites  A,  B,  G  aient  leurs  pieds  en  ligne  droite 
est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  lignes  A,  B,  C. 
D'après  cela,  si  Ton  circonscrit  un  cercle  au  triangle  formé  par 
A,  B,  G,  puis  un  second  cercle  au  triangle  formé  par  B,  C,  D, 
ces  deux  cercles  qui  passent  par  le  point  de  rencontre  des 
lignes  B  et  G  se  couperont  en  un  second  point,  et  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  A,  B,  G,  D  seront 
en  ligne  droite;  ce  point  étant  le  seul  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété sera  le  foyer  F  de  la  courbe.  En  prolongeant  chacune 
des  perpendiculaires  d'une  longueur  égale  à  elle-même  on  ob- 
tient quatre  points  a^,  6^,  c^,  d^  qui  sont  encore  en  ligne  droite 
et  qui  sont  situés  sur  la  directrice.  11  facile  de  voir  que,  réci- 
proquement, la  parabole  dont  le  foyer  est  F  et  la  directrice  la 
droite  a^\c^d^  est  tangente  aux  droites  A,  B,  C,  D;  car  en  éle- 
vant aux  points  a^,  b^,  c^,  d^  des  perpendiculaires  à  la  direc- 
trice, ces  perpendiculaires  rencontrent  les  droites  en  des  points 
a,  b,  c,  d  tels  que  chacun  d'eux  est  également  distant  du 
foyer  et  de  la  directrice,  ces  points  appartiennent  donc  à  la 
courbe;  de  plus  la  droite  A  fait  les  angles  égaux  avec  les  lignes 
aa^,  et  aF,  donc  cette  droite  A  est  tangente  à  la  parabole  au 
point  a.  On  voit  ainsi  que  le  problème  admet  toujours  une 
solution  et  une  seule,  excepté  dans  le  cas  où  les  cercles  cir- 
conscrits aux  deux  triangles  se  touchent. 
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«IS-^Considérons  le  eas  panicnlier  où  la  courbe  directrice  est  un  cer- 
de  de  rayon  r;  la  polaire  A'  d'un  point  a  est  perpendiculaire  à  oa  et  )> 


une 


Fig.    183. 


distance  da  centre  égale  à  —  Les  droites 

00, 

qui  joignent  le  centre  à  deux  points  a  et  6 
font  entre  elles  un  angle  aob  égal  à  celui 
des  polaires  A'  et  B'  de  ces  poinu  (fig.  h  83). 
Par  le  centre  o,  menons  des  parallèles 
aux  droites  A'  et  B';  des  points  a  et  6 
abaissons  des  perpendiculaires  sur  ces 
droites;  les  triangles  rectangles  ocw,  obf 
sont  semblables  et  donnent  la  proportion 


_  oe  __  qç  +  gg      CMJ  H-  ogf , 


on  en  déduit  oa(6d  4- oA)  =  o6  (oc +  ogf);  mais  on  a  oa.oh  =  ob.og  =  r'; 

il  en  résulte  oa,bd  =  ob,ac,  ou  —  =  — . 

ob      bd 

Ainsi  les  distances  de  deux  points  au  centre  sont  proportionnelles  aux 
distances  de  chacun  d*eux  à  la  polaire  de  Tautre. 

Cherchons  la  courbe  polaire  réciproque  d'un  cercle  de  rayon  r'  par  rap- 
port au  cercle  o.  Soit  C  la  polaire  du  centre  c  du  cercle  proposé  (fig.  484); 
menons  à  ce  cercle  une  tangente  quelconque  A  et  prenons  le  pôle  a'  de 

celle  droite  ;  d'après  la  propriété  précédente, 
oa'      a'd  oa'       oc      . 

des  distances  de  chacun  des  points  a'  du  lieu 
au  point  o  et  à  la  droite  fixe  C  est  constîint  ; 
donc  ce  lieu  est  une  courbe  du  second  degré 
dont  le  point  o  est  l'un  des  foyers  et  la  droite 
C  la  directrice  correspondante. 

A  l'aide  de  cette  transformation,  on  peut  dé- 
duire immédiatement  des  propriétés  du  cercle 
w  plupart  des  propriétés  focales  des  courbes  du  second  degré.  Ainsi, 
P»  exemple,  deux  tangentes  A  et  B  au  cercle  c  font  des  angles  égaux  avec 
«  corde  des  contacts  ab;  aux  droites  A  et  B  correspondent  deux  points  a' 
^^b'  de  la  section  conique;  aux  deux  points  a  et  b  du  cercle  les  tangentes 
A  et  B'  à  cette  section  conique  en  a'  et  b';  à  la  droite  ab  ou  M  le  point 
^'imerseclion  m'  des  droites  A'  et  B'.  Les  rayons  menés  du  foyer  o  aux 
Points  a\  b\  m' faisant  entre  eux  des  angles  égaux  à  ceux  de  leurs  polaires 


Fig.  184. 
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Â^  B,  My  on  en  conclut  que  la  droite  (ym!  est  bisseclrîce  de  Tangle  a'ob' 
(no  255). 

Le  lieu  du  sommet  m  d'un  angle  constant  circonscrit  au  cercle  c  est  un 
cercle  concentrique.  Aux  deux  tangentes  A  et  B  menées  du  point  m  au 
cercle  c  correspondent  deux  points  a' et  6'  de  la  conique,  et  au  point  m  la 
droite  a'6';  Tangle  a!oh\  éiant  égal  à  celui  des  droites  A  et  B,  est  aussi 
constant;  le  point  m  décrivant  un  cercle  dont  le  centre  est  c,  sa  polaire  a! h* 
enveloppe  une  section  conique  dont  le  point  o  est  Tun  des  foyers  et  la  po- 
laire du  centre  c  la  directrice.  Ainsi  la  corde  vue  du  foyer  d*une  section 
coniqae  sous  un  angle  constant  enveloppe  une  section  conique  qui  a  même 
foyer  et  même  directrice.  La  corde  ab  du  cercle  enveloppe  un  cercle  con* 
centrique  ;  donc  le  point  de  concours  des  tangentes  à  la  section  conique 
en  a'  et  b'  décrit  une  section  conique  qui  a  aussi  même  foyer  et  même 
directrice. 

COURBES  ENVELOPPES. 

310— Dans  ce  qui  précède^  nous  avons  été  amenés  à  con* 
sidérer  des  courbes  tangentes  à  des  séries  de  droites;  lorsqu^un 
point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  reste  tangente  à  une  autre 
courbe.  On  appelle,  en  général,  enveloppe  d'une  ligne  mobile 
une  courbe  à  laquelle  cette  ligne  reste  constamment  tangente. 

Soit 

une  équation  renfermant  un  paramètre  variable  a.  A  chaque 
valeur  de  a  correspond  une  ligne  déterminée.  Donnons  au 
paramètre  deux  valeurs  voisines  a  et  a -h  h;  la  ligne  (i)  et  la 
ligne 

se  coupent  en  un  point  M^  (ûg.  i85)  dont  les  coordonnées  véri- 
fient à  la  fois  les  équations  (i)  et  (2).  Le  système  de  ces  deux 
équations  peut  être  remplacé  par  le  suivant 

f(x,  y,  a)  =0,    ^-i ^ ^-^ — 1\  '^ify    f  _  o^ 

qui,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  se  réduit  à 

(3)    f  {X,  y,  a)  =  o,    fi  (x,  y,  a)  =  o. 
Or,  quand  h  tend  vers  zéro«  le  point  H^  se  déplace  sur  la 
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ligne  (i)  et  tend  vers  une  position  limite  M;  c'est  ce  point  li- 
mite qui  est  repré- 
ïN^/'liFV^^^^î^v.  sente  par  le  système 


(3).  Chacune  des  li- 
gnes (i]  contient  un 
Fig.  185.  point  limite;  on  ob* 

tient  le  lieu  de  ces  points^  c'est-à-dire  le  lieu  des  intersections 
successives  des  lignes  représentées  par  Téquation  (i)^  en  élimi- 
nant a  entre  les  équations  (3). 

Considérons  de  nouveau  le  système  des  équations  (i)  et  (2)^ 
dans  lesquelles  nous  regardons  a  comme  une  variable  et  h 
comme  une  constante;  ce  système  représente  le  lieu  des  points 
suivant  lesquels  chaque  ligne  (a)  est  coupée  par  la  ligne  [a -h h). 
Deux  de  ces  points  se  trouvent  sur  la  ligne  (a),  savoir  :  le 
point  d'intersection  M' des  lignes  (a)  et  (a  H- A),  le  point  d'in- 
tersection M"  des  lignes  (a  —  h)  et  (a).  Quand  h  tend  vers  zéro, 
les  deux  points  H^  et  M"  tendent  vers  la  même  position  limite  H, 
et  le  lieu  devient  tangent  à  la  ligne  (a)  au  point  M.  Ainsi  le  lieu 
des  intersections  successives  des  lignes  représentées  par  Véqua- 
lion  (\)  est  tangent  à  chacune  de  ces  lignes.  A  cause  de  cette 
propriété^  on  dit  que  le  lieu  est  Venveloppe  des  lignes  (i)  qui 
portent  le  nom  d'enveloppées, 

317— Supposons  maintenant  que  la  ligne  mobile  soit  re- 
présentée par  une  équation 

(4)    /"te,  y,  a,  ft)=o, 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  6  liés  par  la  relation 

(5)    ç(a,  6)  =  o. 

Si  Ton  appelle  V  la  dérivée  de  6  considérée  comme  une  fonc- 
tion de  a  donnée  par  Téquation  (5),  on  a  (pi H- (pi 6' =  0;  d'où 

^=— ^«  Mais  si  Ton  égale  à  zéro  la  dérivée  de  la  fonction 

fi^9  y,  dj  b)  par  rapport  à  a,  en  y  regardant  6  comme  une 
tonctioude  a^  on  a  /l+/'i6^=o;  on  en  déduit  la  relation 

(b)       ^=^. 
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et  pour  trouver  Féquation  de  renveloppe,  on  éliminera  les 
deux  paramètres  a  et  6  entre  les  trois  équations  (4),  (5),  (6). 

SI 8 — Comme  exemple,  cherchons  Tenveloppe  des  normales  à  une  pa- 
rabole. La  normale  à  la  parabole  y'  —  %px  =  0  au  point  M  (fig.  486)  dont 

les  coordonnées  sont  x  eiy,  a  pour  équa- 
tion p(Y  — y)-hî/(X  — aî)  =  0;  si  Ton 

remplace  x  par  sa  valeur  ^9  cette  équa- 

tion  devient 

(7)   pY+y(X-p)-^=0; 

elle  renferme  un  paramètre  arbitraire  y; 
il  faut  prendre  la  dérivée  par  rapport  k  y, 

(8)    X-p-|^  =  0. 

et  éliminer  y  entre  les  équations  (7)  et  (8). 

En  remplaçant  dans  Téquation  (7)  y*  par 

Fig.  186.  sa  valeur  tirée  de  Téqualion  (8),  on  a 

y  =  —         ;  portant  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  (8),  on  obtient 


Téquation  de  Tenveloppe 


(9)    Y«  = 


8  (X  —  p)» 
27p      ' 


Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  ;  elle  présente  uq  rebrous- 
sement  en  C  :  car  la  tangente  en  ce  point,  étant  normale  à  la  parabole  aa 
sommet  A,  coïncide  avec  Taxe  ÂX.  Quand  le  point  M  décrit  la  branche  âB 
de  la  parabole,  la  normale  roule  sur  la  branche  CD  de  Tenveloppe;  et  de 
même  quand  le  point  M  décrit  la  branche  AB'  de  la  parabole,  la  normale 
roule  sur  la  branche  CD'  de  Tenveloppe. 

Si  Ton  veut  mener  des  normales  à  la  parabole  par  un  point  donné  P,  il 
suffira  de  regarder  dans  Féquation  (7)  X  et  Y  comme  les  coordonnées  du 
point  F  et  Tordonnée  y  du  pied  M  de  la  normale  comme  Tinconnue  ;  on 
peut  mener  du  point  P  trois  normales  à  la  parabole  ou  une  seule  suivant  que 
cette  équation  du  troisième  degré  en  y  admet  trois  racines  réelles  ou  une 
seule.  Cette  question  revient  évidemment  à  mener  des  tangentes  à  Tenve- 
loppe  par  le  point  P;  ainsi  Tenveloppe,  qui  est  du  troisième  degré,  est  aussi 
de  la  troisième  classe.  Lorsque  le  point  P  est  situé  entre  les  deux  branches 
de  Tenveloppe,  on  peut  mener  de  œ  point  trois  tangentes  à  l'enveloppe,  et, 
pur  eon8éfl|aent,  trois  normales  à  ta  parabole  ;  mais  lorsque  le  point  est 
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shué  ea  F  à  rextériear,  on  ne  peut  mener  qu*une  seule  ungenle  à  Tenve- 
loppe,  ex,  par  coniéqueDl,  une  seule  normale  à  la  parabole. 
SU  9— Cherchons  encore  Tenveloppe  dei  nonnalea  à  Tel 

Féqnation  de  la  normale  an  point  (m,  y) 


renferme  deux  paramètres  tariablea  «  et  y  liés  par  la  relation 
D*après  la  formule  (6)  du  n«  347*  on  a 


X 

a* 


y 


I 


OD  a  obtenu  le  troisième  rapport  en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  déoo- 
minateors,  après  avoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier  par  x,  les 
deux  termes  du  second  par  y»  et  tenant  compte  des  équations  (1 0)  et  (4  4  ); 
OD  en  déduit 


Xr  :=  — r— » 


y«=- 


ft*Y. 


portant  ces  valenra  dans  TéquaUon  (4  4),  on  obiieni  Téquation  de  Tenveloppe 

1  « 


0.  C^)V(v^-... 


Cette  courbe  présente  quatre  points  de  rebroussement  (Gg.  487).  Quand 

le  pied  M  de  la  normale  décrit 
Tare  AB  de  Tellipse,  la  normale 
roule  sur  Tare  CD  de  Tenveloppe. 
Si  Ton  veut  mener  des  normales  à 
Tellipse  par  un  point  donné  P, 
ayant  pour  coordonnées  X  et  Y, 
les  deux  équations  bimultanées 
(40)  et  (44)  donneront  les  coor- 
données  a;  et  y  du  pied  de  chacune 
des  normales;  les  pieds  des  norma- 
les sont  les  points  d'intersection  de 
Tellipse  proposée  (44)  et  d'une 
hyperbole  (40)  ;  il  y  a  quatre  solu« 


Fig.  187. 
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lions.  Mais  celte  question  revient  k  mener  des  tangentes  à  Fenveloppe  par 
le  point  P  ;  on  en  conclut  que  Tenveloppe,  qui  est  du  sixième  degré,  est  de 
la  quatrième  classe.  Lorsque  le  point  P  est  siiué  à  ^intérieur  de  l'enve- 
loppe, on  peut  mener  de  ce  point  quatre  tangentes  à  Tenveloppe,  et,  par 
conséquent,  quaire  normales  réelles  à  Tellipse  ;  mais  lorsque  le  point  est 
situé  h  Textérieur,  par  exemple  en  P',  on  ne  peut  plus  mener  que  deux 
tangentes  réelles  à  Tenveloppe,  et,  par  conséquent,  deux  normales  à 
rellipse. 

L'enveloppe  des  normales  à  Thyperbole  a  pour  équation 

330 — Il  est  à  remarquer  que  la  recherche  de  l'enveloppe 
d'une  droite  mobile  peut  être  ramenée  à  la  théorie  des  polaires 
réciproques.  Car  cette  courbe  enveloppe  est  la  courbe  polaire 
réciproque  de  la  courbe  décrite  par  le  pôle  de  la  droite,  relati- 
vement à  une  section  conique  déterminée.  Représentons  la 
droite  mobile  par  une  équation  de  la  forme 

(i4)    px-hqy-^i^o, 

renfermant  deux  paramètres  variables  liés  par  la  relation 

(i5)    ?(p,  î)=o, 

et  prenons  pour  courbe  directrice  la  courbe  a?" 4- y*  — 1=0; 
cette  courbe  sera  un  cercle  si  les  axes  des  coordonnées  sont 
rectangulaires.  La  droite  x^x  +  y^y—  1  =  0,  polaire  du  point 
(a?i,  yj,  coïncidera  avec  la  droite  mobile,  si  l'on  fait  x^zzip, 
yi  =  q;  ainsi  la  courbe  S^  décrite  par  le  pôle  de  la  droite  mo- 
bile,  a  pour  équation  (16)  <p  (Xi,  y^  =  o.  La  tangente  A^  en  un 
point  (x^y  yj  de  la  courbe  S' est  représentée  par  Téquation 

X(pi^+Y(p;,H-Zç;=o; 

un  point  a  dont  les  coordonnées  sont  ^  et  j/  a  pour  polaire 

arX-j-j/Y  — 1  =  0; 
ce  point  sera  le  pôle  de  la  droite  A^,  si  les  relations 

sont  vérifiées.  Pour  obtenir  la  courbe  S  polaire  réciproque 
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de  S'^  c'est-à-dire  le  lieu  du  poiut  a,  il  suffira  d'éliminer  x^ 
et  y^  entre  les  équations  (i6)  et  (17]. 

Lorsque  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  paramètres 
Tariables  p  et  9  est  exprimée  par  une  équation  algébrique  en- 
tière du  second  degré,  la  courbe  S'  étant  une  section  conique, 
il  est  clair  que  la  courbe  S  est  aussi  une  section  conique. 

8111  — Exemple  I.  Trouver  Fenveloppe  d*une  droite  telle  que  le  produit 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes  F  et  F'  soit  égal  h  une  quantité  donnée. 
Eo  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  FF'  et  pour  axe  des  y  une  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  cette  droite,  appelant  3c  la  distance  FF',  5'  le  pro- 
duit constant,  et  représentant  la  droite  mobile  par  une  équation  de  la 
forme  px  +  çy  —  4  =  0,  on  a,  entre  les  deux  paramètres  variables  p  et  q, 

la  relation 

(c*±fc«)p*±:6«g»  — 1  =0; 

il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  la  droite  laisse  les 

deux  points  d*un  même  côté  ou  passe  entre  les  deux.  La  courbe  S'  ayant 

pour  équation 

(c*±6«)a?î=fc6"yJ-.4  =0, 

l'équation  de  la  courbe  cherchée,  ou  de  la  polaire  réciproque  (n«30S),  est 

oc*  y* 

C'est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  les  points  F  et  F'  sont  les  foyers. 
Ce  théorème  est  la  réciproque  d'un  théorème  démontré  au  chapitre  VII. 

9%% — Exemple  II.  Étant  donné  un  quadrilatère  abcd,  trouver  Tenve- 
loppe  d*une  droite  telle  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  sommets 
opposés  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets  dans 
un  rapport  constant.  Appelons  x^  et  y^  or,  et  y„  x,  et  y„  Xi  et  y^  les 
coordonnées  des  quatre  sommets ,  et  représentons  la  droite  mobile  par 
réqnation  fMD+gy  — -  4  =0;  00  aura  entre  les  deux  paramètres  p  et  g  la 
relation 

cette  relation  étant  du  second  degré,  on  en  conclut  que  Tenveloppe  est  une 
courbe  du  second  degré.  L'équation  précédente  est  vérifiée  quand  la  droite 
mobile  coïncide  avec  Tun  des  côtés  du  quadrilatère,  puisque  dans  chaque 
terme  un  facteur  s'annule.  Ainsi  la  courbe  est  inscrite  dans  le  quadrilatère, 
et  on  peut  donner  an  rapport  k  une  valeur  telle  que  la  courbe  soit  tangente 
à  une  cinquième  droite  quelconque.  Il  en  résulte  cette  propriété  générale 
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des  sections  coniques  :  tin  quadrilatère  élarU  eircorucrit  à  une  section  eo^ 
nique,  le  produit  des  distances  d'une  tathçente  quelconque  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère  est  au  produit  des  dUtanees  de  cette  même  tangente 
aux  deux  autres  sommets  dans  un  rapport  constant. 

393— Nous  avons  mis  réquation  du  second  degré  sous  dif- 
férentes formes  ;  il  est  bon  de  remarquer  que  Téquation  de  la 
tangente  ou  de  la  polaire  d'un  point  peut  être  mise  sous  une 
forme  analogue  à  celle  de  la  courbe.  Un  terme  quelconque  de 
réquation  est  de  la  forme  ka%  a  et  ^  étant  deux  fonctions 
linéaires  et  homogènes  en  x,  y,  z 

0L  =  aX'hhy+cZy    ^=:a'X'\'ify'\'dz. 

La  polaire  d'un  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  x^,  y^  z^, 
est  représentée  par  Féquation 

Appelons  a^  et  p^  les  valeurs  des  polynômes  a  et  p  quand  on  y 
remplace  x,  y,  z  par  x^,  y^  z^y  le  terme  Aa^  donne  dans  l'é- 
quation de  la  polaire  la  quantité 

A[a;(a'aj-f-aPJ  +  y(6'a,4-6Pt)-h2(c'a4-|-cpJ], 
ou  A(a4P-f-Pia). 

Un  terme  de  la  forme  Aa'  donnera  2Aaa(. 

Par  exemple,  si  l'équation  de  la  conique  est  mise  sous  la 
forme  a^  —  ty«=:o,  la  polaire  a  pour  équation 

a^P  -h  Pi  a  —  2 ^Yi Y  =  o. 

A  la  forme  a:'  +  y*  —  a«  =  o,  dans  laquelle  Torigine  est  le  foyer 
et  la  droite  a  =  o  la  directrice^  correspond  de  même  la  forme 
x^x  +  y^y^ciL^0L=^o. 

L'équation  ap  —  k^^  =  o  dans  laquelle  k  est  un  paramètre 
arbitraire,  représente  toutes  les  coniques  passant  par  quatre 
points  axes.  La  polaire  d'un  point  donné  a  pour  équatioa 

ajP  H-  p,a  —  fc  (Yi^-l-^t y)  =  ^*  ^°  ^^^*  ^^^  toutes  ces  polaires 
passent  par  un  point  fixe.  On  en  déduit  ce  théorème  corrélatif: 
les  pôles  d'une  même  droite  par  rapport  à  toutes  les  coni- 
ques tangentes  à  quatre  droites  données  sont  en  ligne  droite. 
Si  Ton  suppose  que  la  droite  s'éloigne  à  l'infini,  son  pôle  de* 
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vient  le  centre  de  la  courbe;  ainsi  le  lieu  des  centres  des 
coniques  tangentes  à  quatre  droites  données  est  une  ligne 

droite. 

NOUVELLES  COORDONNÉES. 

394— Soient  a=:o,  ^  =  o^  Y=^  ^^^  équations  de  trois 
droites  fixes;  on  peut  déterminer  la  position  d'un  point  quel- 
conque m  du  plan  par  l'intersection  de  deux  droites 

(i)    a=ay,    P  =  6y> 

passant  par  deux  des  sommets  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites  fixes;  les  deux  droites  dont  il  s'agit  dépendent 
des  deux  paramètres  variables  a  et  6  que  Ton  peut  regarder 
comme  les  coordonnées  du  point  m.  Les  nouvelles  coordon- 
nées a  et  6  sont  des  fractions  rationnelles  du  premier  degré 
en  a;  et  y;  de  même,  si  Ton  résout  les  deux  équations  (i)  par 
rapport  à  a;  et  à  y^  on  obtient  des  fractions  rationnelles  du 
premier  degré  en  a  et  fr;  il  en  résulte  que  toute  équation  al- 
gébrique et  entière  par  rapport  à  Tun  des  systèmes  de  coor- 
données se  transforme  en  une  équation  algébrique  du  même 
degré  par  rapport  à  Tautre  système.  Si,  dans  Téquation  entre 

a  et  6,  on  remplace  a  et  b  par  -  et  -t  on  obtient  une  équa- 
tion homogène  en  a,  p,  y.  Ainsi  une  ligne  droite  sera  repré- 
sentée par  une  équation  homogène  du  premier  degré  en  a,  ^^ 
)j  et  de  même  une  conique  par  une  équation  homogène  du 
second  degré. 

Il  est  évident  que  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
(ol,  V),  (a",  b")  a  pour  équation 

6  — V  =  -7? 7(a— aO. 

Si  Ton  suppose  que  ces  deux  points  soient  deux  points  voisins 
d'une  courbe  f  {a,  h)  =  Oy  et  que  le  second  [)oint  se  rapproche 
iodéfiniment  du  premier,  on  voit  que  la  tangente  en  ce  point 
est  représentée  par  l'équation 
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ou  af',,  -H  bf'^  -  (a'f'j  -h  b'f,,)  =  o. 

au  a/         & 

Si  Ton  remplace  a  et  6  par  -  et  -»  a^  et  6'  par  -7  et  ^»  afin 

de  rendre  Téquation  homogène,  Téquaiion  de  la  tangente  de- 
vient (n*»  298) 

Lorsque  la  courbe  est  du  second  degré,  Téquation  précédente 
ne  change  pas  quand  on  y  permule  les  lettres  a  et  a',  ^  et  Ç/^ 
y  et  y'.  Si  ex!,  Ç/,  Y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque du  plan,  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  de 
ce  point,  c'est-à-dire  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 
conique,  a  pour  équation 

a7o[+PYé-^Y7^  =  o    ou    a/;,+  p/'^,  +  yr;,=  o. 

Nous  avons  déjà  employé  plusieurs  fois  le  système  de  coor- 
données dont  nous  venons  de  parler.  En  voici  de  nouvelles 
applications. 

Exemple  I.  Considérons  deux  triangles  polaires  réciproques  par  rapport 
à  une  conique  donnée;  aôn  de  simplifier,  prenons  les  côtés  de  l*un  des 
triangles  comme  lignes  de  repère  servant  ù  la  définition  des  nouvelles  co- 
ordonnées, et  soit 

/■(a,  P,  y)  =  ^  {A'a*4-  A  p«-h  A"t*-+-  2B Py+  2B'Ya  +  2B"ap)  =  0 

réquation  de  la  conique.  La  polaire  d'un  point  quelconque  (a ,  p',  y'J  a 
pour  équation  a'p  +  ?'fa-{-  y'f'  =  0.  En  particulier,  les  polaires  des  trois 

sommets  (P'=  0,  y'=  0),  (y'=  0,  a'  =  0),  (a'=  0,  p'=  0)  du  triangle 
sont  représentées  par  les  équations 

/'/  =  AaH-B''H-B'Y=0,    ^^=A'p+BY+B''a==0,    /;:^=A"Y-f-B'a-HBp=0. 

Ces  polaires  sont  les  côtés  du  second  triangle.  Les  coordonnées  du  point 
d'intersection  des  deux  côtés  correspondants  a  =  0,  /"^  =  0  vérifient  les 

fi  Y 

équalions  a  =  0,  B''P4-B'y  =  0,   ou   «=0,^+5^  =  0;   ce  point  est 

a  fi  Y 

donc  situé  sur  la  droile  «  -f-  k>4-  b»  =  ^>  ®^  *1  ®°  ®^^  ^^  même  des  deux 

t>         £>  D 

autres.  Ainsi  les  trois  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants  de  deux 
triangles  polaires  réciproques  sont  en  ligne  droite. 
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Un  sommet  du  second  triangle  est  donnù  par  les  deux  équations  /"^^  0, 

f' =  0,  la  droite  B/^  =  WfL  passe  par  ce  point;  comme  l'équation  ne  con- 

lient  pluslalettre  Y,  celte  droite  passe  évidemment  par  lesommet(a=0,  p=0) 
du  premier  triangle.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspondants 
étant  représentées  par  les  équations  B/'^=  B7'  =  ir/'^,  on  en  conclut  que 

ces  trots  droites  passent  par  un  même  point. 

Exemple  IL  Un  triangle  abc  est  inscrit  dans  une  conique;  deux  de  ses 

cdtés  a5  et  ac  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  p  et  g  (fig.4  88), 
trouver  l'enveloppe  du  troisième 
côté  6c.  Soient  t=0  l'équation  de 
la  droite  pq,  a  =  0  et  p  =  0  cel- 
les des  tangentes  aux  points  d  et 
e  oU  cette  droite  rencontre  la 
courbe;  Téquation  de  la  conique 
sera  de  la  forme  ap  —  7'  =  0.  On 
^  peut  regarder*  les  points  p  et  9 
comme  les  points  où  la  droite 
Y  =  0  est  coupée  par  deux  droites 
Fig.  188.  a4-pp  =  0,     a-|-9p  =  0    qui 

passent  par  le  point  d* intersection  0  des  ungentes  en  d  et  e.  Un  point 
quelconque  a  de  la  courbe  peut  être  déterminé  par  rintersecUon  de  deux 

droites  a  —  aT  =  0,  p  —  -  =  0  passant  par  les  points  dei  e,  a  étant  un 

paramètre  arbitraire  qui  définit  la  position  du  point  sur  la  courbe.  En  at- 
iribuant  à  ce  paramètre  une  autre  valeur  b,  on  obtient  un  autre  point  6. 
Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  a  a  une  équation  de  la  forme 

a-.aY-+-*(p— "^^^^î  F>"'  qu'elle  passe  par  le  point  b  qui  est  représenté 
par  les  deux  équations  a  -  6y  =  0,  p  - 1^  =  0,  il  faut  faire  *  =  ab;  ainsi 

h  droite  qui  joint  deux  points  quelconques  o  et  6  de  la  courbe,  a  pour  équa- 
tion a-ha6p  — (a-+-WY  =  0. 

Cela  posé,  soient  o,  6,c  les  valeurs  du  paramètre  pour  les  trois  sommets 
a,  b,  c  du  triangle;  le  côlé  ab  passant  par  le  point  p,  on  a  ab  =  p;  le  côlé 
ac  passant  par  le  point  g,  on  a  de  même  ac  =  g;  le  c^lé  6c  a  pour  équation 

a 4. 5c P  —  (6 H- c)  Y  =  0;  si  Ton  remplace  6  et  c  par  leurs  valeurs  -  et  -; 

Téqnation  devient 

o«a-hpgP  — (p-t-g)flT-O. 
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Si,  entre  cetu  équation  et  l*éqaation 

2oa  — (p4-g)Y  =  0, 

qne  Ton  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  è  a,  on  ^imine 
le  paramètre  variable  a,  on  obtient  Téquatiou  de  Tenveloppe  de  la  droite  te 

Cette  enveloppe  est  une  conique  qui  touche  la  première  aux  points  d  et  e. 
Si  Ton  mène  des  tangentes  à  la  conique  proposée  aux  points  a,  6,  c,  on 
forme  un  triangle  circonscrit  a'b'e',  dont  deux  sommets  b'  et  c'  glissent 
sur  deux  droites  fixes  P  et  Q,  polaires  des  points  p  et  q;  la  courbe  décrite 
par  le  sommet  a',  pôle  de  la  droite  bc^  est  la  polaire  réciproque  de  Tenve- 
loppe  •  c'est  donc  aussi  une  conique  doublement  tangente  à  la  première 
suivant  la  ligne  de. 

EXERCICES. 

4*  Étant  données  deux  coniques  dans  un  plan,  les  points  qui  ont  les 
mêmes  polaires  psrr  rapport  aux  deux  courbes  sont  les  points  de  concours 
des  trois  couples  de  sécantes  communes,  et  ces  polaires  communes  sont  les 
trois  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  communes 
aux  deux  courbes. 

2"  Sur  deux  droites  fixes,  à  partir  des  points  où  elles  sont  coupées  par 
une  sécante  mobile  passant  par  un  point  fixe,  on  porte  des  longueurs  con- 
stantes, et  on  joint  leurs  extrémités;  trouver  Tenveloppe  de  la  droite  ainâ 
obtenue. 

3*  Les  trois  côtés  d*un  triangle  tournent  autour  de  trois  points  fixes, 
tandis  que  deux  sommets  glissent  sur  deux  droites  fixes,  le  troisième  sommet 
décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

4"  Les  côtés  d*un  polygone  de  n  côtés  tournent  autour  de  n  points  fixes, 
tandis  que  n  —  i  sommets  glissent  sur  n —  4  droites  fixes,  le  n«  sommet 
décrit  une  conique. — Théorèime  corrélatif. 

5^  Deux  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  tandis 
que  le  troisième  côté  reste  tangent  à  une  conique  ;  les  deux  sommets  qui 
sont  aux  extrémités  de  ce  côté  glissent  sur  deux  tangentes  fixes  de  la  co- 
nique ;  le  troisième  sommet  décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

6**  Un  triangle  est  inscrit  dans  une  conique,  deux  côtés  passent  par  deux 
points  fixes  ou  roulent  sur  deux  coniques  doublement  tangentes  à  la  pre- 
mière, l'enveloppe  du  troisième  côté  est  une  conique. — Théorème  cor- 
rélatif. 

70  Un  polygone  de  n  côtés  est  incrit  dans  une  conique;  n  —  4  côtes  rou- 
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lent  sur  des  coniques  doublement  tangentes  k  la  première  ;  Tenveloppe 
du  n*  cèté  est  uoe  conique. — Théorème  corrélatif. 

8^  Ëtant  données  deux  coniques  S  et  ^\  et  deux  tangentes  à  la  conique 
S',  les  six  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  quatre  points  où  ces  tan- 
gentes coupent  la  conique  S,  sont  deux  à  deux  tangentes  à  une  même  co- 
nique passant  par  les  points  d'intersection  des  coniques  S  et  S'. — Théorème 
corrélatif. 

9^  Ëtant  données  trois  coniques  ayant  quatre  points  communs,  un  triangle 
inscrit  dans  Tune  d*elles»  a  deux  de  ses  côtés  tangents  respectivement  aux 
deux  autres,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique. — Théorème  corrélatif. 
K  0^  Ëtant  données  n  coniques  ayant  quatre  points  communs,  un  polygone 
de  n  côtés  inscrit  dans  Tune  d'elles,  an  —  \  de  ses  côtés  tangents  respec- 
tivement aux  autres,  le  n'  côté  enveloppe  une  conique. — Théorème  cor- 
rélatif. 

44"  Un  polygone,  dans  une  de  ses  positions,  est  inscrit  à  une  conique 
et  circonscrit  à  une  autre  conique  ;  si  Ton  fait  mouvoir  les  sommets  sur  la 
première  conique,  de  manière  que  n  —  1  côtés  restent  tangents  à  la  seconde, 
le  n'  côté  restera  constamment  à  cette  seconde  conique. 

Dans  les  théorèmes  8,  9,  40  et  44,  on  peut  remplacer  les  coniques  qui 
ont  quatre  points  communs  par  des  coniques  bomothétiques  ayant  deux 
points  communs,  et  en  particulier  par  des  cercles  ayant  deux  à  deux  le 
même  axe  radical. 

42*  L* enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux  coniques  données  suivant 
quatre  points  en  proportion  harmonique  est  une  conique. 

43*  L^enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  qui  passent  par  trois  points  donnés  et  qui  sont  tangentes  à  une 
droite  donnée  est  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

44*  On  sait  que  les  polaires  d'un  point  p  par  rapport  à  toutes  les  coni- 
ques ayant  quatre  points  communs^  passent  par  un  même  point  q;  si  le  point 
p  décrit  une  droite,  le  point  q  décrit  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

4  5*  Lorsque  deux  côtés  d*un  triangle  inscrit  dans  une  conique  roulent 
sur  deux  courbes  quelconques  données,  le  troisième  côté  enveloppe  une 
troisième  courbe  ;  démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du 
triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  même 
point. — Théorème  corrélatif. 

46*  Étant  donné  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique,  on  prend  les 

points  d'intersection  des  côtés  opposés,  puis  les  points  d* intersection  de 

chacune  des  trois  diagonales  avec  les  deux  côtés  opposés,  les  neuf  points 

ainsi  obtenus  sont  situés  sur  trois  droites  passant  par  un  même  point. 

47*  Étant  donnée  une  conique  S,  on  mène  une  conique  variable  S'  qui 
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coupe  la  première  en  deux  points  fixes  et  qui  touche  deux  droites 
fixes  dont  le  point  de  rencontre  est  situé  sur  la  conique  S;  Tenveloppe  de 
la  droite  qui  passe  par  les  deux  autres  points  d'intersection  des  coniques  S 
et  S'  est  une  conique. — Théorème  corrélatif. 

48^  Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  conique,  si  on  mène  une 
tangente  quelconque  à  la  conique»  on  sait  que  le  rapport  du  produit  des 
distances  de  cette  tangente  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  au 
produit  des  distances  de  cette  même  tangente  à  deux  autres  sommets  op- 
posés est  constant  ;  démontrer  que  ce  rapport  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances des  deux  premiers  sommets  à  Tun  des  foyers  divisé  par  le  produit 
des  distances  des  deux  autres  sommets  au  même  foyer. 


LIVRE   IV 

VBBOME  «ÉMÉRJiIiE  DSS  COURBES. 


CHAPITRE  I. 

ConstraeiioB  des  covriMS  en  coordoaa^es  reetllIsMcs. 


395 — La  conslruclion  d'une  courbe  n'est  autre  chose  que 
la  représentation  graphique  de  la  marche  d'une  fonction 
réelle  d'une  seule  variable,  lorsqu'on  fait  varier  d'une  manière 
continue  cette  variable.  Si  Ton  a  calculé  les  valeurs  de  y  qui 
répondent  à  diverses  valeurs  de  x,  on  connaît  un  certain 
nombre  de  points  de  la  courbe  à  construire.  Mais  ces  points  ne 
peuvent  suffire,  même  pour  un  tracé  grossier  de  la  courbe; 
car  on  peut  les  réunir  de  bien  des  manières  difTérentes;  et, 
d'ailleurs,  il  peut  arriver  qu'entre  deux  ordonnées,  même 
très-rapprochées,  la  courbe  ait  des  branches  infinies.  Il  est 
donc  indispensable  de  connaître  préalablement,  d'une  manière 
générale,  la  marche  de  la  fonction  dont  la  courbe  doit  repré- 
senter les  variations. 

Lorsque  l'équation  est  résolue  par  ra|)port  à  l'une  des  va- 
riables, y  par  exemple,  on  considère  chacune  des  détermina- 
tions de  y  en  particulier,  et  on  examine  entre  quelles  limites 
doit  varier  x  pour  que  y  reste  réelle;  soient  a  et  d  deux  limites. 
Si  la  valeur  de  y  reste  finie  dans  cet  intervalle,  elle  donne  une 
branche  finie  de  courbe;  si  la  valeur  de  y  devient  infinie  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  intermédiaires  6,  c, ...  de  la  variable, 
on  a  diverses  branches  infinies  asymptotes  aux  droites  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  de  x  qui  rendent  y  infinie;  on  subdivise 
alors  l'intervalle  de  a  à  d  en  plusieurs  autres;  un  premier  de 
a  à  5,  etc.,  de  manière  que  dans  chacun  d'eux  l'ordonnée  ne 
devienne  pas  infinie.  On  examinera  ensuite  comment  varie  y 

BR.  19 
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dans  chacun  des  intervalles,  par  exemple,  quand  x  croit  de  a 
à  b.  Quelquefois,  on  aperçoit  immédiatement,  d'après  l'expres- 
sion de  y  y  comment  varie  cette  quantité  ;  mais  le  plus  souvent, 
il  n'en  est  pas  ainsi;  dans  ce  cas,  on  a  recours  à  la  dérivée.  On 
sait,  en  effet,  que  la  variable  x  croissant  à  partir  d'une  certaine 
valeur,  si  la  fonction  reste  unie,  elle  varie  dans  le  même  sens, 
tant  que  la  dérivée  conserve  le  même  signe;  elle  croît,  si  la 
dérivée  est  positive;  elle  décroît  si  la  dérivée  est  négative. 
Soient'  a,  P,  y, . . .  les  valeurs  successives  de  x  comprises  entre 
a  et  6,  pour  lesquelles  la  dérivée  change  de  signe.  La  variable 
œ  croissant  de  a  à  a,  la  dérivée  conserve  le  même  signe,  par 
exemple,  le  signe  +,  la  fonction  croît;  de  a  à  p,  la  dérivée  est 
négative  et  la  fonction  décroît,  etc.  Nous  avons  démontré  que 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  égal  à  la  valeur  de  la  dérivée  en  ce  point. 
Ainsi  le  sens  dans  lequel  varie  l'ordonnée  de  la  courbe  est  in- 
diqué par  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente. 

Lorsque  la  dérivée  change  de  signe,  de  positive  devenant 
négative,  l'ordonnée  cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite; 
elle  passe  donc  par  une  valeur  maximum.  Si,  au  contraire,  la 
dérivée  de  négative  devient  positive,  l'ordonnée  cesse  de  dé- 
croître pour  croître  ensuite;  elle  passe  donc  par  une  valeur 
minimum.  11  faut  remarquer  que  ces  mots  maximum  et  mi- 
nimum ne  doivent  pas  être  pris  avec  leur  sens  absolu;  ils  indi- 
quent seulement  la  comparaison  d'une  valeur  particulière  de 
l'ordonnée  avec  les  ordonnées  voisines. 

En  général,  la  dérivée,  restant  finie  et  continue,  change  de 
signe  eu  passant  par  zéro,  et  par  conséquent,  les  tangentes  aux 
points  dont  les  ordonnées  ont  des  valeurs  maxima  et  minima 
sont  parallèles  à  Taxe  OX.  Il  faut  remarquer  que  toute  valeur 
de  X  qui  annule  la  dérivée  ne  donne  pas  nécessairement  un 
maximum  ou  un  minimum  de  l'ordonnée;  on  devra  examiner 
si  la  dérivée  change  effectivement  de  signe;  mais,  dans  tous  les 
cas,  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  OX. 

Exemple.  La  strophoîde  définie  au  n»  34  a  pour  équation 


==*='' V^ 


—  X 
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Quand  x  Tarie  de  0  à  —  a,  la  valeur  numérique  dé  y  augmente  constam- 
ment de  0  à  l'infini  ;  on  obtient  de  la  sorte  les  deux  branches  infinies  ON, 
ON'  asymptotes  à  la  droite  HH'  (fig.  22).  Quand  x  varie  de  0  à  a,  Tordon- 
née  y  part  de  0  pour  revenir  à  0,  en  conservant  des  valeurs  finies;  elle 
commence  donc  par  croître  pour  décroître  ensuite,  et,  par  conséquent,  elle 
passe  par  un  maximum  ;  mais  on  ne  voit  pas  si  dans  Tintervalle  la  fonction 
n^éprouve  pas  plusieurs  alternatives  de  croissance  et  de  décroissance.  La 
valeur  positive  de  y  a  pour  dérivée 

,     —  X*  —  ax-i-a^ 
y(a-i-a?)(a  — a?) 

Le  numérateur  s'annule  pour  deux  valeurs  de  x,  l'une  positive  ar^,  l'autre 
négative  ce,.  Quand  x  varie  de  0  à  x^,  la  dérivée  est  positive,  la  fonction 
croit;  de  o:^  à  a  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  décroît;  l'ordonnée  est 

maximum  pour  la  valeur  û?j  =  a-^--3 — 9  égale  au  plus  grand  segment 

M 

de  la  ligne  a  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison. 

3  90 — On  détermine  souvent  la  tangente  en  certains  points 
de  la  courbe,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  certaines  valeurs 
particulières  de  la  dérivée,  sans  avoir  recours  à  l'expression 
générale  de  cette  dérivée.  Considérons,  par  exemple,  le  point  0 
de  la  strophoïde;  joignons  ce  point  à  un  point  voisin  M,  ayant 
pour  coordonnées  x  eiy;  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante 

OM  est  égal  au  rapport  -  ;  on  aura  le  coefficient  angulaire  de 

la  tangente  au  point  0,  en  cherchant  la  limite  de  ce  rapport 
lorsqu'on  fait  tendre  x  vers  zéro.  Or,  on  a 


X  V  a+a? 


quand  x  tend  vers  zéro,  ce  rapport  a  pour  limite  ±1.  Les 
deux  branches  qui  passent  au  point  0  ont  pour  tangentes  en  ce 
point  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  obtiendrait  la 

tangente  au  point  A  en  considérant  le  rapport  ■  ^    ;  ce 

rapport  augmentant  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers  a,  la 
tangente  au  point  A  est  parallèle  à  l'axe  OY. 

SU  7 — Exemple  IL  Proposons-nous  d'étudier  les  courbes  représentées 
par  Téquation  y>=:  ÂCD>+Ba;'+Ga;H-D;  on  démontre  que  ces  courbes 
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peuvent  reproduire  par  la  perspective  toutes  les  courbes  du  troisième  de- 
gré. Ou  supposera  le  coefÛcient  A  positif,  sans  quoi  on  changerait  le  sens 
de  Taxe  des  j;.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  :  4*  le  polynôme  du  troi- 
sième degré  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales;  appelons  a,  6,  c  ces 
racines  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante  ;  on  a 

î/*  =  A  (a;  —  a)  (x  —  6)  {x  —  c). 

L'ordonnée  est  imaginaire  quand  x  varie  de  —  oo  à  a;  réelle  quand  x  va- 
rie de  akb;  imaginaire»  quand  x  varie  de  6  k  c;  réelle,  quand  a; xvarie  de 
c  à  -^co .  La  courbe  se  compose  d'une  boucle  fermée  et  d'une  branche 
infinie  (6g.  489).  2o  Lorsque  les  deux  racines  a  et  &  deviennent  égales,  la 
boucle  se  réduit  à  un  point  a  (fig.  490).  3o  Lorsque  les  deux  racines  6  et  r 


a 


Fig.  189.  Fig.  190. 

sont  égales,  la  boucle  se  joint  à  la  branche  infinie  en  b  (fig.  4  94).  4^  Lorsque 
les  irois  racines  a,  b,  c  sont  égales,  la  courbe  présente  un  point  de  rebrous- 
sement  en  a  (fig.  492).  5»  Enfin,  si  le  polynôme  du  troisième  degré  n'a 
qu'une  racine  réelle  a,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  fig.  4  93. 


a 


Fig.  191.  Fig.  192.  Fig.  193. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donné  par  la  formule 
3Aa;*  +  2Bic  +  C  3Aa?*+2Bâ7H-C 


2/'  = 


2VAa?'H-Bic«  +  Ca;  +  D 


2y 


Dans  le  premier  cas,  le  numérateur,  qui  est  la  dérivée  du  polynôme  du 
troisième  degré,  s'annule  pour  une  valeur  a'  comprise  entre  a  et  &  et  pour 
une  valeur  b'  comprise  entre  6  et  c;  à  la  première  correspond  le  maximum 
de  Tordonnée  sur  la  boucle.  Dans' le  troisième  cas,  le  numérateur  s'annule 
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pour  la  racine  double  b;  le  dénominateur  s^annulant  aussi,  la  formule  se 

0 

présente  sous  la  forme  -  et  ne  détermine  plus  les  tangentes  au  point 

double  h;  on  les  obtiendra  en  cberohant  la  limite  V^.  (b  —  o)  du  rapport 
'    ,  qaand  0,  tead  vers  6. 


I—  b 


S2§— Lorsque  réquation  supposée  algébrique  n'est  pas  ré- 
solue, soit  parce  que  cette  résolution  n'est  pas  possible,  soit 
parce  que  Ton  juge  inutile  de  Teffectuer,  on  peut  quelquefois, 
en  s'appuyant  sur  les  théorèmes  concernant  les  racines  des 
équations,  construire  la  courbe. 

On  aperçoit  immédiatement  certaines  propriétés  de  la  courbe 
àTinspection  de  l'équation;  lorsque  Téquation  ne  renferme 
que  des  termes  qui  sont  tous  de  degrés  pairs,  ou  tous  de  degrés 
impairs,  il  est  clair  que,  si  elle  est  vériflée  par  a?  =  a,  y  =  p, 
elle  sera  aussi  vériflée  par  ic=— a,  y= — p;  or,  les  deux 
points  (a,  P),  (—a, — P)  sont  placés  symétriquement  par  rap- 
port à  l'origine;  donc  ce  point  est  centre  de  la  courbe.  Si 
réquation  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  Tune  des 
variables,  y  par  exemple,  les  valeurs  réelles  de  y,  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  Xy  sont  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires;  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  on 
en  conclut  que  les  points  du  lieu  sont  placés  symétriquement 
par  rapport  à  la  droite  OX,  qui  est  un  axe  de  la  courbe. 

Lorsque  réquation  de  la  courbe  ne  change  pas  par  le  change- 
ment de  0?  en  y  et  de  y  en  x,  si  l'équation  est  vérifiée  par  â? = a, 
y = P,  elle  sera  vérifiée  également  par  a;  =  p,  y  =  a  ;  les  deux 
points  correspondants  sont  placés  symétriquement  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX,  qui  est,  dans  ce  cas,  un  axe  de 
la  courbe.  On  voit  de  même  que,  si  l'équation  ne  change  pas 
par  le  changement  de  a?  en  —  y  et  de  y  en  —  a?,  la  bissec- 
trice de  l'angle  YOX^  est  un  axe. 

Soit  f{Xy  y)=o  réquation  de  la  courbe;  on  s^it  que  la  dé- 

f  (x  y) 
rivée  y^  est  donnée  par  la  formule  yf=—'']  '  ^:*  L'expres- 

sion  de  y'  contient  à  la  fois  les  deux  variables  x  et  y,  elle 
donne  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  tout  point 
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dont  on  connaît  les  deux  coordonnées^  excepté  dans  le  cas  où 
les  deux  dériyées  partielles  s'annuleraient  à  la  fois. 

S99 — Exemple  III.  Construire  le  Heu  des  peints  tels  que  le  produit  de 
levn  Stances  à  deux  points  fixes  F,  F'  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  G  de  la  droite  FF',  celte  droite  pour  axe 
des  X,  une  perpendiculaire  pour  axe  des  y;  appelons  2c  la  distance  FF', 
a*  le  yradttit  constant,  l'équation  du  lieu  est 

Cette  équation,  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  chacune  des 
vanabies,  chacun  des  axes  est  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe,  et  Torigine 
est  un  centre.  En  considérant  y*  comme  Tinconnue,  Féquation  (1)  est  du 
ncoad  degré,  le  binôme  B*—  4AG  se  réduit  ici  à  4(4c'x*+a^)»  quantité 
estenliellement  positiTC,  les  racines  sont  donc  toujours  réelles.  Lorsque  le 
deènier  terme  {x*  —  c*)*  —  a*  est  positif,  les  valeurs  de  y*  ont  le  même 
signe,  et  comme  leur  somme  —  2(a;*+c')  est  toujours  négative,  les  deux 
valeurs  de  y*  sont  négatives  et  les  quatre  valeurs  de  y  imaginaires.  Pour 
que  réquation  (4)  ait  des  racines  réelles,  il  faut  donc  que  Ton  ait 
(a?*  —  c*)'  —  a*  <  0,  ou  (x*  —  c*  —  o')  {x*  —  c* + a*)<  0,  et,  par  consé- 
quent, X*  <  a*-f-  c*  et  û5*  >  c*  —  a*.  Alors  une  des  valeurs  de  y*  est  posi- 
tive, Tautre  négative. 

Prenons  G  A  =  OA'  =  ya*-|-c*;  la  courbe  est  comprise  entre  les  paral- 
lèles à  Taxe  des  y  menées  par  les  points  A  et  A'.  La  seconde  condition 
esûge  que  Ton  distingue  plusieurs  cas. 

4*  a<c.  Prenons  GB  =  0B'=  ^c^—a*  et  par  les  points  B  et  B'  me- 
nons des  parallèles  à  OY  (fig.  194),  la  courbe  se  compose  de  deux  parties 

comprises,  Tune  entre 
les  parallèles  menées 
par  les  points  B  et  A, 
Tautre  entre  les  paral- 
lèles menées  par  les 
points  B'  et  A'.  Quand 
on  donne  à  x  Tune  des 
valeurs  OB  ou  OA,  Tune 
des  valeurs  de  y*  est 
nulle^  Tautre  négative; 
X  croissant  de  OB  à 
OA,  la  valeur  de  y*,  qui 
d*abord  est  nulle,  de- 
FiR.  194.  vient  positive  ets^annule 


0 


'v^ 


x 
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de  nouveau  ;  on  obtient  ainsi  une  courbe  fermée  BCÂD.  Les  valeurs  négatives 
de  X  donnent  une  seconde  courbe  B'G'A'D',  égale  à  la  précédente. 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  déterminé  par  la  formule 


(2) 


Aux  points  à  et  B,  V  est  nulle  et  y'  infinie,  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe 
OT.  Le  numérateur  de  y'  devient  nul,  quand  on  a  oc'+y^  =  c*.  Du  point 
0  comme  centre,  avec  OF  pour  rajon,  décrivons  un  cercle  ;  ce  cercle  coupe 
la  courbe  en  quatre  points  G,  D,  G',  D',  donnés  par  les  formules 

,     4c*— a*       ,      a* 
*  4c"         ^      4c* 

Comme  Tare  6C  est  intérieur  au  cercle,  en  Tun  quelconque  des  points  de 
cet  arc,  la  fonction  a;*  4- y*  —  c*  a  une  valeur  négative  et  y'  est  positive. 
Pour  les  points  de  l'arc  CA^  le  facteur  flc'+y*  —  c*  est  positif  et  y'  néga* 
tive.  Ainsi,  de  B  en  G  l'ordonnée  croit, 'et  de  G  en  A  elle  décroit;  Tor- 
donnée  du  point  C  est  maximum. 
^  a  =  c,  La  seconde  condition  est  satisfaite,  quelle  que  soit  x;  x  peut 

varier  de  — cy%  k  cyï.  Quand  ce  varie  de  0  à  cy^,  la  valeur  positive 

de  y'  part  de  zéro  et 

redevient  nulle;  on 

a  une  courbe  fermée 

OCADO   (fig.   195) 

qui  passe  à  Torigine; 

les  valeurs  négatives 

de  X  donnent  une 

X  courbe   symétrique 

de  la  précédente  par 

rapport  à  OY.  Le 

cercle  de  rayon  OF 

coupe  la  courbe  en 

pjg  J95  quatre  points ,  dont 

c 
les  ordonnées  ont  une  valeur  numérique  ^  maximum^  l'abscisse  de  ces 

points  a  pour  valeur  absolue  -^.  Cette  courbe  se  nomme  lemniscate. 


â 


0 


A  Torigine,  la  valeur  de  y'  se  présente  sous  la  forme  ^;  il  est  facile  de 
eoncevoir  qu'il  en  est  ainsi  aux  points  multiples  d'une  courbe  algébrique 
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quelconque.  En  effet,  la  valeur  de  y'  est  donnée  par  la  formule 

^    ^^    /^(^>  y) 

Or,  f(x^  y)  étant  ud  polynôme  enlier  par  rapport  aux  variables  x  et  y,  les 
dérivées  partielles  /^  {x,  y),  f*^  [x,  y)  sont  aussi  des  polynômes  entiers  par 
rapport  aux  mêmes  variables.  Si  ces  polynômes  ne  devenaient  pas  nuls, 
lorsqu^on  y  remplace  x  et  y  par  les  coordonnées  du  point  multiple,  y'  aurait 
en  ce  point  une  valeur  unique,  tandis  qu'elle  doit  avoir  autant  de  valeurs 
différentes  qu^il  y  a  de  branches  qui  passent  au  point  multiple.  Dans  le  cas 
actuel,  Téquation  étant  bicarrée  peut  être  résolue  par  rapport  à  y;  à  chaque 
valeur  de  y  correspond  une  dérivée  qui  a  une  valeur  déterminée,  quand  on 
y  remplace  x  par  zéro.  Cette  valeur  de  la  dérivée  est,  ainsi  que  nousTavons 

remarqué  au  n»  326,  la  limite  du  rapport  -9  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
On  peut  obtenir  plus  simplement  la  limite  de  ce  rapport  sans  résoudre  l'é- 
quation. Posons  —  =  tf  ou  y  =ztx;  en  substituant  dans  Téquation  (1),  il 

X 

vient 

Lorsque  x  est  très-petit,  Tune  des  valeurs  de  t'  est  voisine  de  TuDité, 
l*autre  est  négative  et  très-grande;  en  se  bornant  aux  valeurs  réelles 

de  y,  on  a  lim  -  ==b  1 .  Les  tangentes  au  point  0  sont  les  bissectrices  de& 

angles  des  axes. 

3"  a  >  c.  La  seconde  condition  est  encore  satisfaite  quelle  que  soit  x;  .t 

peut  donc  varier  de  —  Vc*  -H  ar  » 

-l-Vc*4-a*.  Pour  flc  =  0,  la  va- 
leur positive  de  y*  est  a^-^c*. 
Prenons  sur  Taxe  des  y 

la  courbe  passe  par  les  deux  points 
B  et  B'  (fig.  496).  Si  Ton  fait  va- 
rier a?  de  0  à  Vc'-h  «*>  !/'  P*''^  ^* 
p..    19g  a»  —  c«  et  devient  nul  ;  le  lieu  est 

une  courbe  fermée  qui  a  pour  sommets  les  points  A,  A',  B,  B'.  Pour  que 
le  cercle  coupe  la  courbe ,  il  faut  que  Ton  ait  o  >  c  V2.  Lorsque  celte 
condition  est  satisfaite,  l'ordonnée  croît  de  B  en  C  et  diminue  de  C  en 


D^^C -'  » 
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i  ;  Tordonnée  da  point  B  est  minimum ,  celle  du  point  G  maximum. 

Y  Si,  au  contraire,  on  a  a>cV2» 

le  cercle  est  intérieur  à  la  courbe, 
dont  Tordonnée  diminue  de  B  en 
A  ;  Fordonnée  du  point  B  est  ma- 
ximum. Dans  ce  cas  on  donne  à 
I  la  courbe  le  nom  d^ovcUe  de  Cas- 
8ini,  La  figure  1 97  suppose  que 

a  est  égal  à  c^- 
S80— Exemple  IV.    Con- 
Fig.  197.  struire  la  courbe 

(i)    2y*  —  5a?y*4-ic*=o. 

Cette  équation,  étant  du  cinquième  degré  par  rapport  à  chacune  des  va- 
lîables,  ne  peut  être  résolue  par  rapport  à  aucune  déciles,  elle  ne  renferme 
qoe  des  termes  de  degrés  impairs  ;  donc  Torigine  est  centre  de  la  courbe. 
Examinons  combien  Téquation,  dans  laquelle  on  considère  y  comme  Tin- 
eonnue,  a  de  racines  réelles  pour  les  diverses  valeurs  attribuées  à  x. 

Supposons  d'abord  œ  positive,  Téquation  (4)  aura  au  plus  deux  racines 
réelles  positives,  puisque  son  premier  membre  n*a  que  deux  variations.  La 
dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  y  est  40y  (y'  —  x).  Cette  déri- 
vée est  négative  depuis  y  =  0  jusqu'à  y  =  y  x,  positive  depuis  cette  valeur 
jusqu'à  rinfini.  Le  premier  membre  qui  est  positif  pour  y  =  0,  décroît, 

lorsque  y  varie  de  0  à  y  x,  et  crott  ensuite  indéfiniment.  L'équation  a  donc 

denx  racines  positives^  ou  elle  n'en  a  pas,  suivant  que  la  valeur  y  =  y  a; 
rend  le  premier  membre  négatif  ou  positif;  c'est-à-dire  suivant  que  Ton  a 
^10^27,  ou  x**>  27.  Si  l'on  change  y  en  — y,  le  premier  membre  pré- 
sente une  variation  et  une  seule  ;  donc  l'équation  a  une  racine  négative 
et  une  seule. 
Pour  x  =  0,  les  cinq  racines  de  l'équation  (4)  sont  nulles;  x  croissant 

deOà  y  27,  l'équation  a  deux  racines  positives  et  une  racine  négative; 

lorsque  x  atteint  la  valeur  y  27^  les 
deux  racines  positives  deviennent  égales, 
puisqu'elles  annulent  la  dérivée.  Quand  x 

10/ — 

dépasse  y  27,  Téquation  n'a  plus  qu'une 
racine  réelle  qui  est  négative.  Les  deux 
racines  positives  donnent  une  boucle 
OâBO  (fig.  498),  comprise  dans  l'angle 
TOX,  et  la  racine  négative  une  branche  infinie  OC  placée  dans  Tangle 
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Y'OX.  Àiix  valeurs  ségatives  de  x  carrespondent  une  boucle  OA'B'O  et 
une  branche  infinie  OG^  symétriques  des  précédentes  par  rapport  au  centre. 

La  valeur  maximum  de  l'abscisse  pour  la  boucle  OABO  est  y  27,  elle 
correspond  à  un  point  A  pour  lequel  la  tangente  est  parallèle  à  OY,  puisque 
les  coordonnées  de  ce  point  annulent  f  [x^  y).  En  considérant  y  comme 
variable  arbitraire,  on  trouve  que  le  maximum  de  y  pour  la  même  boucle 

est  y  4  ;  ce  maximum  donne  un  point  B,  pour  lequel  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  OX. 

La  méthode  précédente  de  discussion  est  applicable  toutes  les  fois  que 
Téquation  ne  contient  que  trois  termes;  car  on  sait  toujours  déterminer  le 
nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  trinôme  à  une  seule  inconnue. 

BMPLOI  d'une  YARIABLB  AUXILIAIRE. 

33 1 — Lorsqu'il  est  impossible  de  résoudre  l'équation  par 
rapport  à  Tune  des  Tariables  x  ou  y,  on  peut  dans  certains  cas 
exprimer  les  deux  coordonnées  à  Taide  d'une  variable  auxi- 
liaire t;  eïy  en  suivant  les  variations  simultanées  de  x  et  y, 
lorsque  t  varie  entre  les  limites  qui  rendent  ces  quantités 
réelles,  tracer  la  courbe. 

Si  l'on  considère  y  comme  une  fonction  de  a?,  et  x  comme 
une  fonction  de  t,  on  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y  par  rapport 
à  t,  d'après  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions  *, 

on  en  déduit  la  formule 

qui  donne  le  coefQcient  angulaire  de  la  tangente  au  point  qui 
correspond  à  une  valeur  quelconque  de  U  Les  valeurs  de  t  qui 
annulent  Dt^  donnent  les  points  pour  lesquels  la  tangente  t^i 
parallèle  à  OX,  et  les  valeurs  qui  annulent  DfO?  les  points  pour 
lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  OY. 

^  Pour  désigner  la  dérivée  d'une  fonction,  on  emploie  fréquemment  la  lettre  D, 
initiale  du  mot  dérivée,  et  on  indique  la  variable  par  rapport  à  laquelle  on  prend 
la  dérivée  en  écrivant  cette  variable  comme  un  indice  au-dessous  de  la  lettre  D  et 
un  peu  à  droite.  Ainsi  D^o;,  et  Dty  Indiquent  les  dérivées  des  fonctions  «  et  y 
par  rapport  à  la  variable  t,  D^y  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x. 
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ExEHPLB  V.  Construire  la  couthe  y*  —  y'ac-f-ac* —  îx'y  =  0. 

Si  1  on  pose  y  =  te,  on  a  ap  =  ;p- jr»  y  =  to  = jr»  et  Ton 

construit  la  courbe  en  faisant  varier  (de  —  w  k  +  os .  Pour  guivre  les 
Tarlations  de  «  et  de  y,  prenons  les  dérivées 


D.ar  = 


6t»_8<  +  3 


4t'-5f4-2 


Les  numéralenrs  ne  s*anQulant  pour  aucune  valeur  réelle  de  t  ne  changent 

pas  de  signe.  Les  valeurs  de  x  et  de  y 

I 

deviennent  nulles  pour  (=  ^9  infinies 

B    pour  1  =  0,  ou  1=1.  Si  Ton  fait  va- 
rier t  de  —  00  à  0,  X  est  négatif  et 
^  décroît  de  0  à  —  00  ,  y  est  positif  et 
crott  de  0  à  Tinfini  ;  on  obtient  ainsi  la 

branche  infinie  OA  (fig.  1 99) .  La  va- 

4 
riable  t  allant  de  0  à  ^9  x  et  y  devien- 

Fig.  199.  nent  positifs  et  décroissent  de  «0  à  0, 

4 

ce  qui  donne  la  branche  infinie  OB.  La  variable  i  allant  de  ^  à  1 ,  a;  et  y 

sont  négatifs  et  décroissent  de  0  à  —  00^  on  a  la  branche  infinie  OC.  Le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  0  à  la  branche  BOG  est  ^.  Enfin,  si 

t  varie  de  4  à  oo ,  a;  et  y  deviennent  positifs  et  décroissent  de  00  à  0,  on 
obtient  la  branche  infinie  OD. 

Lorsque  Téquation  entre  x  et  y  ne  renferme  que  deux  groupes  de  termes, 
Tan  du  degré  m,  Tautre  du  degré  m  —  4 ,  si  Ton  prend  comme  nous  venons 

de  le  faire,  pour  variable  auxiliaire  le  rapport  -  =  t,  les  cordonnées  x  et 

y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cette  variable.  Lorsque  Téquation  con- 
tient trois  groupes  de  termes^  le  premier  du  degré  m,  le  second  du  degré 
m  —  4  ^  le  troisième  du  degré  m  —  2,  en  conservant  la  même  variable 
auxiliaire^  les  coordonnées  s'obtiennent  par  la  résolution  d'une  équation 
du  second  degré,  et  on  peut  encore  suivre  leurs  variations  simultanées. 

Exemple  VI .  Construire  de  la  courbe  x^y^  —  xy  —  a;  —  2  =  0. 
Si  Ton  pose  acy  =  t,  on  a  x  =  .737^»  y  =  rZS' 

Examinons  comment  varient  x  et  y,  lorsqu'on  fait  varier  la  variable 
auxiliaire  t  de  —  ao  à  4-  00 .  Pour  cela  prenons  les  dérivées  des  deux  fonc- 
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_             3<*-|-8t»+i      _         4(«+io«*— 2 
ï),x  = ni — rci — '     D.y  =  - 


(t'-i)' 


(<  +  2)» 


La  valeur  de  DtX  s'annule  pour  deux  valeurs  a  et  &  de  t  comprises,  la 

g 
première  entre  —  ^  et  —  2,  la  seconde  entre  —  1  et  0.  La  valeur  D^y 

5 
s'annule  pour  trois  valeurs  c,  d,  e  de  t,  comprises,  la  première  entre  —  ^ 

et  — 2,  la  seconde  entre  —  2  et  0  et  la  troisième  entre  0  et  1 .  On  recon- 
naît facilement,  en  outre,  que  Ton  a  a<^ef  d  <  &. 
Cela  posé,  considérons  la  suite  des  quantités 

—  00,  a,  c,  — 2,  — I,  d,  b,  Cy  +1,  <x> , 

rangées  par  ordre  de  grandeur.  Si  l'on  fait  varier  {de  —  co  ha,  x  est  né- 
gatif, part  de  0  et  décroît;  y  est  positif,  part  de  Finfini  et  décroît  égale- 
ment; on  a  la  branche  Â6  asymptote  à  Taxe  OY  (fig.  200).  La  variable  t 

allant  de  a  à  c,  x  est  négatif  et 
croissant,  y  positif  et  décroissant; 
branche  BG.  La  variable  t  allant 
de  c  à  —  2,0?  est  négatif  et  croît 
jusqu'à  0;v  positif  et  croît  jusqu'à 
Fintini  ;  branche  CI.  La  variable  t 
allant  de  —  2  à  —  4 ,  a;  croît  de  0 
à  00 ,  y  croît  de  — -  oo  à  0;  double 
branche  infinie  DE,  asymptote  à 
OY'  et  à  OX.  La  variable  t  allant 
de  —  4  à  d,  x  part  de  —  oo  et 
croît,  y  part  de  0  et  croît;  bran- 
che infinie  FG,  asymptote  à  O'X'.  La  variable  (  allant  de  d  à  &,  a;  continue 
à  croître,  et  y  décroît  en  restant  positif;  branche  GH.  La  variable  l  allant 
de  6  à  e,  07  et  V  décroissent;  branche  BR,  qui  coupent  OX'  en  un  point 
dont  l'abscisse  —  2  correspond  à  t  =  0.  La  variable  t  allant  de  e  à  -h  4 ,  a; 
décroît,  y  augmente;  branche  infinie  RL,  asymptote  à  OX'.  Enfin,  t  variant 
de  +  4  à  +  00 ,  a;  décroît  de  oo  à  0^  et  y  croît  de  0  à  oo  ;  double  branche 
infinie  MN,  asymptote  à  OX  et  OY. 

Les  tangentes  aux  points  C,  G,  R|  qui  correspondent  aux  valeurs  c,  d,  e 
de  t  qui  annulent  Dt  y,  sont  parallèles  à  OX  ;  les  tangentes  aux  points  B  et  H 
sont  parallèles  à  l'axe  OY. 


CHAPITRE  II. 

CoBYexIté  et   coneavlté* 


*' — Soit  AB  un  arc  de  courbe  correspondant  à  une  déter- 
mination de  y,  et  aux  yaleurs  de  x  comprises  entre  a  et  6; 
nous  supposons  que  dans  cet  intervalle  la  dérivée  seconde  y" 
conserve  le  même  signe,  par  exemple,  reste  positive.  Menons 
la  tangente  RS  en  un  point  quelconque  M  de  cet  arc,  ayant 
pour  abscisse  x^;  désignons  par  y^  la  valeur  de  la  dérivée  en 
ce  point,  ouïe  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  et  par  Y 
rordonnée  d'un  point  quelconque  de  cette  droite  ;  la  diffé- 
rence y  —  Y  s'annule  pour  x  =  x^,  et  il  en  est  de  même  de  sa 
dérivée  y^  —  V  ou  y'  — j/i  (Bg-  201).  L'abscisse  x  croissant  de 

a  en  b,  et  la  dérivée  y"  de  la  différence 
y'— Vu  étant  positive,  la  fonction  y'—y'^ 
va  en  croissant;  comme  elle  s'annule 
pour  X  =  x^y  elle  est  négative  de  a  à  x^y 
et  positive  de  x^  à  6.  Considérons  main- 
tenant la  fonction  y — Y,  qui  admet  pour 
dérivée  yf  —  yl\  quand  x  varie  de  a  à 
Fig.  201.  x^^  la  dérivée  étant  négative,  la  fonction 

décroit  ;  comme  elle  s'annule  pour  x  =  x^y  elle  était  positive 
auparavant;  x  variant  de  x^  à  6,  la  dérivée  est  positive  et  la 
fonction  croît;  comme  elle  s'annule  pour  x=Xf^,  elle  est  aussi 
positive  de  0?^  à  b.  Il  en  résulte  que  la  différence  y  —  Y  reste 
positive  dans  l'intervalle  de  a  à  6.  On  conclut  de  là  que  l'arc 
de  courbe  ÂB  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  chacune 
de  ses  tangentes;  c'est  un  arc  convexe.  Il  en  serait  de  même 
si  la  dérivée  seconde  restait  négative;  mais  la  différence  y — Y 
étant  négative,  l'arc  serait  situé  tout  entier  de  l'autre  côté  de 
la  tangente.  Il  est  facile  de  distinguer  ces  deux  côtés;  par  le 
point  M  menons  une  parallèle  MY^  à  Taxe  OY,  et  dans  la  direc- 
tion des  y  positifs;  dans  le  premier  cas,  l'arc  est  situé  du  même 
côté  de  la  tangente  que  la  demi-droite  MY^;  dans  le  second 
cas,  il  est  de  l'autre  côté.  Dans  le  premier  cas,  on  dit  que  l'arc 
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ÂB  tourne  sa  concavité  dans  la  direction  MY^;  dans  le  second 
cas,  dans  la  direction  opposée. 

On  sait  que  le  signe  de  y^'  indique  le  sens  de  la  Tariation  de 
y'  quand  x  croît.  Si  donc  on  imagine  que  le  point  M  parcoure 
Tare  AB,  le  coefficient  angulaire  ira  en  croissant,  si  y^  est  posi- 
tive, et,  au  contraire,  en  décroissant,  si  y"  est  négative. 

333— ^On  appelle  points  d'inflexion  les  points  où  la  conca- 
vité change  de  sens,  c'est-à-dire  les  points  où  la  dérivée  se- 
conde change  de  signe.  En  général,  la  quantité  y",  étant  finie 
et  continue,  change  de  signe  en  passant  par  zéro.  Supposons 
que  y"  change  de  signe  pour  a?  =  x^  en  passant  par  zéro,  on 
verra  facilement  que  la  dérivée  première  y^ —  j/J  ne  change  pas 
de  signe,  mais  que  la  fonction  y  —  Y  change  de  signe;  de  sorte 

qu'en  ce  point  la  courbe  passe  d'un 
côté  à  l'autre  de  la  tangente. 

Si  par  le  point  d'inflexion  M  (fig.  202) 
on  mène  une  sécante  voisine  de  la 
tangente  MT,  cette  sécante  coupera  la 
courbe  en  deux  points  M' et  M^'  voisins 
de  M;  la  tangente  MT  est  la  limite 
d^une  sécante  passant  par  trois  points 
voisins  M",  M,  M^  quand  les  deux  points  M"  et  M' tendent  vers 
le  point  M. 

334 — Exemple  I.  Sinussoïde.  Construire  la  courbe  y  =  sînx.  Quand 
œ  croît  de  0  à  Tc,  Tordonnée  est  positive;  elle  part  de  0  pour  revenir  à  0, 
ce  qui  donne  Tare  OAG  (fig.  303)  symétrique  par  rapport  à  Tordonnée  qui 


Fig.  202. 


Fig.  S03. 


correspond  à  a;  =  â*  Quand  x  croit  de  ic  à  Sir,  y  devient  négatif,  et  Ton 
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obtient  Tare  CBC  égal  au  premier.  De  SIn  à  4tc,  Fordonnée  reprend  les 
mêmes  valeurs  que  de  0  à  2^,  de  même  de  in  à  Ctt,  ete:  Ainsi  la  courbe 
se  compose  d*uae  infinité  d*ondulations  égaies. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  y'  =  cosa?;  à  Torigine,  y'  =  4, 
la  tangente  est  la  bissectrice  de  Tangle  YOX.  Au  point  C,  y'= — ,4,  la 

tangente  est  parallèle  à  Taulre  bissectrice.  Pour  a?  =  ^-y  la  dérivée  s'an- 
nule et  de  positive  devient  négative;  Tordonnée  du  point  A  est  maximum. 

TU 

Pour  07  =  3  -f  la  dérivée  B*annule  également,  de  négative  devenant  posi- 

tlve  ;  Tordonnée  du  point  6  est  minimum. 

Quand  x  varie  de  0  à  te,  la  dérivée  seconde  y"= —  sinx  est  négative  et 
la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  négatifs;  de  tc  à  âic,  la  dérivée  se- 
conde est  positive  et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs;  le 
point  G  est  un  point  dMnflexion. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  courbe  a  une  infinité  de  centres,  situés  à 
égale  distance  les  uns  des  antres  sur  Taxe  X'X,  les  points  0,  G,  0',... 
dont  les  abscisses  sont  les  multiples  de  n.  Chacun  d'eux  est  un  point  d'in- 
flexion. 

S85  —  Exemple  II.     Construire  la  courbe   (y  —  a;')*  —  op*' =  0,  ou 

Les  valeurs  de  y  ne  sont  réelles  que  lorsque  x  est  positif.  Prenons  d'abord 

le  signe  +  devant  le  radical;  la  fonction  y  =^  x^-{-x'^  augmente  de  0  à  Tio- 

5    J 
fini,  quand  x  varie  de  0  à  oo  .  La  dérivée  i/'  =  2a?H-  -a?*  part  de  zéro  et 

augmente  aussi  constamment,  on  a  donc  une  branche  infinie  OD  tangente 
en  0  à  Taxe  OX  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  y  positifs  (fîg.  204). 

Prenons  maintenant  le  signe  —  devant  le  ra- 
dical ;  la  valeur  de  y  est  positive  de  0  à  4 ,  et 
négative  au  delà.  Portons  sur  OX  une  lon- 
!^i  gueur  OA  égale  à  Tunité,  la  courbe  passe  en 

.  .,  5    1 

û f T\T  A.  La  dérivée  y'  =  2»  —  ^  a?«,  nulle  au  point 

Fîg.  î04.  0,  est  positive  tant  que  x  reste  moindre  que 

^9  et  négative  quand  x  dépasse  ce  nombre;  l'ordonnée  MP,  qui  corres- 

à  c 

pond  à  ^  est  maximum,  et  la  tangente  en  M  est  parallèle  à  OX.  La  déri- 

IK     4  64 

vée  seconde  2  —  -r-  ac^  reste  positive  depuis  0  jusqu'à  ^ ,  elle  est  né- 

64 
gative  au  delà  ;  le  point  N,  qui  correspond  à  l'abscisse  ^  est  un  point 
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d*iaflexioD;  de  0  en  N,  la  concavité  est  tournée  vers  y  positifs;  au  delà,  elle 
est  tournée  vers  les  y  négatifs. 

Deux  branches  de  la  courbe  sont  tangentes  au  point  0  à  la  droite  OX, 
sans  être  la  continuation  Tune  de  Tautre  ;  les  points  qui  offrent  cette  parti- 
cularité se  nomment  points  de  rebroussemerU,  Dans  celte  courbe,  les  deux 
branches  sont  du  même  côté  de  la  tangente.  En  considérant  la  courbe 
(y  —  x^y  —  JT*  =  0,  on  aurait  Jeux  branches  situées  de  part  et  d'autre  de 
la  tangente;  la  cissoîde  présente  à  son  sommet  A  (fig.  20)  un  rebrousse- 
ment  de  cette  sorte. 

886 — Exemple  III.  Soit  la  courbe  y  =  x-  (  «*  +  ^~"  )  •  ^^^  suppose  que 

a  désigne  une  ligne  donnée  ;  alors  Téquation  est  homogène  et  définit  une 
courbe,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  chainette,  parce  que  c'est  la  courbe 
que  forme  un  fil  flexible  pesant,  dont  les  extrémités  sont  attachées  à  deux 
points  fixes.  / 

L'équation  donne  des  valeurs  de  y  égales  pour  deux  valeurs  de  x  égaies 
et  de  signes  contraires,  la  droite  OY  est  un  axe  de  la  courbe.  Quand  x 

*  jf 

varie  de  0  à  oo ,  le  terme  6«  augmente,  mais  le  terme  e~«  diminue;  pour 

savoir  comment  varie  y,  prenons  la  dérivée.  Ou  a 


=i(-«-) 


Celle  dérivée  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x;  donc 

quand  x  croît  de  0  à  oo  ,  la  valeur  de  y  aug- 
mente constamment  de  a  à  oo  ,  ce  qui  donne 
une  branche  infinie  BG  {fig.  205)  ;  on  obtient 
la  branche  BC  symétrique  par  rapport  à  OY 
en  donnant  à  x  des  valeurs  négatives. 

La  dérivée  seconde  restant  positive  quand 
x  varie  de  —  oo  à  H-oo ,  la  courbe  tourne  sa 
Fig.  205.  concavité  vers  les  y  positifs. 

38T— Exemple  IV.  Construire  la  courbe  y  =  ê*.  Donnons  à  x  une 
valeur  positive  très-pelite,  y  est  positif  et  très-grand  ;  x  croissant  de  0  à 
-f-  00 ,  y  décroît  constamment  de  oo  à  1  j  ce  qui  donne  une  branche  AC 
(fig.  206),  asymptote  d'une  part  à  OY,  d'autre  part  à  la  droite  G'G  menée 
parallèlement  à  OX  et  à  une  distance  de  celte  droite  égale  à  l'unité.  Quand 
on  donne  à  x  une  valeur  négative  très-petite  numériquement,  y  est  posi- 
tif et  très-petit;  x  variant  de  0  à  -  oo ,  y  croît  constamment  de  0  à  4  ; 
on  a  ainsi  une  branche  OD  panant  de  l'origine  et  asymptote  à  la  droite  GG'. 
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Cette  courbe  présente  une  particularité  que  nous  n^avons  pas  encore  ren- 
contrée ;  la  brancbe  DO  s*arréte  brus- 
quement au  point  0;  on  donne  aux 
points  de  cette  espèce  le  nom  de  points 
d'arrêt. 
G  Pour  avoir  le  sens  de  la  concavité, 
"g   prenons  d'abord  la  dérivée  première; 

^  4     - 

X    on  a  y'  = 1  e*.  Lorsque  x  varie  de 

Fig.  306.  0  à  00  ,  les  deux  facteurs  -=  et  e'  di- 

X 

minuent  ;  à  cause  du  signe  — ,  y'  augmente;  la  concavité  de  la  branche  AC 

4 

est  tournée  vers  les  y  positifs  ;  x  variant  de  —  oo  à  0,  le  facteur  -^  aog- 

mente,  le  facteur  e*  diminue;  on  ne  voit  pas  immédiatement  comment  va- 
rie  vV  la  dérivée  seconde  va  nous  rapprendre.  On  a  y"  =  — -^^  e'. 

Quand  x  varie  de  —  oo  à  —  ^»  la  dérivée  seconde  est  négative  ;  prenons 

4 

OP  égal  à  â  ®^  ^^^  ^  ^®  po^^^  correspondant  de  la  courbe  ;  Tare  DM  a  sa 

4 
concavité  dirigée  vers  les  y  négatifs;  x  croissant  de  —  -  à  0,  y^  est  posi- 
tive, Parc  MO  est  concave  vers  les  y  positifs  et  le  point  M  est  un  point  d'in- 
flexion. 


-Considérons  le  cas  où  Téquation  de  la  courbe 

(0  f{^7y)=o 

n'est  résolue  par  rapport  à  aucune  des  variables  x  et  y;  la  dé- 
rivée j/  est  donnée  par  Péquation 

(2)    fs{x,y)  +  f'y(x,y)t/  =  o. 

Puisque  y  et  ^  sont  deux  fonctions  de  x;  le  premier  membre 
de  réquation  (2)  est  une  fonction  composée  de  la  variable  indé- 
pendante de  x;  cette  fonction  a  pour  dérivée 

comme  elle  est  constamment  nulle,  sa  dérivée  est  aussi  nulle^ 
et  Ton  a  Féquation 

(3)  fi,'^^f:^i^+f;.r+r/=o, 

BR.  20 
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qoi  donne  la  valem*  de  y.  Si  l'on  remplace,  dans  cette  équation, 
yf  par  sai valeur  tirée  de  l'équation  (2),  il  vient 

^= w 

C'est  à  Faide  de  cette  formule  que  l'on  détermine  le  sens  delà 
concai^ité^  ainsi  que  les  points  d'inflexion. 

389— Appliquons  cette  formule  à  la  courbe  définie  n*  329.  L' équation 
de  cette  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(I)    f{x,y)  =  ^  [(aï* + y» + O»  —  4(î*a;« — a*]  =  o. 

On  en  déduit 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  d^SF  la  formule  précédente,  on  obtient,  après 
avoir  réduit  en  tenant  compte  de  Téquation  (1), 

Pour  chaque  portion  de  la  courbe  comprise  dans  Tun  des  angles  des  axes 
des  coordonnées,  le  dénominateur  conserve  le  même  sîgneyi  lai  voleur  de  y' 
ne  peut  donc  changer  de  signe  que  lorsque  le  numérateur  passe  par  zéro. 
Les  coordonnées  des  points  d'inflexion  doivent  donc  vérifier,  à  la<  foi&ré- 
quation  (1)  et  Téquation 

on  en  déduit 


(3)    y«-4-a!«=y/2Î^. 


Dans  la  premier  eaa,  lotsqim  a. est  plus  petit  que  c;. le»  «sieurs  de  x  et 
de  y  donnéeft  par  les  équatioii&  (4).cA  (3)  éunt  imagioaÎMs,,  lu  umiéràteiir 
de  y'^  a  le  même  signe  pour  tous  les  poinu.d«,ra[r6i^;,oikvéiifi6aisémeii 
qu'il  est  négatif  près  des  points  B  et  A,  la  concavité  de  cet  arc  est  dirigée 
vers  les  y  négatifs.  Dana  le  second  tas,  a^  =  e,  le  Buméraleur  devient  nul 
au  point  0  seulement;  il  est  positif  de  0  en  A»  et  la  concavilé.  de  Tare  ÛAeit 
dirigée  vers  les  y  négatifs.  L'arc  A'D'OGA  présente  au.  poinL  0  un  point 
d'inflexion.  Dans  le  troisième  cas,  on  a  a  >  c;  pour  que  les  valeurs  de  a;  et 
de  y  soient  réelles,  on  doit  avoir  eo  même,  temps  flP<c^.  Lorsque  a  est 
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plus  grand  que  c  V^,  le  numérateur  est  négatif  en  tous  les  points  de  Tare 
6A,  et  lu  concavité' tournée  vers  les  y  négatifs;  si  a  est  plus  petit  que  c}fî, 
le  numérateur  s'annule  pour  un  eeHaini  point  6  situé  entre  B  et  C  ;  de  B 
en  G,  il  a  le  même  signe  qu*au<  point  B;  il  est  positif  et  la  coacaviié  esl 
tournée  vers  les.  y  positifs;  de  G  en  A  le  nunéraieur  a  le  môme  signe  qu*a«i 
point  A;  il  est  négatif,  et  la  concavité  dirigée  du.  oôté  dea  y  négatifs.  Le 
point  G  est  un  point  d'inflexion» 

REMABQUES  SUR  LES  COURBES  ALGÉBRIQUES. 

S4IO — Soit^(x^  y)  ==o  une  éqAJatioa  algébrique  et  entière 
«lu  degré  neny;k  chaque  Yaleuc  de  x  correspondent  n  yaleurs 
i\ii  y  qui,  en  général^  sont  différentes  les  unes  des  autres;  on 
démontre  qu0^ quand* â?  varie  dfuoe  manière  continue,  chacune 
de  ces  valeurs  vacie  aussi  d'une  naanière  continue  ;  nous  ad- 
metiroB&cethéoitèmfi  comma  nou3  l'ayons  fait  jusqu'à  présent. 
Lorsque  Té^uaiioa  est  irréductible,  elle  n'admet  de  racines 
multipksqii€^ppiiruii.nombre  limité  de  valeurs  deo?;  parmi  ces 
valeurs  de  x,  cooaidéroas  seulemienl  celles  qui  sont  réelles  et 
supposoQS-^les^itangées  par  ordre  de  grandeur.  Soient  a  et  &  deux 
valeurs  coosée^utives^q^uand  x  variera  de  a  à  6,  le  nombre  des 
valeurs  réelks de  j^  restera  le  même;  car  si  une  rajcine  im,a- 
ginaire  devenait,  réelle^  la  racine  conjuguée  deviendrait  aussi 
réelle,  et,  au  moment  de  la  transition,  les  deux  racines  seraient 
égales;  ou  obtient  ainsi,  dans  Tintervalie considéré,  un  certain 
nombre  de  branches  réelles  distinctes  et  n'ayant  aucun  point 
comokun»  Quand  x  passe  par  la  valeur  a,  il  peut  arriver  qu'une 
couple  de  racines,  de  réelles  deviennent  imaginaires  ou  inver- 
seoaeat;  au  point  qui  correspond  à  la  valeur  a  et  à  la  racine 
double  réelle^  conunencent  ou  finissent  dans  ce  cas  deux  bran- 
ches de  courbes. 

Pamû  les  valeurs  réelles  dey^qui  correspondent  à  une  même 
valeuir  x^  da  x,  considérons-en:  une  y^  qjui  soit  racine  simple  ;, 
si  l'on  fait  varier  a:  de  x^  —  h  à  a?^-t-  h^  h  étant  suffisamment 
petit,  cette  valeur  de  y  restera  réelle  sans  devenir  égale  à  une 
autre,  et  donnera  naissance  à  une  branche  réelle. 

Considérons  mainteiimit  une  vdieuv  xssb  h  lliquelie  coff-* 
respoflide  «ne.  vaknr  multiple  y^  d'ordre  p;  marqjHons  le  point 
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H  dont  les  coordonnées  sont  x  =  b,y  =  y^;  parmi  les  p  valeurs 
de  y  qui  deviennent  égales  à  y^  pour  a?  =  5,  il  y  en  a  un  certain 
nombre  qui  restent  réelles^  quand  x  varie  de  a  et  b,  et  un 
certain  nombre  qui  restent  imaginaires;  le  nombre  de  ces 
dernières  étant  pair^  le  nombre  des  racines  réelles  est  p  —  2q^ 
[q  pouvant  être  nul).  De  même,  quand  x  varie  de  6  h  c,  le 
nombre  des  valeurs  réelles  de  y  qui  partent  de  la  valeur  yi 
pour  x  =  b  est  p  —  2q^;  de  sorte  que  le  nombre  total  des 
branches  de  courbe  qui  partent  du  point  M  dans  un  sens  ou 
dans  Tautre  est  le  nombre  pair  2p  —  2q  —  aq^. 

341 — Déterminons  actuellement  les  tangentes  au  point  H; 
transportons  en  ce  point  l'origine  des  coordonnées^  et  posons 
ensuite  y  =  tx;  nous  aurons  une  équation  (f(Xft)  =  o,  qui 
donnera  les  coefficients  angulaires  des  sécantes  menées  du 
point  M  atix  points  où  la  courbe  est  coupée  par  une  parallèle  à 
Taxe  des  y.  Supposons  que  Ton  construise  une  seconde  courbe 
dont  Tor donnée  soit  t;  appelons  t^  Tune  dés  valeurs  réelles  de 
t  pour  a;  =  G,  et  soit  N  le  point  correspondant  de  la  seconde 
courbe;  à  toute  branche  réelle  de  la  seconde  courbe  passant 
par  le  point  N  correspond  une  branche  réelle  de  la  pre- 
mière courbe  passant  par  le  point  M  et  tangente  à  la  droite 
y  =  tiX.  Puisque  le  nombre  des  branches  de  la  seconde  courbe 
qui  partent  du  point  N  est  pair^  on  en  conclut  que  le  nombre 
des  branches  de  la  première  courbe  qui  partent  du  point  M  et 
qui  sont  tangentes  à  la  même  droite  y=t^x  est  aussi  pair. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une  courbe  algébrique  ne 
peut  pas  présenter  de  point  d'arrêt  (n'  337).  Elle  ne  peut  pas 
présenter  non  plus  de  point  saillant  ou  anguleux;  on  nomme 
point  anguleux  un  point  d'où  partent  deux  branches  tangentes 
à  deux  droites  différentes. 

34!9 — Lorsqu'on  transporte  Porigine  des  coordonnées  en 
un  point  M  d'une  courbe  algébrique^  l'équation  prend  la  forme 

(i)    (Aaî  +  By)  +  (Caî»-+-Da;y-hEy»)+...=o, 
OU;  en  coordonnées  polaires^ 

(2)(Acosw+B8in(û)p+(Ccos*<i)-hI)sina)COS<t>+Esin»a>)p*-h...===o, 
Supposons  d'abord  que  Fun  au  moins  des  deux  coefficients  A 
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et  B  soit  différent  de  zéro;  si  par  le  point  H  on  mène  une  sé- 
cante quelconque^  l'équation  (2)  donnera  les  points  où  cette 
sécante  rencontre  la  courbe;  une  seule  valeur  de  p  étant  nuUe^ 
quelle  que  soit  6>^  on  dit  que  le  point  M  est  un  point  simple. 
Pour  la  valeur  de  cd  donnée  par  Téquation  A  cos  <o  -h  B  sin  w = o, 
une  seconde  racine  est  nuUe^  et  la  sécante  devient  tangente. 

Lorsque  les  deux  coefficients  A  et  B  sont  nuls^  sans  que  les 
trois  suivants  le  soient^  deux  valeurs  de  p  sont  nulles,  et  Ton 
dit  que  le  point  M  est  un  point  double.  Il  7  a  plusieurs  sortes 
de  points  doubles  :  1°  Si  les  deux  valeurs  de  tango)  déduites  de 
Féquation  C  cos'w  +  D  sin co  coso)  +  E  sin*a)  =  o  sont  réelles  et 
inégales»  on  a  deux  branches  qui  se  croisent  au  point  double 
et  qui  sont  tangentes  à  des  droites  différentes  (fig.  191);  2^  si 
cette  équation  a  ses  deux  racines  imaginaires,  le  point  M  est  un 
point  isolé  (fig.  190). 


CHAPITRE  III. 

Asymptotes. 


343— Lorsqu'une  courbe  a  une  branche  infinie  MN  (fig.  207), 

il  peut  arriver  que  la  dis- 
tance MH  d'un  point  M  de 
cette  courbe  à  une  droite 
CD  tende  vers  zéro,  lorsque 
le  point  M  s'éloigne  indéfi- 
niment; dans  ce  cas,  la 
droite  CD  est  dite  asym- 
ptote de  la  branche  de 
courbe. 

Considérons  la  différence 
MR  entre  les  ordonnées  de 


Fig.  207. 


la  courbe  et  de  la  droite,  qui  correspondent  à  une  même  ab- 
scisse, et  désignons  par  p  l'angle  de  la  droite  CD  avec  l'axe  des 

y,  on  a  MR  =  ^^;  on  voit  que,  si  l'une  des  quantités  MH  et 


1 
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MR  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  la  seconde.  Ob  . 

peot  donc  définir  Tasymptelte  une  droite  telle  que  la  différence  ' 

des  ordonnées  de  la  coûtée  et  de  la  droite  ait  pour  limiie  zéro\ 

quamà  x  0»gmente  indéfiniment. 
On  ne  peut  pas  transformer  ainsi  la  définition  l^ursque  Tangle 

^  est  nul,  c'est-à-dire  quand  l'asymptote  est  parallèle  à  Paie 

des  y.  Dans  ce  oas,  si  Ton  mène  la  droite  MR 
(fig.  208)  parallèle  à  Taie  OX,  la  droite  MR 
tend  vers  aéro,  quand  1-ordonnéc  croit  in- 
définiment. Si  Ton  appelle  a  Tabscisse  de  la 
droite  OD,  l'abscisse  d'un  point  H  de  la 
branche  HN  tend  vers  a  quand  y  aug- 
F>g.  208.  mente  indéfiniment,  ou,   inversement  y 

croit  au  delà  de  toute  limite,  lorsque  x  tend  vers  a. 

ASYMPTOTES  PARALLÈLES  A  l'aXE  DES  y. 

344— D'après  ce  qui  précède,  on  obtiendra  les  asymptotes 
de  celte  espèce  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x  qui  rendent 
y  infinie.  Lorsque  l'équation  de  la  courbe  est  résolue  par  rap- 
port à  y,  on  aperçoit  en  général  immédiatement  ces  valeurs  à 
rinspection  de  la  valeur  de  y;  nous  pouvons  citer  comme 
exemples  la  cissoïde  et  la  stropboïde,  construites  aux  n''''  28  et 
3i.  Quand  Téquation  de  la  courbe  est  algébrique,  mais  non 
résolue  par  rapport  à  y,  on  procède  de  la  manière  suivante. 
Soit  m  le  degré  de  Téquation,  n  le  plus  haut  exposant  de  y,  on 
peut  écrire  Téquation  sous  la  forme 

9(x)y^+^{x)  y"-*  -H  )t  (x)  tf"-^  4- . . .  =  o, 

9,  ^,  y, ...  désignant  des  polynômes  en  x,  de  degrés  au  plus 
égaux  à  m  —  n,  m  —  n-hi,  m  —  n  +  2,  ...,  et,  après  avoir 
divisé  par  y~, 

(I)    ?(x)  +  ^^{^)^+x(^)^.  +  ...  +  ^(^)~,=  o. 

Si,  lorsque  y  augmente  indéfiniment,  x  tend  vers  une  limite 
finie  a,  pour  une  couple  de  valeurs  dans  lequel  y  est  très-grand 
et  X  voisin  de  a,  tous  les  termes,  à  partir  du  second,  étant 
très- petits,  on  en  conclut  que  Tabscisse  a  doit  annuler  lepre- 
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mier  terme.  Ainsi  ie» -a<ymptoles  paralUle$  à  Vaœe  desy  sonl 
déterminées  par  l^  roeints  réelks  de  ViquaHaa 

(2)    ç(a?)=o. 

Loorsque  w  tend  yers  a.  Tune  au  moins  des  ii  Taleurs  de  ~f 

y 

données  par  Téquation  (i),  tend  vers  zéro^  puisque  le  produit 
des  racines  est  très-petit.  Si  a  annule  f  (x)  «ans  annuler  ^  {x]y 

une  seule  des  Taleurs  de  -  tend  yers  zéro,  et  cette  Taleor  est 

y 

nécessairement  réelle;  car  les  racines  imaginaires  étant  deux 
à  deux  conjuguées,  quand  Tune  d'elles  tend  vers  zéro^  il  en 

est  de  même  de  la  seconde.  La  valeur  de  -  considérée  chan- 

y 

géra  ou  ne  changera  pas  de  signe^  quand  x  passera  p»:  a, 
suivant  que  a  sera  racine  d'ordre  impair  ou  d'ordre  pair  de 
réquation  (a);  Ja  droite  indéfinie  sera  toujours  asymptote  à 
deux  l)ranche8  de  courbe  correspondant^  Tune  à  des  valcairs 
de  X  plus  petites  que  a,  Tautre  à  des  valeurs  plus  grandes. 
Mais  lorsque  ^  {x)  devient  nul  en  même  temps  que  f  {x)y  il  peitt 

y  avoir  un  nombre  pair  de  valeurs  imaginaires  de  -  qui  ten- 

dent  vers  zéro,  lorsque  x  s'approche  de  a,  et  la  droite  peut 
n'être  asymptote  d'aucune  branche  réelle;  ce  cas  demanderait 
une  discussion  plus  approfondie  ;  on  voit  aisément  que,  dans 
tous  les  cas,  une  racine  simple  de  Téquation  (f{x)  =  o  donne 
une  asymptote. 

S4& — Exemple  I.  Soit  la  courbe  déGnie  par  Inéquation 

a;*»*  H-  (x*  —  4)  (y — ^Y = o, 

qui,  ordonnée,  s*écrit 

(a?*-Haî'— 4)  t—Asc  (x^—i)  yM-6a;*  (x»— 4)  î/'— 4^  (a?'— 4)î^ 

-f'a?*(«*— 4)  =  o« 

L'équaiion  bicarrée 

(p  (x)  =  X* + x'  —  4 = o^ 

a  deux  racines  réelles  simples  égales  et  de  signes  contraires 

\V  2 

Gomme  ces  iialears  de  x  n'annulent  pas  4' ^)>  chacune  des  droites  a?  =  =i=  a 
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est  asymptote  de  deux  branches  réelles  situées.  Tune  du  côté  des  y  positifs, 
Taulre  du  côté  des  y  négatifs,  et  de  part  et  d'autre  de  la  droite. 

346— Exemple  II.  Soit  la  courbe  (x  — 4)*y*+4  —  a?*=  0.  L'équa-  » 
tion  9  (a?)  =  0  devient  (a;  —  4)'  =  0.  Celte  équation  admet  la  racine  double 
a;  =  1  ;  or,  quand  x  s*approche  de  Punité,  les  deux  valeurs  des  y  sont  ima. 
gînaires  ;  la  droite  x=  \  n'est  donc  asymptote  à  aucune  branche  réelle. 

ASYMPTOTES  NON  PARALLÈLES  A  L'AXE  DES  y, 

34L7 — Considérons  une  branche  de  courbe  infinie  ayant 
une  asymptote  non  parallèle  à  Taxe  des  y;  une  pareille  asym- 
ptote a  pour  équation 

0  et  d  étant  deux  constantes  inconnues  qu'il  s'agît  de  déter- 
miner. Représentons  par  y  et  y^  les  ordonnées  de  la  branche  de 
courbe  et  de  la  droite  qui  correspondent  à  une  même  abscisse^ 
par  8  la  différence  y  —  y^;  d'après  la  définition^  8  est  une  fonc- 
tion de  X  qui  a  pour  limite  zéro  quand  x  augmente  indéfini- 
ment. La  branche  de  courbe  infinie  que  nous  considérons  est 
donc  représentée  par  Téquation 

(i)    y  =  yj4-^  =  ci?  +  d-h^. 

Quelquefois  on  peut  mettre  facilement  Téquation  de  la 
branche  de  courbe  sous  la  forme  précédente^  et  alors  on  a  de 

suite  Tasymptote.  Soit,  par  exemple,  Téquation  y  =  j-j-!-j 

dans  laquelle  f(x)  et  F  {x)  représentent  deux  polynômes  en- 
tiers en  Xy  le  premier  du  degré  m,  le  second  au  plus  du  degré 
m -h  l'y  les  valeurs  finies  de  x  qui  annulent  le  dénominateur 
donnent  des  branches  infinies  ayant  leurs  asymptotes  paral- 
lèles à  l'axe  des  y.  Il  y  a,  en  outre,  deux  autres  branches  infi- 
nies que  Ton  obtient  en  donnant  à  x  des  valeurs  très-grandes, 
positives  ou  négatives.  Si  Ton  effectue  la  division  en  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x,  on  obtient 
un  quotient  entier  cx-hd^  qui  est  au  plus  du  premier  degré, 

et  Ton  a 

■•      9  te) 

(f  x)  étant  un  polynôme  entier  d'un  degré  inférieur  à  m;  cette 
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dernière  fraction  tendant  vers  zéro^  quand  x  augmente  indéfi- 
niment^ on  voit  que  la  drqite  y^  =  cx+d  est  asymptote  aux 
deux  branches  que  nous  considérons. 

Nous  citerons  encore,  comme  exemple,  la  courbe  transcen- 
dante 

qui  a  une  branche  infinie  dans  Tangle  YOX  asymptote  à  la 
droite  y  =  x. 

En  général,  on  n'obtient  pas  aussi  facilement  les  asymptotes. 
Reyenons  à  réquation  (i).  On  en  déduit 

_y      d  +  B 

X  X 

Puisque  d  a  une  valeur  finie  et  que  5  tend  vers  zéro  quand  x 
augmente  indéfiniment,  on  a 

(2)    c  =  limitede-- 
^  ^  X 

Le  coefficient  angulaire  de  Vasymptote  est  égal  à  la  limite  vers 

laquelle  tend  le  rapport -9  quand  x  augmente  indéfiniment. 

La  même  équation  (i)  donne  d  =  y  —  ex  —  5,  d'où 

(3)    d  =  lim  de  (y — ex). 

Vordonnée  à  Vorigine  de  Vasymptote  est  égale  à  la  limite  de  la 
différence  y  —  ex,  quand  x  augmente  indéfiniment. 

Ces  deux  propriétés  servent  à  déterminer  les  asymptotes 
non  parallèles  à  Taxe  des  y. 

Supposons  d'abord  Téquation  résolue  par  rapport  à  y,  et 
considérons  une  détermination  de  y  qui  donne  une  branche 
réelle  infinie.  Quand  x  augmente  indéfiniment,  on  prend,  pour 

cette  branche,  le  rapport  ^*  Si  ce  rapport  ne  tend  pas  vers 

une  limite  finie,  la  branche  n'a  pas  d'asymptote.  Si  le  rapport 
tend  vers  une  limite  finie  c,  on  considère  la  différence  y  —  ex; 
lorsque  cette  différence  ne  tend  pas  vers  une  limite  finie,  la 
branche  n'a  pas  d'asymptote  ;  si ,  au  contraire,  elle  tend  vers 
une  limite  d,  on  aura  y  —  ca?  =  d-l-^,  étendant  vers  zéro 
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quand  x  angmaite  indéËniment;  donc  la  droite  y^=cx'hd 
flfflra  atsymptote  de  la  branche  que  Ton  étud». 

848— Exemple  I.  Construwe  lawurbe 


(I)  y 


V  X  —  2 


rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  lectaiigiilaires.  L*axe  OX  est  axe  de 
la  courbe.  Lorsque  œ  Tarie  de  0  à  Tunité,  y  reste  finie  ;  elle  est  d'abord  nulle 
et  redevient  égale  à  iséro  ;  on  a  ainsi  la  boucle  OAO  (fig.  209).  Pour  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  4  et  2,  y  est  ima- 
ginaire. Quand  a;  dépasse  2  d'une  petite  quan- 
tité, y  est  réelle  et  très-grande;  -si  donc  on 
prend  OB  égale  à  2  et  que  Ton  mène  G' G  pa- 
rallèle à  OT,  eette  droite  sera  asymptote  de 
deux  branches  de  la  courbe. 

Si  Ton  fait  croître  x  à  partir  de  2,  f/  com> 
mence  par  diminuer  et  redevient  très-grand 
quand  x  est  grand  ;  on  obtient  ainsi  les  deux 
branches  CND,  C'N'D'.  Lorsque  x  est  néga- 
tive, y  est  toujours  réelle  ;  x  variant  de  0  à 
—  00  ,  la  valeur  numérique  de  y  varie  égale- 
ment de  0  &  00  ,  et  Ton  a  les  deux  branches 
OE,  OE'. 

^^8-  209.  Considérons  l'une  des  branches  infinies, 

ND  par  exemple  ;  on  l'obtient  en  prenant  le  signe  -+-  dans  Téquation  (1  )  et 
en  supposant  x  positive  et  très^grande«  On  a 


r.'lîC 


X  y   X  —  3L* 


la  limite  de  -  est  Tunité.  On  a  ensuite 

X 


y 


X —  2 


f.  /x—i       \         yJx—i—y/, 
— ^=x  1 1/ 1  ]=x^ ^ 

VVX  — 2  J  }Jx  —  2 

et,  en  multipliant  les  deux  termes  par  la  somme  des  radicaux, 

X 

yx  —  2  [yx  —  n-  va?  —  2) 

'ia> limite  est  -;  donc'la  droite  t/  =  â;  +  -  est  asynrptote  de  la  branche  eon- 
sidérée.  En  divisant  par  x  les  deux  termes  de  la  fraction,  on  voit  que  la 
différence  y  —  x  est  plus  grande  que  -»  et,  par  conséquent,  que  Tordon- 
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née  de  la  eourt>e  est  plas  grande  que  celle  de  TMjrQptote;  on  en  conclut 
que  la  branche  ND  est  située  au-desAus  de  Tasymptoie.  On  veirait  de  même 
que  la  Inrancbe  OE'  a  pour  asymptote  la  même  droite  et  qu*elle  est  placée 
au-dessous.  Les  deux  branches  N'D'  et  OE  admettent  pour  asymptote  une 
droite  symétrique  de  la  précédente. 

S49 — Exemple  II.  Considérons  la  courbe  j/*  —  ^x  -h  ac*  —  2a?*y  =  0, 
construite  au  n*  331 .  Nous  avons  exprimé  les  deux  coordonnées  a;  et  y  à 

Taide  de  la  variable  auxiliaire  <  =  -•  Les  deux  branches  OÂ  et  OB,  que 

X  '  ^ 

Ton  obtient  en  faisant  tendre  i  vers  zéro,  n*oat  pas  d'asymptote,  puisque  y 

devient  infini.  On  obtient  les  deux  branches  infinies  OC  et  OD,  quand  t  tend 

vers  Tunké.  Pour  ces  bfanches,  on  a  lim~  =  4;  eherehoas  si  la  difié- 

X 

rence  y  —  x  a  une  limite.  Les  formules,  par  lesquelles  on  exprime  x  et 
y  au  moyen  de  f,  donnent 

y— a?  =  (<— j)a?  =  — p— ; 

cette  différence  tend  vers  Tunité,  quand  t  tend  vers  1 .  Il  en  résulte  que 
les  deux  branches  considérées  ont  pour  asymptote  la  droite  y  =  a;  +  4. 

La  différence  S  a  pour  valeur  8  =  ^  '  ^  ^ — ;  quand  t  varie 

de  4   à  -|-  00 ,  la  différence  S  est  négative  et  la  branche  OD  est  siiuée 

au-dessous  de  Tasymptote.  Le  polynôme  !'  +  <  — 4   admet  pour  racines 

—  4-f-\/5            —  4  —  i/5  4 

t  = s^-^»  <^= 3— ^î  quand  t  varie  de  -  à  i\  8  est  négative 

et  Parc  OE  est  an-dessous  de  l'asymptote;  t  variant  de  ('  à  4,  S  devient 
positive,  et  Tare  EC  passe  de  Tautre  côté  de  Tasymptote.  L*autre  racine  f 
donne  le  point  F  où  la  branche  01  coupe  Tasymptote. 

3&0— Considérons  maintenant  le  cas  où  Téquation^  sup- 
posée algébrique  et  entière^  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  la 
variable  y.  Réunissons  les  termes  du  môme  degré;  représen- 
tons par  ç  {x,  y)  Tensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé 
m,  par  ^{x^  y)  Tensemble  des  termes  du  degré  m  — i,  par 
y^{Xy  y)  les  termes  du  degré  m  —  2,...,  l'équation  s'écrira 

(i)    f{!C>  y)  —  9[^> y)-H'Ka;,  y)  +yMy  y)  +  . . .  =  o. 
Désignons  par  u  le  rapport  ->  et  dans  Féquation  (i)  rempla- 

X 

cens  y  par  tio;;  le  polynôme  ç  {x,  y),  homogène  et  du  degré  m 
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en  X  et  y,  renfermera  le  facteur  a^  commun  à  tous  ses  ter- 
mes, et  Ton  aura  ç(^,  y)  =  a:«<p{i,  w),  ou,  pour  abréger, 
?  i^f  y)  =  ^9  (w).  De  même,  les  polynômes  ^  [x^  y),  x  (ar,  y),... 
deviendront  a;'""*^  (w),  a?"*-«x.(w), ..  ••  L'équation  entre  a?  et u 
sera  donc 

j^?(w)  -ha;'""*^  (w)-*-a?'""*x(w)  + . . .  =o; 
et,  si  l'on  divise  par  a^, 

(2)      (p(t|)+i,};(tl)-h^3C(w)  +  .-.  =  0. 

Cette  équation  est,  par  rapport  à  u,  du  même  degré  que  Té- 
quation  (i)  par  rapport  à  y;  elle  donne  pour  chaque  valeur  de 

X  les  diverses  valeurs  du  rapport  ^.  Quand  la  valeur  numé- 

X 

rique  de  x  augmente  indéfiniment,  si  l'une  des  valeurs  de  t* 
tend  vers  une  limite  finie  c,  pour  une  couple  de  valeurs,  dans 
laquelle  x  est  très-grand  et  u  voisin  de  c,  tous  les  termes  de 
réquation  (2),  à  partir  du  second,  étant  très-petits,  on  en  conclut 
que  le  nombre  c  doit  annuler  le  polynôme  ç(ti).  Ainsi  les 
coefficients  angulaires  des  asymptotes  sont  des  racines  réelles 
de  réquation 

(3)    <p(ti)=o. 

Soit  c  Tune  des  racines  réelles  de  cette  équation.  Posons 
y  —  cx  =  v,  d'où  M=:|==c  +  -.  Si,  dans  réquation  (2),  on 

X  X 

remplace  u  par  cette  valeur,  on  obtient  l'équation  qui  donne 
les  valeurs  de  v  pour  chaque  valeur  de  x.  Après  avoir  fait  la 
substitution,  développons  chaque  terme,  Téquation  devient 

^ic)^  +  Vic}^  +  ...)=o. 


•  • 


Mais  on  a  ç  (c)  ==  o;  multiplions  tous  les  termes  par  x,  réqua- 
tion prendra  la  forme 

(5)     [v?'(c)H-^(c)]  +  Ai-f-B-V  +  .-.  =  o. 

X         x^ 
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lîuand  X  augmente  indéfiniment^  si  l'une  des  valeurs  de  v  tend 
vers  une  limite  finie  d,  comme  une  couple  de  valeurs  dans 
laquelle  x  est  très-grand  et  v  voisin  de  d  rend  tous  les  termes 
à  partir  du  second  très-petits^  on  en  conclut  que  le  nombre  d 
doit  satisfaire  à  Téquation  (l<p'(c)  +  ^(c)=o;  si  la  quantité 
ç'  (c)  est  différente  de  zéro,  on  en  déduit  pour  d  la  valeur 

(6)    d=-i<^. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  lorsque  x  augmente  indéfiniment,  une  des 
valeurs  de  v  et  une  seule  tend  une  limite  finie  d;  le  raisonne- 
ment du  n**  344  montre  que  celte  valeur  de  t)  est  réelle  pour 
les  valeurs  de  x  très-grandes^  positives  ou  négatives,  et  qu'elle 
donne  naissance  à  deux  branches  de  courbe  asymptotes  à  la 
droite  y^zz^cx+d. 

Lorsque  la  valeur  de  c  annule  <{/  (c)  sans  annuler  if  (c),  aucune 
des  valeurs  de  v  ne  tend  vers  une  limite  finie,  quand  x  aug- 
mente indéfiniment.  Si  une  valeur  de  c  annule  en  même 
temps  (f/  (c)  et  ^  (c),  Téqualion  (4),  multipliée  par  x*,  prend 
la  forme 

Dans  ce  cas,  en  général,  deux  valeurs  de  v  tendent  vers  des 
limites  finies,  lorsque  x  augmente  indéfiniment  et  ces  limites 
sont  les  racines  de  l'équation 


(7) 


1.2 


(P4-^/(c)d  +  x(c)  =  o. 


Lorsque  cette  équation  a  deux  racines  W  et  d!*  réelles  et  diffé- 
rentes, une  seule  valeur  de  v  tend 
vers  d^  quand  x  augmente  indéfi- 
niment, et  donne  naissance  à  deux 
branches  asymptotes  à  la  droite 
y  ^cx  -+-  d'i  deux  autres  branches 
sont  de  même  asymptotes  à  la 
Fig.  210.  droite  parallèle  y  =  co?  -t-  d". 

Si,  par  Torigine,  on  mène  une  droite  OC  ayant  pour  coeffi- 
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cient  angulaire  e  (fig.  210),  la  lettre  v  désigne  la  longueur  MQ< 
pour  les  diverses  branches  de  la  courbe. 

Sftl — Exemple.  Soit  la  courbe  y^  —  y*'x-^a^ — ^ac*y  =  0,  constrnile  au 
n»  334 .  Oa  a  dans  ce  caa  ? (u)i=  u*  — •  u*  =  w'(u — •  4 ).  L'équation  ?(ii)  =  0 
a  une  racine  triple  égale  à  zéfro  et  une  racine  simple^  ég^le  à  4 .  La  raoiofi 
simple,  à  laquelle  correspond  une  valeur  d  égîile  à  4 ,  donne  une  droite 
T/  =  (T  +  4  asymptote  à  deux  branches  réelles.  La  racine  triple  ne  pourrait 
donner  que  des  asymptotes  parallèles  à  OX;  mais  il  est  évident,  d'après 
Téquation  de  la  courbe,  qu'aucune  des  valeurs  de  y  ne  tend  vers  une  limite 
finie,  quand  x  auginente  iodéfiaiment. 

369 — Il  est  facile  de  ramener  l'étude  des  branches  infinies 
d'une  courbe  algébrique  à  celle  des  branches  finies  d'une 
coupbe  algébrique  du  même  degré.  Soient  x  eiy  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  H  d'une  première  figure  ;  à  ce 
point  M  faisons  correspondre  le  point  M^  dont  les  coordonnées 
xf  et  2(^  sont  données  par  les  relations 


X 


X 


desquelles  on  déduit  inTersement 


x=  — 7» 


1/ 


Si  le  point  M  décrit  une  droite  Aa?-hBy4-€  =  o,  le  point  M' 

décrit  une  droite  correspondante 
Ca!?'+By'-hA=o,  le  coefficient  an- 
gulaire de  rtine  des  dt'oites  étant  égal 
à  Tordonnée  à  Torigine  de  Fautre.  En 
général^  si  le  pointM  décrit  une  courbe 
du  degré  fïij  le  point  M^  décrit  une 
courbe  correspondante  du  même  de- 
gré; à  une  sécante  passant  par  deux 
points  voisins  de  Tune  des  courbes 
correspond  une  sécante  passant  par 
deux  points  Toisins  de  Tautre  courbe, 
et^  par  conséquent,  à  une  tangente 
correspond  une  tangente.  Nous  pou- 
vons supposer  que  la  première  courbe 
est  rapportée  à  des  axes  tels  que  Té- 
Fi|7  m.  quation  renferme  un  terme  en  ^; 


Eig,.21U 
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alors  on  n'obtient  des  branches  iniinleâ  qulen»  faisant  augmeor 

ter  X  indéfiniment^  et  toutes  lès  valeurs  du  rapport  -  tendent 

vers  des  limites  finies.  D'apcès  cela^  sii  le  i^nt  M  décrit  unn 
branche  infinie  de  la  première  courbe,  comme  â/  tend>  vers 
zéro  ôtV  vers  une  valeur  finie  a,  le  point  M^  décrira  une  bran* 
che  aboutissant  sur  Taxe  des  g  à  un  point  Ai  doni^  Fordonnée 
est  c  (fig.  21 1).  On  ramène  de  la  sorte  Tétude  des  bcanches  in*- 
finies  de  la;pBemière  courbe  à  celles  des  branches  de  la  sâcûndn 
courbe  danfrle  voisinage  des  points  situés  auc  Taxe  d^»  y.. 

Soit  A!  un  point  où  la. seconde  courbe  coupe  Taxe  des  y;  ap* 
pelons  d  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point; 

pour  un  point  voisin  BF,  on  aura  ^"T    ==  rf  4-^,  ^'  tendant 

vers  zéro  avec  œ^;  la  branche  A' M'  de.  la.  secoaade  courbe  est 
donc  représentée  par  L'équation  y/  =  c  +  dx'+^a^;  à.  cette 
branche  correspond  una  branche  infinie  de  la  première  courbe 
ayant  pour  équation  y  =  ca?  +  d-f-^,.  ^  tendant  vers  zéro 
quand  x  augmente  indéfiniment;  à  la  tangente  ^ = c  +  dâ9^ 
à  la  seconde  courbe  correspond  Tas jmptote  j/  =  ex  +  d  à.  la 
première.  On  sait  q^e  du  point  A^  partent  toujours  un  nombre 
pair  de  branches  ayant  la  même  tangente  (n*"  34i)^  lapremiëre 
courbe  admet  donc  un  nombre  pair  de  branches  infinies  ayant 
la  même  asymptote.  La  tangente  en  A^  étant  la  limite  de  la  tan- 
gente en  M'^  il  en  résulte  que  Tasymptote  est  la  limite,  de  la 
tangente  au  point  H^,  quand  ce  point  s'éloigne  à  TinfinL 

Supposons,  par  exemple^  qpe  le  point  A^  soit  un  point  simple 
ordinaire^  comme  Tuidique  la  figure  2ll;  on  voit  qu'à  la  bran- 
che  A^V!  correspond  une  branche  infinie  M  située  au-dessufi  de 
Tasymptote  vers  la  droite^  et  à  la  branche  A^N^  une  deuxième 
branche  infinie  N  située  au-dessous  de  l'asymptate  vers  la 
gauche.  S'ily  avait  inflexion  en  A^  (fig.  212)^  les  deux  branches 
infinies  seraientsituées  toutes  deux  d'un  même  cèté  de  l'asym* 
plotë.  Tune  vers  la  droite,  Tautre  vers  la  gauche.  Dans  le  second 
cas,  on  ditque  la  courbe  a  un  point  d?infiexion  à  Tinfini* 

Si  le  point  A^  est  un  point  double  avec  deux  tangentes. diffé- 
rentes,, on  a  deux  asymptotes  parallèles^  à  chacune  desquelles 
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correspondent  deux  branches  infinies  ayant  l'une  des  disposi- 
tions précédentes.  Lorsque  le  point  double  A^  est  un  point  de 
rebroussement,  on  a  deux  branches  asymptotes  à  la  même 
droite,  mais  vers  une  même  extrémité. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  la  tangente  en  A^ 
ne  coïncide  pas  avec  Taxe  des  y  ;  lorsque  cette  circonstance  se 
présente,  aux  branches  qui  partent  du  point  A^  correspondent 
dans  la  première  figure  des  branches  infinies  dépourvues 
d'asymptote.  La  direction  de  la  tangente  au  point  H  tend  vers 
la  direction  déterminée  par  le  coefficient  angulaire  c;  naais 
elle  s'éloigne  à  Tinfini.  On  donne  à  ces  branches  infinies  le 
nom  de  branches  paraboliques.  Si  le  point  A'  est  un  point 
simple  ordinaire,  les  deux  branches  infinies  sont  dirigées  dans 
le  même  sens;  s'il  y  a  inflexion  en  A^  les  deux  branches  sont 
dirigées  dans  des  sens  contraires. 

3S3— Puisqu'à  chaque  valeur  de  x  correspondent  au  pins 
m  valeurs  réelles  de  y,  la  première  courbe  admet  au  plus  m 
branches  infinies  du  côté  des  x  positives,  et  m  branches  infinies 
du  côté  des  x  négatives;  ceci  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  la 
seconde  courbe  est  coupée  au  plus  en  m  points  par  l'axe  des  y. 
Le  nombre  des  tangentes  à  la  seconde  courbe  en  ces  points 
d'intersection  étant  au  plus  égal  à  m,  la  première  courbe  admet 
au  plus  m  asymptotes. 

Les  droites  menées  par  le  point  A'  se  transforment  en  droites 
parallèles  à  l'asymptote.  Si  le  point  A^  est  un  point  simple 
(n^  342),  une  sécante  menée  par  ce  point  coupe  la  seconde 
courbe  en  m —  i  autres  points;  donc  toute  parallèle  à  Fasym- 
ptote  coupe  la  première  courbe  en  m  —  i  points.  La  tangente 
en  A'  ne  coupe  la  seconde  courbe  qu'en  m  —  2  autres  points, 
et,  par  conséquent,  Tasymptote  ne  coupe  la  première  courbe 
qu'en  m  —  2  points;  on  dit  que  deux  points  d'intersection  sont 
à  l'infini.  S'il  y  a  inflexion  en  A^,  comme  la  tangente  coupe  la 
seconde  courbe  en  trois  points  qui  se  confondent  en  A^  (n^  333], 
l'asymptote  aura  trois  points  d'intersection  à  l'infini,  et,  par 
conséquent,  ne  rencontrera  la  première  courbe  qu'en  m  —  3 
points. 

S  54— La  transformation  que  nous  avons  effectuée  revient 
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à  prendre  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan.  Considérons^ 
en  effet»  deux  figures!  placées^  Tune  dans  un  plan  horizontal^ 
l'autre  dans  un  plan  vertical  coupant  le  plan  horizontal  suivant 
la  ligne  LT  (flg.  îii3),  et  telles  que  Tune  soit  la  perspective  de 
l'autre^  Tœil  étant  placé  au  point  dont  les  projections  sont  o  et 
(/.  Il  est  visible  que,  lorsqu'un  point  M  s'éloigne  à  l'infini  dans  le 
plan  vertical^  sa  perspective  M' vient  sur  la  droite  d^  parallèle 
à  la  ligne  de  terre;  l'étude  des  branches  infinies  de  la  courbe 

située  dans  le  plan 
vertical  est  ainsi 
ramenée  à  Tétude 
de  l'autre  courbe 
dans  le  voisinage 
des  points  situés 
sur  la  droite  olyf. 
Si  Ton  rapporte 
l'une  des  courbes 
aux  deux  axes  ox 
et  oy,  Vautre  aux 
Fig.  S13.  deux  axes  o^od  et 

o'î/',  on  a  les  formules  de  transformation  a/  =  —  »  y'  =  -;^  » 

dans  lesquelles  a  et  6  désignent  les  dislances  (td  et  ao.  Ces 
formules  sont  précisément  celles  que  nous  avons  employées 
précédemment;  quand  on  fait  a  =  b  =  i  • 

Soit  A'  un  point  où  la  seconde  courbe  coupe  la  droite  dyf^  la 
tangente  A^B  en  ce  point  a  pour  perspective  la  droite  A^A; 
aux  deux  branches  M'  et  N',  qui  partent  du  point  A^,  correspon- 
dent deux  branches  infinies  M  et  N  asymptotes  à  la  droite  AA^. 

Lorsque  la  tangente  en  A'  coïncide  avec  la  droite  oV>  comme 
cela  a  lieu  au  point  C,  l'asymptote  est  rejetée  à  l'infini  et  les 
deux  branches  F  et  (y  donnent  naissance  à  deux  branches  pa- 
raboliques infinies  P  et  Q;  la  droite  menée  du  point  o  à  un 
point  de  l'une  des  branches  P  et  Q  tend  vers  la  direction  li- 
mite oCj. 

3Sft— Les  courbes  transcendantes  peuvent  couper  leurs 
asymptotes  en  une  infinité  de  points. 

BR.  21 


Par  exemple,  la  courbe  y  = 
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3&ins 


X 


oscille  indéfiniment  de  part  et  diantre 


de  la  droite  OX  à  laquelle  elle  est  asymptote,  poisqae  la  valeur  de  1/  a  pour 
limite  zéro  (fig.  ^4  4).  Les  oscillations  ont  d^ailleurs  une  amplitude  con- 
stante et  égale  à  ic. 

Y 


Fig.  914. 


sino;* 


La  courbe  y  = oseille  indéfiniment  de  part  et  d'autre  de  son  asym- 


X 


ptote  OX;  mais  ici  Tamplitude  des  ouillations  va  en  diminuant  (fig.  21 5). 


Fig.  316. 

3ft9— Il  arrive  quelquefois  que  deux  branches  infinies 
n'ont  pas  d'asymptote  rectiligne,  et  que,  cependant,  la  diffé- 
rence de  leurs  ordonnées  tend  vers 
zéro;  dans  ce  cas,  on  dit  que  les 
deux  courbes  sont  asymptotes  l*une 
de  Tautre  ;  si  Tune  d'elles  est  une 
une  courbe  simple  bien  connue,  on 
pourra  s'en  servir  pour  tracer  l'au- 

tre.  Reprenons  l'équation  y  =  yj-|» 

et  supposons  que  le  degré  du  numé- 
rateur surpasse  de  plus  d'une  unité 
le  degré  du  dénominateur;  le  rap- 

_.   ^,^  port  -  croissant  indéfiniment  avec 

Fig.  916.  '  X 

Xy  les  branche^  qui  ccwrespondent  aux  valeurs  très-grandes  de 
a?,  positives  ou  négatives,  n'ont  pas  d'asymptote  rectiHgne.  Si 
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l'on  effectue  la  division^  on  a 

et  les  deux  branches  considérées  sont  asymptotes  à  la  courbe 

Quand  n=2,  cette  seconde  courbe  est  une  parabole.  Par 
exemple^  la  courbe 

X  X 

est  asymptote  à  la  parabole  y  =  ic«  (fig.  216). 


CHAPITRE  IV. 

Constraetfion  des  eonrbes  en  eoordonnées  polaires* 


3fty— Nous  avons  défini  les  coordonnées  polaires  au  n°  3; 
dans  ce  système  un  point  quelconque,  pris  isolément  dans  le 
plan,  peut  être  déterminé  par  une  valeur  de  w  comprise  entre 
0  et  27C,  et  par  une  valeur  positive  de  p;  cependant,  on  est 
conduit  à  faire  varier  chacune  des  coordonnées  co  et  p  de  — qo 
à  +«> . 

Nous  avons  vu  (n**  268)  que,  Tun  des  foyers  de  Thyperbole 
étant  pris  pour  pôle,  les  deux  branches  sont  représentées  par 
deux  équations  distinctes,  quand  on  se  borne  aux  rayons  vec- 
teurs positifs;  mais  que  Tune  des  équations  suffit,  si  Ton  admet 
les  rayons  vecteurs  négatifs,  en  convenant  de  porter  la  valeur 
absolue  de  chacun  d'eux  dans  la  direction  opposée  à  celle 
qu'indique  la  valeur  de  w.  Nous  avons  vu  aussi  que  cette  con- 
vention permet  de  représenter  le  limaçon  de  Pascal  par  une 
seule  équation  (n*  35). 

Spirale  d'Archimède.  Un  point  M  se  meut  d'un  mouvement 
uniforme  et  dans  le  sens  6^  G  sur  une  droite  indéfinie  G^OG, 
qui  tourne  elle-^mème  d'un  mouvement  uniforme  autour  de 
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Fun  de  ses  points  0,  la  courbe  décrite  par  le  point  M  est  la 
spirale  d'Archimède  (flg.  217). 

Prenons  pour  axe  polaire  la  position  OX,  occupée  par  la 
droite  OG  lorsque  le  mobile  M  passe  en  0,  et  comptons  les 
angles  polaires  positivement  dans  le  sens  du  mouyement  de  la 
droite;  soit  a  la  longueur  dont  le  mobile  s'avance  sur  la  droite, 
pendant  que  celle-ci  fait  une  révolution  entière.  Si  Ton  consi- 
dère le  mobile  dans  Tune  quelconque  de  ses  positions  après 
son  passage  en  0,  en  appelant  6>  Tangle  dont  a  tourné  la  direc- 
tion OX  pour  venir  sur  OG,  et  p  la  distance  du  mobile  au 

point  0,  on  a,  en  posant  —  =  6, 

(i)    1-=: — ,    ou    p  =  a —  =  6(0. 

Considérons  le  mobile  avant  son  passage  en  0;  appelons  cd^ 
la  valeur  absolue  de  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  direc- 
tion OX  pour  Famener  sur  OG;  le  point  M  étant  placé  sur  la 
direction  opposée  OG^  le  rayon  vecteur  doit  être  considéré 

comme  négatif,  et  Ton  a  — ^  =  — •  Si  Ton  convient  de  re- 

a        2ir 

garder  comme  négatifs  les  angles  polaires  comptés  dans  un 
sens  opposé  au  premier,  on  aura  (ù= — w^,  et  la  relation  pré- 
cédente coïncide  avec  l'équation  (i)  qui  représente  alors  la 
courbe  indéfinie.  Les  valeurs  de  &>  comprises  entre  o  et  stt, 
air  et  4^^, . . . ,  0  et  —  a'Tc, . . . ,  donnent  les  spires  successives. 

Si  l'on  se  bornait  aux  valeurs 
positives  de  p  et  aux  valeurs 
de  6)  comprises  entre  o  et  a-r, 
il  faudrait  une  équation  par- 
tîculière  pour  représenter 
chacune  des  spires, 

p  =  6(«),    p  =  a4-6<o,..., 
p  =  a  —  &&),  p=2a — 6<d,.... 

Fig.  317.  La  spirale  d'Archimède  se 

compose  de  deux  parties  OBiC,D,AjB,. . .  et  OB^EiDiF^B,. .  - 
symétriques  Tune  de  Tautre  par  rapport  à  la  perpendiculaire 


/ 

I; 
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OY  à  l'axe  polaire.  Chaque  partie  comprend  une  infinité  de 
spires^  et  les  portions  d'une  droite  quelconque  menée  par  le 
pôle  et  comprises  entre  deux  spires  consécutives  ont  toutes 
pour  longueur  a. 

»— Remarque  I.  Un  même  point  H  du  plan  peut  être 
défini  par  une  infinité  de  couples  de  valeurs 
de  p  et  de  «o.  Si  l'on  appelle  a  l'angle  positif 

(t^^ "x    moindre  que  itq  que  fait  la  direction  OM 

Fig.  SIS.  avec  Taxe  OX  et  a  la  distance  OH  (fig.  218)^ 
on  peut  prendre  pour  coordonnées  du  point  H  les  couples  de 
valeurs^ 

...( — 4''^+a,a),(--2'7r+a,a),    (a,  a),  (27r+a,a),  (4'Tc4-a,a),... 

dans  lesquelles  le  rayon  vecteur  est  positif^  ou  les  couples 

...( — Sir-l-a,  —  a),  ( — 7r-|-a,  —  a),  (-nr-l-a,  —  a), 
(3TC  +  a,  —  a),  (5ir-f-a,  —  a)..-    • 

dans  lesquelles  le  rayon  vecteur  est  négatif.  Lorsque  le  point  M 
appartient  à  une  courbe  définie  par  une  équation  f  (w,  p)  =  o, 
ses  coordonnées  ne  peuvent  être  indiquées  à  la  seule  inspec- 
tion du  point;  il  faut^  pour  les  obtenir^  suivre  le  tracé  de  la 
courbe. 

3&fl— Remarque  II.  Dans  les  formules  de  transformation 
établies  au  livre  I^  chapitre  iv^  nous  avons  supposé  le  point  U 
déterminé  par  un  rayon  vecteur  positif  et  par  un  angle  polaire 
compris  entre  o  et  2tc.  Conservant  d'abord  le  rayon  vecteur 
positif,  on  peut  prendre  pour  angle  polaire  Tun  quelconque 
des  angles  que  forme  la  direction  OH  avec  Taxe  OX  (fig.  219), 

en  convenant  d'afiTecter  Tangle  du  signe 

-f-  ou  du  signe  — ,  suivant   qu'une 

droite  partant  de  la  direction  OX  pour 

arriver  à  la  direction  OU,  tourne  de  OX 

vers  OY,  ou  dans  le  sens  opposé.  Ceci 

revient  à  augmenter  ou  à  diminuer 

î'ig-sio-  l'angle  désigné  primitivement  par  ci> 

d'un  multiple  de  211:;  le  sinus  et  le  cosinus  ne  changeant  pas, 

les  formules  restent  les  mêmes.  Supposons  maintenant  le 

point  H  défini  par  un  rayon  vecteur  négatif;  l'angle  w  sera 
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Tua  des  angles  formés  par  la  direction  OM^  aTec  OX.  La  pro- 
jection de  OM  sur  OX  est  ( —  p)  X  cos  (tt  4-  w)  ou  p  cosco;  ainsi 
on  a  encore  a7  =  pcosco,  et  de  même  y=:psin(o.  Donc  les 
formules  sont  générales. 

Lorsque  Taxe  polaire  OX^  ne  coïncide  pas  avec  OX,  on  définit 
la  position  de  cet  axe  par  Tangle  a  qu'il  fait  avec  OX.  Si,  dans 
les  formules  a?  =:  p  cosco,  y  --=:  p  sinca,  qui  se  rapportent  à  Taxe 
polaire  OX,  on  remplace  0)  par  cy-f-a,  il  vient  a;=pcos(w^+a), 
y  =  p  sin(cy + a).  Supposons  les  axesdes coordonnées  obliques, 

et  prenons  OX  pour  axe  polaire  (fig.  22(4,  on 
obtient  les  formules  de  transformation  en  pro- 
jetant  les  deux  chemins  OMet  OPM  successi- 
Tement  sur  une  perpendiculaire  à  OX  et  sur 
une  perpendiculaire  à  OY,  ce  qui  donne 


psin(9  —  iù)  psi] 


sine  ^  ^  sin9 

300— Remarque  IIL  Dans  le  cas  où  Ton  obtient  toute  la 
courbe  en  faisant  \arier  co  de  o  à  2'77,  on  reconnaît  la  symétrie 
par  rapport  à  Taxe  polaire  OX,  quand  les  valeurs  a  et  2tc  — a 
attribuées  à  (o  reproduisent  la  même  valeur  de  p,  ou  quand  les 
valeurs  a  et  ^  —  a  donnent  des  valeurs  de  p  égales  et  de  signes 
Contraires.  On  reconnaît  de  même  la  symétrie  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  OY,  quand  les  angles  a  et  ir  —  a  donnent  la 
même  valeur  de  p,  ou  les  angles  a  et  2  x  —  a  des  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Enfin,  on  reconnaît  la  symétrie  par 
rapport  au  pôle,  quand  les  angles  a  et  tt  +  a  donnent  la  même 
valeur  de  p. 

Mais  lorsque,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  est  nécessaire  de 
faire  varier  w  au  delà  de  27r,  la  symétrie  peut  se  présenter 
d'une  autre  manière.  Par  exemple,  s'il  est  nécessaire  de  faire 
varier  w  de  o  à  4^,  la  symétrie  par  rapport  à  Taxe  polaire  aura 
lieu  si  les  angles  a  et  277  — a,  ou  a  et  4tç  —  a,  donnent  des 
valeurs  égales  pour  p,  ou  si  les  angles  a  et  w — a,  ou  a  et 
3ts  —  a,  donnent  des  valeurs  de  p  égales  et  de  signes  con- 
traires. Si  le$  limites  de  &>  sont  plus  étendues,  le  nombre  des 
comparaiscwQs  a  taire  augmente. 
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Considérons,  par  exemple,  la  courbe  définie  par  Féquation  p^s^  cob^* 

z 

Quand  m  augmente  de  deux  fois  2it,  la  direction  du  rayon  redevient  la 

même  ;  d'ailleurs,  ^  augmentant  de  2it,  p  reprend  la  même  valeur  et  Ton 

retrouve  un  point  déjà  obtenu  antérieurement;  il  suffit  donc  de  faire 
Tarier  co  de  0  à  in.  Si  Ton  augmente  a»  de  Sic,  le  rayon  revient  à  la  même 

direction  ;  mais  r-  augmentant  seulement  de  n,  p  conserre  la  même  valeur 

z 

numérique  en  changeant  de  signe;  on  en  conclut  que  la  portion  du  lieu 
donnée  par  les  valeurs  de  «>  comprises  entre  2it  et  4ic  est  symétrique  par 
rapport  an  p61e  de  la  partie  donnée  par  les  valeurs  de  o>  comprises  entre  0 
et  2  7c  ;  en  d'autres  termes,  le  p61e  est  centre  de  la  courbe.  Pour  u  =  a  et 
a>  =  27Ï  —  a,  les  valeurs  de  p  sont  égales  et  de  signes  contraires;  on  a,  de 
la  sorte,  deux  points  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire OY  à  Taxe  polaire  (flg.  2S1]  ;  cette  droite  OY  est  un  axe  de  la  courbe. 

La  variable  ci>  allant  de  0  à  n,  p  diminue 
de  4  à  0,  et  Ton  a  Tare  ABC  Ungent  au 
point  0  I  la  droite  OX'.  Les  valeurs  de 
tû  comprises  entre  n  et  Sic  donnent  Tare 
OBÀ'  symétrique  du  premier  par  rap- 
port à  OY,  et  les  valeurs  de  co  comprises 
entre  Stc  et  4it  la  courbe  Â'B'OB'A 
symétrique  de  ÂBOBA'  par  rapport  au 
p61e.  La  courbe  est  formée  de  quatre 
arcs  égaux.  L*axe  polaire  est  aussi  un 
axe  de  la  courbe,  ce  qu*on  voit  directement  en  remarquant  que  Ton  a  des 
valeurs  égales  de  p  pour  les  valeurs  a  et  4fc---  «  attribuées  &  ca. 


Fig.  ssi. 


TANGBNTE. 


3Sfl— On  détermine  la  direction  HT  de  la  tangente  au  point 
M  par  l'angle  a  qu'elle  fait  ayec  le  prolongement  MA  du  rayon 
Tecteur. 

Soient  p  et  to  les  coordonnées  du  point H^  p  +  Apetcd  +  Ao) 
celles  d'un  point  voisin  M^  (fig.  22a);  menons  la  sécante  MM^^  et 
du  p6\e  comme  centre,  avec  OH  pour  rayon^  décrivons  l'arc  de 
cercle  UN;  l'angle  HOM'  est  l'accroissement  A 6)  de  l'angle  po- 
laire^M^N  est  l'accroissement  Ap  du  rayon  vecteur.  Le  triangle 


3â8 

NMM'  donne 
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sinOM^M corde  MN  __  cordeMN     arcMN_cordeMN     pAw 

sinNMM'""      M'N     ""   arcMN  ^  M'N  ~  arcMN  ^  Ap' 

Si  Ton  fait  tourner  la  sécante  autour  du  point  M^  de  manière  que 

le  point  H^  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  H^  la  sécante  MH' 
a  pour  limite  la  tangente  MT^  la 
corde  MN  a  pour  limite  la  tangente 
à  Tare  de  cercle^  et^  par  suite,  la 
perpendiculaire  au  rayon  OA;  on 
a  donc 

limOM'M=OMT'  =  a, 


Fig.  222. 


limNMM^  = 


«; 


on  sait^  d'ailleurs,  que  la  limite  du  rapport  d'un  arc  de  cercle 
à  sa  corde  est  Tunité  ;  Téquation  précédente  devient  ainsi 

A(f> 


sina        .. 

=  p  lim  T- 

cosa      ^       Ap 


9    ou    tanga  = 


—  _P_  — P 


lim 


Ap 
A(i> 


p^  désignant  la  dérivée  de  p  considéré  comme  fonction  de  co. 

On  a  supposé  dans  la  figure  précédente  que  le  rayon  vecteur 
croit  avec  Tangle  ct>;  s^il  décroit,  le  triangle  NMH^  (fig.  223)  donne 

sin  OM^  M  _  corde  MN      arcMN  _  corde  MN      pA^ 
—  sinNMM'~"   arcMN   ^— M'N~  arcMN   ^"Âf* 

les  angles  OM^M^  NMH'  ayant  pour 
limites  a  et  a ;  on  retrouve  en- 

2 

core  la  même  formule. 

Quand  ct>  croit,  on  s'avance  sur  la 
courbe  dans  un  certain  sens;  a 
désigne  Tangle  que  fait  la  tangente 
menée  dans  le  sens  du  mouvement 
avec  la  direction  déterminée  par  Tangle  co.  On  voit  aussi  que 
la  même  formule  convient  au  cas  où  le  rayon  vecteur  est 
négatif. 


Fig.  333. 


tanga  =  ^  = -j^  =  co. 


COURBES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES.  389 

309 — Remarque.  Lorsque  le  rayon  vecteur  s'annule  pour 

une  valeur  particulière  (o^  de  o)^  on  a 
une  branche  de  courbe  OC  passant  au 
pôle^  et  la  tangente  à  cette  branche  au 
pôle  est  précisément  la  droite  OA  don- 
née par  l'angle  co^.  En  effets  si  l'on 
prend  un  point  voisin  ii,  et  si  Ton  fait 
tourner  la  sécante  OM  de  manière  que 
Fig.  »4.  le  point  M  se  rapproche  du  point  0, 

p  s^annule  et  la  sécante  tend  vers  la  direction  OA. 

S6S — Exemple  L  Spirale  cTArchimède, —  L^équation  de  celte  courbe 
étant  p  =  &(D  (qo  357),  on  en  déduit  p'  =  h,  d*oii 

b(à 
6 

Si  le  point  M  part  du  pôle  et  s'avance  sur  la  courbe,  Tangle  ta,  d*abord 
nul,  augmente  constamment  et  tend  vers  un  angle  droit. 

264— Exemple  II.  Spirale  to^antAmigua.— On  appelle  spirale  logarith- 
mique la  courbe  dont  Téquation  polaire  est  p  =  oe**^,  a  désignant  une 
ligne  donnée  et  m  un  nombre.  Supposons  la  constante  m  positive  ;  si  Ton 

fait  croître  co  de  0  à  Tinfini,  p  va  con- 
stamment en  croissant  de  a  à  Tinfini^  ce 
qui  donne  une  branche  iEdéfinie  ABC*.*, 
faisant  une  infinité  de  circonvolutions  au- 
,tour  du  pôle.  Si  l'on  fait  ensuite  varier  <a 
de  0  à  —  00  ,  p  diminue  constamnent  et 
tend  vers  zéro,  on  obtient  une  seconde 
c  branche  indéfinie  ÂB'C...  qui  fait  une 

Fig.  3S5.  infinité  de    circonvolutions  autour   du 

pôle,  en  se  rapprochant  constamment  de  ce  point.  Si  la  constante  m  était 
négative,  les  valeurs  positives  de  ta  donneraient  la  branche  qui  se  rap- 
proche du  pôle,  et  les  valeurs  négatives  celle  qui  s'en  éloigne.  On  a  ici 

p'  =  mae*^  =  mp,  d*oti  tangoi  =  — .  On  en  conclut  que  la  tangente  à  la 

courbe  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur. 

S6ft — Exemple  III.  Epicydoïde. — Lorsqu'un  cercle  mobile  roule,  sans 
glisser,  sur  un  cercle  û\e,  un  point  du  cercle  mobile  décrit  dans  le  plan 
une  eonrbe  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d'épicydoïde. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  deux  cercles  sont  égaux.  Soit  G  le  cercle  fixe, 
G'  la  position  initiale  du  cercle  mobile,  a  le  rayon;  supposons  que  ce  soit  le 
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point  de  coDUct  A.  qui,  dans  le  moaTement  du  cercle  G',  engendre  répiq- 

cloîde  (fig.  226).  Lorsque 

fT 

le  cercle  mobile  est  Tenu 
dans  la  position  C,  le  point 
Â  est  en  M,  les  deux  arcs 
Eâ,  EM  étant  égaux. 
Prenons  le  point  Â  poar 
pôle^  le  prolongement  de 
^  G  A  pour  axe  polaire;  la 
droite  AM,  perpendicu- 
laire à  la  tangente  con- 
mnne  AN  aux  deux  oir- 
clés,  est  parallèle  à  CE; 
Fig.  996.  Tangle  AEN  est  la  moitié 

de  AGE,  et^  par  conséquent,  la  moitié  de  co  ;  le  triangle  rectangle  ANE  donae 

AN  s  AEsins';  mais  AB  =  âjasin^^;  on  a  donc 

p  =s  4a  ftin*  -  =  2a  (i  —  co6(o). 

Gette  courbe  est  un  cas  particulier  du  limaçon  de  Pascal  {n9  36).  On  a  ici 
p'ss  2asina>,  d*oii  tanga  =  tang^'  et,  par  suite,  «  =  ô*  I^  ®^^  ^^  ^ 

voir  que  la  normale  à  l'épicycloîde  en  un  point  quelconque  M  passe  au  point 
de  contact  E  du  cercle  mobile  avec  le  cercle  fixe  ;  car  l'angle  MEN  éunt 

égal  à  ô'  ^^  P^^  ^^^^^  ^  ^f  la  droite  EM  est  perpendiculaire  à  MT. 

S66— Exemple  IY.  Construction  de  la  courbe  p  =  4  +  cos6tt>. 

Il  suffit  de  faire  varier  w  de  0  à  Sic.  Le  rayon  vecteur  p  reste  toujours  com- 
pris entre  3  et  5;  décrivons  donc 
du  pôlecomme  centre  deux  cercles 
avec  les  rayons  3  et  5,  la  courbe 
sera  tout  entière  située  entre  1« 
deux  circonférences  (llg,  i%T). 


A"A 


'    \  ""C  \         '  A»» 

!        B"l- -!^ 1- 


n 


\       y  /o\  "^.       ' 
Fig.  997. 


Quand  «a  varie  de  0  à  -t  p  diminae 
de  5  à  3,  oe  qui  donne  Tare  AB. 
Quand  co  varie  de  -  à  -^^  p  aug- 
mente de  3  à  5,,  ce  qui  donne  Tare 
BA'  symétrique  du  premier  par 


rapport  \  la  ligne  OB.  L*angle  5tt  a  varié  de  la  sorte  de  0  à  2iî.  Si  Ton  fait 
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sat 


fin      4it 

rarier  u  de  -=-  à  -^9  Tangle  5fa>  variera  de  2n  à  4n,  et  les  mêmes  valeurs 
o         0 

ie  p  se  reprodoiront  dans  le  même  ordre  ;  on  obtiendra  donc  on  second  are 
à'B'A"  égal  an  premier,  puis  on  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Après  le  cin* 
quième  arc,  on  reviendra  au  point  de  départ. 

En  pienanl  le  dérivée»  on  troave  tanga  ae-^  g  i'     ■  *  Aui  points  A  et  B» 

on  a  sin5u  =  0,  et^  par  suite,  a  s?  ^* 

aty— EuHHJi  V.  Les  exuémités  d*ttne  droite  de  longneur  consulte 
glissent  sur  deox  droites  reetangalaires  OX,  OY;  d*an  point  fixe  I,  sUné 
tnr  la  bissectrice,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite  mobiiei 
treaver  le  lieu  dn  pied  4e  cette  perpendiculaire  (flg.  tl8). 


Fig.  996. 

11  est  évident  que  le  lien  sera  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice 
01.  Plaçons  d'abord  la  droite  mobile  dans  la  position  PQ  perpendicu- 
laire à  la  bissectrice,  on  a  le  point  A  du  lieu.  Faisons  glisser  la  droite 
de  manière  que  Vextrémlté  Q  descende  sur  Taxe  des  y;  dans  une  cer- 
taine position  P'Q',  la  droite  passera  par  le  point  I  qui,  de  la  sorte, 
appartient  au  lieu;  on  a  ainsi  Tare  Afil,  dont  la  Ungente  en  I  est  per- 
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pendftulaire  k  P'Q'.  L*extrémilé  Q'  continuant  à  descendre,  la  droite 
vient  8*appliquer  sur  OX,  et  l'on  a  l*arc  IFC  qui  passe  au  point  C^  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  OX.  L*extréQiité  Q  glisse  sor 
OY',  et  la  courbe  passe  au-dessous  de  OX  ;  la  droite  arrive  dans  une  posi- 
tion P"Q''  telle  que  Tangle  IP"Q''  est  droit,  ce  qui  donne  le  point  P'  du  lieu; 
on  a  ainsi  Tare  CGP".  Si  Textrémité  Q"  continue  à  descendre,  la  courbe 
revient  au-dessus  de  OX;  bientôt,  dans  la  position  P'"Q'",  la  droite  prolon- 
gée passe  en  1  ;  on  a  ainsi  Tare  P"!  dont  la  tangente  en  I  est  perpendiculaire 
à  P'"Q"'.  L'extrémité  P"'  continuant  à  se  rapprocher  du  point  0,  la  droite 
s'applique  sur  OY'  et  Ton  obtient  Tare  IHD,  qui  passe  par  le  point  D,  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  OY.  L'extrémité  P'"  glisse  soi 
0X\  et  la  droite  arrive  dans  un  position  P"Q"  telle  que  Tangle  IP^'Q**  est 
droit;  le  point  P*^  appartient  au  lieu,  et  l'on  a  l'arc  DP"".  Ensuite  la  droite, 
dans  la  position  Q*  P*,  devient  perpendiculaire  à  la  bissectrice  OB,  ce  qui 
donne  l'arc  P'^  B.  Si,  revenant  à  la  position  primitive  PQ,  on  fait  mou- 
voir la  droite  en  sens  inverse  jusqu'à  la  position  finale  P'Q',  il  est  clair 
qu'on  obtiendra  une  courbe  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  la 
droite  AB. 

Prenons  pour  pôle  le  point  I  et  pour  axe  polaire  la  bissectrice  BA  ;  ap- 
pelons c  la  distance  01  et  Sa  la  longueur  de  la  droite  mobile  PQ;  la  droite 
qui  joint  le  point  0  au  milieu  de  l'hypoténuse  PQ  du  triangle  rectangle  POQ 
est  égale  à  a;  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  la  perpendiculaire  h  abaissée 
du  point  0  sur  l'hypoténuse  est  égal  à  Sco;  on  a  d'ailleurs  A=ccos(i>  +  p; 
on  en  déduit  Téquation  de  la  courbe  p  =  acosSo»  —  c cosco. 

ASYMPTOTES. 

36S— Considérons  une  branche  infinie^  asymptote  à  la 

droite  CD  (flg.  229);  si  Ton  joint  le  pôle 
à  un  point  M  de  la  courbe^  et  si  Ton 
suppose  que  le  point  H  s'éloigne  indéfi- 
niment sur  la  courbe^  la  direction  OH 
aura  pour  limite  la  direction  OL  de 
l'asymptote.  Ainsi,  lorsque  le  rayon 
vecteur  p  devient  infini  pour  une  va- 
o^\  /  '    X .  leur  particulière  a  de  w,  si  la  branche 

infinie  ainsi  obtenue  a  une  asymptote, 
Fig.  239.  cette  asymptote  est  parallèle  à  la  di- 

rection déterminée  par  l'angle  a  qui  rend  p  infini. 
Pour  avoir  la  distance  OC  de  l'asymptote  à  la  droite  OL^  du 
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point  H  de  la  courbe  abaissons  une  perpendiculaire  MK  suilcette 
droite;  le  triangle  rectangle  HOK  donne 

MK  =  OH  sinKOM  =  p  sin  (a  —  a>). 

Si  le  produit  p8in(a  —  a>)  ne  tend  vers  aucune  limite^  la 
branche  infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Si^  au  contraire*  ce  pro- 
duit tend  vers  une  limite  finie  dy  la  branche  de  courbe  admet 
pour  asymptote  la  droite  CD^  située  à  la  distance  d  du  rayon 
OL;  car  la  distance  MK  ayant  pour  limite  d,  la  distance  MH 
aura  pour  limite  zéro. 

Lorsqu^on  obtient  la  branche  infinie  en  faisant  croître  a> 
Ters  a,  il  est  évident  que,  si  cette  branche  a  une  asymptote^ 
Tasymptote  sera  placée  par  rapport  à  OL,  comme  l'indique  la 
figure.  Si  Ton  obtenait  la  branche  infinie  en  faisant  diminuer 
iù  Ters  a,  Tasymptote  serait  placée  de  l'autre  côté  de  OL  et  sa 
distance  à  OL  serait  la  limite  du  produit  p  sin  (ai  —  a). 

Nous  avons  supposé  la  branche  de  courbe  donnée  par  un 
rayon  vecteur  positif;  si  elle  était  donnée  par  un  rayon  vecteur 
négatif,  on  aurait,  dans  le  premier  cas,  MK  =—  p  sin  (a  —  w), 
dans  le  second  cas,  MK  = —  p  sin  (w  —  a). 

360 — ^Exemple  Y.  Hyperbole, — L^équation  polaire  de  cette  courbe  est 


(n»  263)  p  =  - 


^COSCd 


f  dans  laquelle  e  est  plus  grand  que  4.  Soit  a 


rangle  dont  le  cosinus  est ;  quand 


tù  croit  de  0  à  «»  p  crott  de 


àoo, 


et  l'on  a  la  branche  înGnieAE;  o)  variant 
de  a  à  ic,  pdevient  négatif  et  varie  de  — oo 

à ^f  ce  qui  donne  la  branche  in- 

e  —  4        ^ 

finie  E'lk\  Les  valeurs  de  w,  comprises 
entre  ic  et  Sk,  donnent  deux  branches 
symétriques  des  précédentes  par  rap- 
port à  l'axe  polaire. 
La  disunce  MR  d*un  point  de  Tune  des  branches  ÂE,  A'E'  à  la  droite 
OLest 


Fig.  S30. 


MK  =  P  ^^"  (^  "^  ^)  __  p  sin  (g  —  tù)  _    psin(«  — co)   ^ 

H-fCOSOi  /l     ,  \  6(C0SC0  —  COS«)' 

«l--f-coswj         ^  ' 
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irtBflfonnaiil  e»  un  produit  It  différence  eM<»--->cos«»  remplaçant  sin(a^») 

par  2sin — s"-co8 — ç— »  et  supprimant  le  facteur  commun 'sin — 3—» 


a — ci> 
pcos 


.     a-h<o 

6sm 


Cette  disUBce  a  pour  limite  OC  «s  ■  v-">  et  Ton  ob^nt  ainsi  TaiTroptote 

CD.  L'asymptote  des  deux  autres  branches  est  placée  symétriquement  par 
rapport  à  Taxe  polaire. 
L*eicès  de  la  distance  MK  sur  sa  limite  a  pour  expression 

coB — -—  \  âsinacos asm 


=  rX 


e\     .    a+«       sina  /       c  .        .    a-f-w 

sin /  asiaasin-— ^ 


a  —  (ù 


si  Ton  remplace  le  produit  2  sin  a  ces --^—  par  la  somme 


.    3a  —  (ù        .    a-f-co 

sm h  sm    ■■  '■  » 


il  vient 


.    3a  —  (ù        .    a-HG) 

giû  -_— .—  sm  -; 

J  =  ÇX 2 ^_; 

c  *        .    a-hw 

ssmasin 

2 

si  Ton  trasnforme  ensuite  le  numérateur  en  un  produit,  on  a  finalement 

a  —  cù                        ,    iù  —  a 
p  sm cosa         p  sm 

5=1 ^  ^ 


e  sm  a  sm e*  sma  sin 

2  2 

Quand  (*>  varie  de  0  à  a,  la  différence  S  est  négative  ;  ainsi  la  branche  AE 
est  comprise  entre  les  parallèles  OL  et  CD.  Mais,  quand  co  varie  de  a  à  tt, 
la  différence  d  est  positive,  et  la  branche  E'Â'est  située  en  dehors  des  pa- 
rallèles. 

SYO—ExsMPLE  VI.  Strophcfide  oblique.  —  Dans  la  construction  de  la 
strophoïde  droite,  telle  que  nous  l'avons  donnée  au  n<^  34 ,  nous  supposions 
les  droites OX  et  OY rectangulaires;  supposons  maintenant  que  ces  droites 
fassent  entre  elles  un  angle  0  (fig.  S34);  par  le  point  fixe  A  placé  sur  Tune 
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l*ellesy  on  mène  une  sécante  quelconque  ÂD^  sur  laquelle  on  ^rewl  à  par- 
tir du  point  D  des  longueurs  DM 
et  DN  égales  à  DO,  et  on  cherche 
le  lieu  des  points  M  et  N. 

Quand  la  sécante  tourne  dans 
Tangle  obtus  XOY  jusqu'à  détenir 
parallèle  à  OY,  le  point  M  décrit 
Tare  OMB,  terminé  au  point  B 
sur  la  perpendiculaire  OB  à  OY; 
le  point  N  décrit  la  branche  infinie 
ON.  Si  Ton  prend  une  distance 
OG  égale  à  OÂ,  et  que  par  le 
point  G  on  mène  une  parallèle 
H'H  à  OY,  on  a  Tasymptote  de  la 
branche  ON;  car  Toblique  NF 
égale  à  ÂM  ayant  pour  limite  AB, 
la  distance  du  point  N  à  la  droite 
pjg  «291.  ^  P^^^  limite  zéro. 

Faisons  maintenant  tourner  la  sécante  dans  Tangle  aigu  XOY';  la  perpen- 
diculaire élcTée  sur  le  milieu  de  OA  coupe  OY'  en  un  point  C,  tel  que  Ton 
a  CA  =  GO  ;  quand  la  sécante  occupe  la  position  AC,  Tun  des  points  vient 
en  A  et  l*autre  en  E  ;  ainsi,  la  sécante  tournant  de  la  position  AO  à  la  posi- 
tion AC,  on  a  Tare  OM' A  tangent  en  A  à  la  droite  AC,  et  Tare  OE.  La  sé- 
cante continuant  son  mouvement,  la  droite  OD'  devient  plus  grande  que 
AD'  pu  que  D'F'  et  le  point  N'  est  situé  au  delà  de  Tasymptote  ;  on  obtient 
la  branche  infinie  EN'  et  Tare  AM'^B  qui  se  raccorde  en  B  avec  Tare  OMB. 
Il  est  aisé  de  voir  que  les  tangentes  au  point  0  sont  les  bissectrices  des  an« 
gles  formés  par  les  droites  OX  et  OY. 

Si  Ton  prend  le  point  0  pour  pôle,  la  droite  OX  pour  axe  polaire,  que 
Ton  appelle  a  la  distance  OA  et  0  Tangle  YOX,  les  angles  DOM  et  DM0  étant 
égaux  h  •«««-(o,  et  Tangle  OAD  k  0—2«»,  le  triangle  OMA  donne  la  relation 

,  .       asin(9  —  ijù) 

*'^    P         sin(6  — 0)) 

On  retrouve  facilement  à  Taide  de  Téquation  les  propriétés  que  nous  avons 
dédattes  de  la  définition  géométrique  de  la  courbe. 

Quand  on  prend  la  droite  OY  pour  axe  polaire,  Téquatiou  de  la  courbe 
devient 

__  osin(2o>-h6) 
sinw 


(a)    P 
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S Tl -^Exemple  VII.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  Umgentes 
menées  d^un  point  donné  P  aux  diverses  courbes  du  second  degré  aya^U  pour 
foyers  deux  points  donnés  F  et  ¥', 

Prenons  pour  axes  la  droite  F' F  (fig.  232)  et  la  perpendiculaire  élevée 
à  cette  droite  en  son  milieu;  Téquation  générale  des  coniques  ayant  pour 
foyers  les  points  F  et  F'  est 


(I) 


X 

ci 


-  -A =  I 


a'  — c 


c  désignant  la  distance  OF  et  a  un  paramètre  variable;  lorsque  a  est 

plus  grand  que  c,  la  courbe  est  une  ellipse, 
y"  et  lorsque  a  est  plus  petit  que  c,  c^est  une 
hyperbole.  Soient  a,  p  les  coordonnées  du 
point  donné  P  ;  Téquation  de  la  corde  des 
contacts  des  tangentes  menées  du  point  P 
à  la  conique  (4)  est 


Fig.  â32. 


^  '     a*      a'  — c" 

On  obtient  Téquation  du  lieu  en  éliminant 
le  paramètre  a  entre  les  équations  (4)  et 


(2).  Si  Ton  retranche  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 


d'où 


ic'4-y* — eux — Py' 


tf 


ic'  H-  y*  —  OLX  —  Py  ' 


en  substituant  dans  Téquation  (4),  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(3)  (a?*-!- y»--  aa?  —  (3y) {^x  —  ay)  4- c» (a;  —  a)  (y  —  P)  =  o. 

Le  lieu  est  du  troisième  degré^  il  passe  par  le  point  donné  P,  par  les  foyers 
F  et  F'^  et  par  les  projections  du  point  P  sur  les  droites  OX,  OY. 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  P,  Féqua- 
tion  du  lieu  devient 

(4)    (a;*4-y'+aaî  +  py)(pic  — ay)4-c'icy  =  o. 

Si  Ton  transforme  celle-ci  en  coordonnées  polaires  en  prenant  pour  pôle  le 
point  P  et  pour  axe  polaire  la  droite  PX',  on  a 

{5\       —  (^*+  P*  —  «*)  sin2(t)  4-  2apcos2fa> 
^  â(asin(o  —  Pcosto) 
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_P       ^ 2aP 
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tongç 


tangçj  = 


sin(w  —  ç) 


celte  équation  prend  la  forme 

(6)    p  =  — ^-^ iii. 

la  lettre  d  désignant  la  quantité 

SiFon  fait  tourner  Taxe  polaire  de  Tangle  9,  Téquation  (6)  devient  identique 
I  réquation  (2)  de  la  strophoîde  oblique  (a«  370). 

L*angle  f  éUnt  égal  \  PDA,  Tasymptote  est  parallèle  à  la  droite  OP. 
Parmi  les  courbes  homofocales  considérées  se  trouvent  une  hyperbole  et 
une  ellipse  passant  par  le  point  P;  on  en  conclut  que  le  point  P  appartient 
aa  lieu  et  que  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices  PQ,  PQ'  des 
angles  formés  par  les  droites  PF  et  PF'.  La  strophoîde  est  définie  par  deux 
droites  PE,  PI  et  un  point  I  sur  Tune  dVUes.  Nous  connaissons  la  droite  PE; 
on  obtiendra  la  droite  PI  en  remarquant  que  la  tangente  PQ  est  bissectrice 
de  Tangle  EPI  ;  on  obtiendra  le  point  I  à  Taide  de  Fun  des  points  du  lieu, 
par  exemple  du  point  A  ;  la  droite  I A  doit  être  telle  que  Ton  ait  KA  =  KP; 
le  point  K  est  donc  le  point  milieu  de  la  diagonale  OP. 

La  courbe  précédente  est  aussi  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du 
point  P  aux  courbes  du  second  degré  qui  ont  pour  foyers  les  points  F  et  F'; 
car,  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales  se  coupant  à  angle  droit, 
la  tangente  ^  Tune  est  normale  à  Tautre. 

%1% — Exemple  VIII.  Construire  la  courbe  donnée  par  V équation 


p  =  a 


2(0 


2(0  —  I 


La  valeur  de  p  s*annule  pour  «o  s=  0,  et  devient  infinie  pour  tû=s  -• 

M 

menons  par  le  pôle  k  droite  L'L» 
qui  fait  avec  Taxe  polaire  Tangle 

4 


dont  la  mesure  est  ^  (fig.  233). 

Lorsque  w  varie  de  0  à  3»  p  est  né- 

gaiiPet  varie  de  Oà  —  00,  on  aune 
branche  infinie  OA'B',  tangente  à 
Taxe  polaire  et  comprise  dans  Tan- 

^^ 


BR. 
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à  i 

gle  X'OL'.  Quand  a>  dépasse  -  et  croît  de  ^  ^  <»  »  P  devient  positif  et  décroît 

de  00  à  a,  on  obtient  aipsi  uiie  premiers  branche  iqfioiQ  AB,  puis  une  se- 
conde ÂE  qui  fait  une  infinité  de  circonyolutions  autour  du  cercle  décrit 
du  pôle  comme  centre,  ayec  a  pour  rayon,  en  se  rapprochant  constamment 
du  cercle.  Quand  <•>  varls  de  Q  k  —  ?Ç  i  P  reste  poj^Hi^  ^t  va  en  croissant  de 
0  à  a,  ce  qui  donne  la  branche  OE'  intérieure  au  cercle  ;  cette  branche  fait 
une  inanité  de  circonvolutions  en  se  rapprochant  constamment  du  cercle. 

Considérons  Tune  des  branches  infinies  A'B',  4B;  la  distance  MP  d'an 
point  de  Tune  de  ces  branches  k  I^  droite  L'L  ^  pour  expression 


P 


,         .  sin  f  (0 j 

sin  (  CD  —  il  =2  a  6) ^ —  ; 

^        ^  (i) — - 

2 


la  limite  de  celte  cjuantité,  lorsaue  (o  tend  vers  -,  est  -•  Les  deux  branches 


A'B'y  AB  ont  donc  pour  asymptote  la  droite  CD,  distante  de  L'L  de  ^- 
Si  Ton  pose  ps^^â"^^'»  l'excès  dç  la  distance  HP  sur  sa  limio  ^st 

L9  parenthèse  s'annule  pour  w'=  0;  sa  dérivée  première  s*annu1e  aussi, 
mais  sa  dérivée  seconde  a  une  valeur  positive;  si  l'on  fait  crof ire  a>'  à  partir 
de  zéro,  on  en  conclut  que  la  dérivée  première  commence  par  croître,  el, 
par  suite,  est  positive,  et  de  même  la  parenthèse  ;  ainsi  la  différence  8  est 
positive  pour  des  valeurs  positives  de  to'  suffisamment  petites.  On  reçonoaît 
de  la  même  manière  que  la  différence  ô  est  négative  pour  des  valeurs  néga- 
tives très-petites  de  «',  ce  qu'on  voit  d'ailleurs  directement  ;  ainsi  les  deux 
branches  infinies  sont  situées  par  rapport  à  Tasymptote,  comme  l'indique 
la  figure  ;  il  est  éyident,  çn  outre,  que  cette  asymptote  est  coQpée  par  la 
co^rbe  en  nombre  infini  de  points. 
31S — Exemple  IX.  Construire  la  courbe 


=i±y/i 


__        2sino)  —  I 

P 


SIDCt) 

Le  rayoA  vecteur  reprenant  la  même  valeur  quand  <•>  augmente  de  ïr.,  il 

suffit  de  faire  varier  w  de  0  à  2ir.  Pour  que  le  rayon  vecteur  çoit  réel,  il 

aut  que  la  fraction  placée  sous  le  radical  soit  positive.  Le  numérateur 

change  de  signe  pour  les  valeurs  ^,  —  attribuées  à  w,  le  dénominateur 


c 


—  * 


\  y 


\ 
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lonr  les  valeurs  0  et  «;  en  rangeaDt  ces  ugles  par  ordre  de  graadeor 

m  Yoit  que  la  quantité  placée  soas  le  radical  est  négative  de  0  k  -9  positive 

o 

le  -  âi  —9  négative  de  -g-  k  ic«  positive  de  ic  ^  2ic;  on  obtiendra  donc 

onte  la  courbe,  en  faisant  varier  w  de  -  à  —9  et  de  n  à  9ic.  On  remarque 

d*ailleurs  qae  les  valeurs  supplé- 
mentaires de  a>  reproduisant  les 
mêmes  valeurs  de  p,  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  la  per- 

)f^vj?^ — '    pendiculaire  OY  à  Taxe  polaire  OX 

ik^/  ^    (fig.234). 

^v^     ^'  ''  I  '       Du  pôle  comme  centre,  avec  un 

rayon   égal  ^  T Unité,   décrivons 

/  un  cercle  ;  ce  cercle  divisera'  en| 

deux  parties  égales  chacune  des 

cordes  qui  passent  par  le  centre  ; 

quand  co  varie  ^^  ë  ^  3*  '^  valeur  du  radical,  que  nous  désignerons  par  pi, 

en  posas!  p  s  1  ±: p,,  croit  de  0  k  4,  ce  qui  donne  les  deux  arcs  AB  et 
AO,  qui  se  raccordeai  au  point  A,  tangentrellement  k  la  droite  OA  ;  Tare 

AO  est  tangent  au  point  0  ^  la  droite  OY.  En  faisant  varier  (o  de  ^  à  -^9 

on  obtiendra  Tare  BA'O^  symétrique  de  BAO  par  rapport  à  la  droite  OY. 

3îc  /— 

Quand  co  varie  de  n  à  —9  pi  décroît  de  «  k  v3:  ce  qui  doana  les  deux 

brancbea  infinies  EF  et  CD;  en  faisant  varier  &>  de  -^  à  âit^  on  obtiendra 

les  deux  branches  FE'»  DG'»  symétriques  des  précédentes  ;  ces  branolies 
infinies  sont  asymptotes  \  Taie  polaire. 

374.^Rbharque.  La  distance  \ariable  MK  d'un  point  M 
d^une  branche  infinie  (flg.  229}  à  la  direction  OL,  pour  laquelle 
p  devient  infini^  a  pour  expression 

it:psin(<i)  —  a); 

■ 

quand  td  s'approche  de  a,  le  premier  facteur  croit  indéfiniment 
et  le  second  tend  vers  zéro.  Dans  les  exemples  précédents,  on 
a  pu  découTrir  sans  peine  ce  que  deyient  ce  produit  pour  des 
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valeurs  de  w  voisines  de  a;  lorsque  la  difficulté  est  plus  grande, 

on  a  recours  à  la  règle  suivante. 

Le  produit  peut  s'écrire 

I 

sin  (w  —  a)  ^      p 
(ù  —  a      *  0)  —  a 

Le  premier  rapport  a  pour  limite  l'unité;  si  Ton  considère  - 

P 

comme  une  fonction  de  w,  le  numérateur  du  second  rapport  est 

Taccroissement  de  -»  quand  l'angle  polaire  passe  de  la  valeur 

P 
aà  la  valeur  <ù;  le  dénominateur  étant  Taccroissement  de  Tangle, 

le  rapport  a  pour  limite  la  valeur  de  la  dérivée  de  -»  considérée 

comme  une  fonctionde  co, quand  on  y  remplace  w  par  a.  Lorsque 
cette  dérivée  est  nulle,  la  branche  considérée  n'a  pas  d'asym- 
ptote; si  la  dérivée  a  une  valeur  d  différente  de  zéro,  la  bran- 
che a  une  asymptote,  située  à  la  distance  -j  de  la  droite  OL. 

EXERCICES. 

4*  Trouver  le  lieu  du  sommet  d'une  parabole  variable  qui  a  un  foyer  fixe 
et  qui  touche  une  conique  du  même  foyer  (conchoîde). 

^  Trouver  le  lieu  du  sommet  d*on  triangle  variable,  dont  la  base  a  est 
fixe,  et  dont  les  deux  autres  côtés  6  et  c  et  la  médiane  correspondante  m  vc- 
rifient  la  relation  6— c  =  my3. 

3*^  On  donne  un  point  ûxe  0  et  une  droiie  6xe  OP;  on  demande  le  lieu 
du  sommet  M  d'un  triangle  variable  MON  qui  remplit  les  conditions  sui- 
vantes :  le  côté  ON  a  une  longueur  constante  o,  le  côté  NM  =  a  \/ï,  enOn 
les  angles  vérifient  la  relation  cos  (MON  —  20MN)  =  cosMOP  (lemniscate); 
démontrer  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  lieu  passe  au 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a  donné  ce  point. 

4"  Le  triangle  ÂBG  est  inscrit  dans  un  cercle  donné,  le  sommet  Â  reste 
fixe  etTangle  Â  constant;  on  demande  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit 
dans  le  triangle  ABC  (limaçon). 

5*  Trouver  le  lieu  du  soinmet  d*un  angle  constant  dont  les  deux  cutés 
sont  tangents  à  deux  circonférences  données  (limaçon). 

6®  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  corde  commune 
et  une  tangente  commune,  parallèle  à  cette  curde. 

7*  On  donne  un  cercle  fixe,  un  cercle  vnrlable  touche  le  premier  en  nn 
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point  fixe;  on  demande  le  lieu  da  point  de  contact  sur  ce  dernier  cercle  de 
la  tangente  commune  aux  deux  cercles. 

8®  Trouver  le  lieu  du  sommet  ou  du  foyer  d'une  hyperbole  équilalère» 
dont  le  centre  est  fixe  et  qui  passe  en  un  point  fixe. 

9*  Trouver  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  donnée,  assu- 
jettie à  passer  par  deux  points  fixes. 

40*  On  donne  un  angle  droit  YOX,  et  un  point  fixe  P  sur  la  bisseciriee 
de  cet  angle  ;  on  demande  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  P  sur  une  sécante  variable  qui  intercepte  dans  Tangle  un  triangle 
dont  Taire  est  constante. 

44*  En  un  point  quelconque  M  d*une  parabole  on  mène  la  normale  que 
Ton  prolonge  jusqu'au  point  N  oh.  elle  rencontre  Taxe  ;  on  demande  le  lieu 
du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  avec  la  perpendicu- 
laire à  Taxe  au  point  N. 

43*  On  remplace  la  parabole  du  problème  précédent  par  une  hyperbole; 
on  prend  le  point  N  sur  Tun  des  deux  axes  de  la  courbe  ;  trouver  le  lieu. 

4  3*  Une  parabole  tourne  autour  de  son  foyer  ;  on  demande  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

4  4*  Trouver  le  lieu  du  point  milieu  d'une  corde  normale  ^  une  hyper- 
bole donnée. 

45*  Étant  donnée  une  ellipse,  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  constant 
parcourt  un  diamètre  de  Tellipse  ;  trouver  le  lieu  des  points  de  concours 
des  sécantes  communes  au  cercle  et  à  Tellipse. 

46*  Étant  donnée  une  hyperbole  équilatère^  le  centre  d'un  cercle^  qui 
passe  constamment  par  le  centre  de  Thyperbole,  décrit  une  asymptote; 
trouver  le  lieu  des  points  de  concours  des  sécantes  communes. 

47*  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné 
anx  cercles  qui  touchent  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

48*  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné 
aux  cercles  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

4  9*  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  inscrites  dans  une  hyperbole 
donnée  et  tangentes  à  un  cercle  concentrique  k  Thyperbole. 

20*  Construire  les  lieux  représentés  par  les  équations 

y* — a;*-f-2aa:'y  =  o,    x^-hy''  —  2ay' — 2bx^y  =  o, 

(x*-+-  y*)* — 6axy* — 2aaî'-h  aa'x'  =  o,     y  =  a  -f-  6  {x —  c)"*, 

^*  H-  î/*  —  3  x'  —  4  a;2  r=  o,    x^y^-\-y  —  x  =  o, 

y* — ic*  —  2bxy^^2ax^=o,    y^ — a;*—  2jî'î/*4-  2a;  =  o, 

?/*— a?* — 96a*y'-f-  iooa*x'  =  o,    2x^ — if-^iv  —  a7)*=o. 
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Un  système  est  semblable  à  un  système  donné,  lorsqu'il  est 
égal  à  Tun  des  systèmes  homothéiiques  au  système  donné. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES. 

3yy — Puisque  les  droites  OA',  OB^  sont  divisées  en  A  et  B 
dans  le  même  rapport^  la  droite  A'B'  est  parallèle  à  AB,  et  Ton  a 

AB  _  OA  _  , 
A'B'""(yA'"~ 

Ainsi  la  droite  qui  joint  deux  points  A  et  B  du  premier  système 
et  celle  qui  joint  les  deux  points  homologues  A'  et  Bf  du  second 
système  sont  parallèles,  et  dans  le  rapport  constant  k. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  en  ligne  droite,  les  droites  A^B^, 
A^C^  respectivement  parallèles  à  AB  et  à  AC  coïncident;  doue, 
quand  trois  points  sont  en  ligne  droite^  leurs  homologues  sont 
aussi  en  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  la  figure  homothétique 
d'une  droite  est  une  droite  parallèle  à  la  première.  Si  la  pre- 
mière droite  passe  par  le  centre  de  similitude,  les  deux  droites 
coïncident.  Les  droites  homotbétiques  étant  parallèles,  on  voit 
que  Vangle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  droites  homo- 
thétique. 

Les  cordes  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
courbes  homotbétiques,  étant  parallèles,  tendent,  lorsque  les 
deux  points  d'une  même  courbe  se  rapprochent  indéfiniment, 
vers  des  directions  parallèles;  on  en  conclut  que  les  tangentes 
à  deux  courbes]  homothéiiques  aux  points  homologues  sont 
parallèles. 

378 — Si  deux  systèmes  sont  tels  que  les  droites  menées  d'un 
point  I  aux  différents  points  du  premier  système  et  celles  menées 
d'un  point  V  aux  différents  points  du  second  soient  respective- 
ment parallèles  et  dans  un  rapport  constant  k,  ces  deux  sys- 
tèmes sont  homothéiiques.  En  effet,  prenons  sur  VI  un  point  0 

tel  que  Ton  ait  jr|j  =  A,  les  deux  rayons  OA,  OA'  sont  en  ligne 

droite  et  dans  le  rapport  constant  k;  donc  les  deux  systèmes 
sont  homotbétiques  et  le  point  0  est  le  centre  d'homotbétie. 

STO — Deux  systèmes  homothéiiques  à  un  troisième  sont 
homothéiiques  entre  eux. 


DE  LA  SMILITUDE. 
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Cette  propriété  ndos  servira  pont  là  définition  générale  de 
la  similitude. 

DÉtlNltldK  tlK  LÀ  StlttLlttDÈ. 

Sif  O— Soit  un  système  quelconque  de  points  A,  B,  C, . . . , 

situés  dans  un  plan;  ceè 
points  pouvant  être  isolés 
les  uns  des  autres^  ou  for- 
mer des  lignes  continues; 
d'un  point  0^  pris  arbitrai- 
rement dans  le  plan>  Ine^ 
nous  aux  différents  points 
du  système  des  rayons 
OA ,  OB,  OC^ . . . ,  et  prenons 
sur  ces  rayons  des  points 
A^  B^  C^ . .  <  tels  ()ue  Voh 
ait 

OA_OB  _0C_    _. 
0A'~~0B'~~5g^ ^' 

le  système  des  points  ainsi 
obtenus  est  dit  semblable 


o       -^^ — 
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Fig.236. 

au  système  proposé  el  semblablement  placé. 

Si  les  points  A',  B',  C, . . .  étaient  pris  sur  les  prolongements 
des  rayons  vecteurs  en  sens  inverse^  les  deux  systèmes  seraient 
semblables  et  inversement  placés.P3.r  une  rotation  de  i8o  degrés 
autour  du  point  0^  le  second  système  coïncide  avec  un  des 
systèmes  semblables  et  semblablement  placés. 

Pour  abréger  le  langage^  M.  Cbasles  a  désigné  cette  simili- 
tude de  forme  et  de  position  par  le  nom  d'homothélie,  directe 
dans  le  premier  cas,  inverse  dans  le  second.  Le  point  0  est  dit 
centre  de  similitude  ou  d'homothétie  des  deux  systèmes,  le 
nombre  k  est  le  rapport  de  simililude^  et  on  appelle  points 
homologues  les  points  A  et  A^  |)lacés  sur  un  même  rayon.  Si 
Ton  fait  varier  le  rapport  A  de  o  à  oo  et  aussi  la  position  du 
centre  0  de  similitude,  on  obtient  tous  les  systèmes  homothé* 
tiques  au  système  proposé. 


346  LIVRE  IV,  CHAPITRE  V. 

dindes,  ellei  èont  auêsi  hômotkëiit[ueè  imerséê,  et  réetpro' 
qmment. 

Soient  C  et  G  led  centres  des  figures  (fig.  238),  A  et  A'  deux 
points  homologuer  ;  prenons  dur  le  prolongement  de  G'A^un 
poirit  A{  tel  que  C'A^  =  C'A^,  le  point  Ai  appartient  aussi  à  la 

seconde  figure;  or,  p^— -,  =  *,-  donc  r^r-^==*;  puisque  les 

rayent  homologue^  CA  et  C' A(  sont  dirigés  en  sens  contraire, 
les  deux  courbes  sont  homothétiques  inverses. 


Fig.  »tt. 

11  en  résulte  que  les  deux  figures  ont  deux  centres  de  simili- 
tude, Tun  direct  0  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des 
centres,  l'autre  inverse  oii  interne  0'  placé  dans  l'intervalle 
CC^ 

Lorsque  trois  figures  à  centre  sont  homothétiques  deux  à 
deux,  elles  ont  trois  centres  de  similitude  directe  et  trois  cen- 
tres de  similitude  inverse.  Les  trois  centres  de  similitude  di- 
recte sont  en  ligne  droite;  de  même,  deux  centres  de  simili- 
tude inverse  et  un  centre  de  similitude  directe  sont  aussi  en 
ligne  droite. 

âSii — Les  côtés  homologues  de  deux  polygones  holnothé- 
tiques  ayant  constamment  pour  rapport  le  nombtëft,  leurs 
périmètres  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  le  rapport  des 
périmètres  de  deux  polygones  homoihéliques  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 

Si  Ton  abaisse  de  deux  sommets  homologues  de  deux 
triangles  homothétiques  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 
opposés,  ces  perpendiculaires  seront  des  droites  homologues 
dans  les  deux  systèmes,  leur  rapport  sera  égal  à  A,  et,  par 
suite,  le  rapport  des  aires  des  triangles  sera  égal  à  k^. 

En  décomposant  deux  polygone^  homothétiques  en  triangles 
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homotbétiques  deux  à  deux,  on  Toît  que  le  rapport  des  aires 
des  figures  est  encore  égal  kk-}  ainsi  h  rapport  des  aires  de 
deux  polygones  homothitiqueê  $$t  égal  au  carré  du  rapport  de 
simililtide^ 

Les  deux  théorèities  précédents  s'ét^ident  à  dés  figures 
planes^  terminées  par  des  contours  homothétiques  quelcon- 
ques. 

S S3— Exemples.  On  a  tu  que  Ton  obtidut  touteëlés  courbes 

homotbétiques  à  une  courbe  donnée  S^  avec  tin  Seul  centre  de 

similitude  0^  pris  à  volonté  dans  son  plan.  Considérons  divers 

exemples  : 

1*  La  courbe  S  est  un  cercle.  8i  Ton  prend  le  centre  du 

cercle  pour  centre  de  similitude^  là  se<iôndè 
courbe  sera  un  cercle^  dont  le  t&^àn  pourra 
avoir  telle  grandeur  que  l'on  voudra. 

2°  La  courbe  S  est  une  parabole  (fig.  239]. 

La  courbe  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la 

tangente  au  sommet^  les  coordonnées  x  et 

y  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe 

Fig.  239.         vérifient  Péqualion  y'=2px.  Si  Ton  prend 

le  sommet  pour  centre  de  similitude  et  que  Ton  appelle  x' 

et  i/  les  coordonnées  du  point  homotbétique  M^  on  aura 

-j  =  yp=.  -jjp  =  A,  d'où  X  =  kx^,  y  =  ky^;  la  courbe  homo- 

thétique  est  représentée  par  l'équation  y^^  =  ~^x';  c'est  une 

parabole^  dont  le  paramètre  peut  avoir  telle  grandeur  que  l'on 
voudra  à  cause  du  rapport  arbitraire  k;  on  en  conclut  que 
deux  paraboles  quelconques  sont  semblables, 

3®  La  courbe  S  est  Tellipse  —  -h  ^^  =sn  i .  Si  Ton  prend  le 

centre  de  la  courbe  pour  cet)tre  de  simiiilude^  la  courbe  bo- 
moihétique^  représentée  par  Téquation 

est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à  celles  des  axes  de  la  première 
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ellipse.  On  en  conclut  que  detix  ellipses  sont  semailles  lorsque 
leurs  axes  sont  proportionnels. 

Le  même  théorème  a  lieu  pour  Phyperbole. 

4*  La  courbe  S  est  la  spirale  logarithmique  p=ae"^.  Quand 
on  prend  le  pôle  pour  centre  de  similitude^  les  courbes  bomo- 

thétiques  ont  pour  équation  p  =  — r— ;  si  Ton  pose  k  =  e'^^, 

cette  équation  devient  p  =  aé^^-^^;  elle  représente  la  spi- 
rale proposée^  que  Ton  a  fait  tourner  de  l'angle  et  autour  du 
pôle.  Il  en  résulte  que  la  seule  courbe  semblable  à  une  spirale 
logarithmique  est  cette  spirale  elle-même;  à  un  premier  point 
H  de  la  courbe  correspond  un  autre  point  M^  de  la  même 
courbe^  et  Ton  peut  prendre  ce  point  H^  à  Tolonté^  à  cause  du 
nombre  arbitraire  k. 

ÉQUATION  DES  COURBES  HOHOTHÉTIQUES. 

3SS— Soit 

réquation  d'une  courbe  S.  Prenons 

Torigine  pour  centre  de  similitude 

X    et  construisons  avec  le  rapport  k 

une  courbe  S^  bomothétique  à  la 

première.  Si  Ton  désigne  par  x  et 

y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 

Fig.  346.  conque  M  de  la  première  courbe, 

par  x'  et  y^  celles  du  point  homologue  M'  de  la  seconde,  les 

triangles  semblables  OPM^  (yPVH  donnent 

£  —  £.  —  .^  —  1.  • 

si  Ton  substitue  dans  l'équation  (i)^  on  a  l'équation 

(2)    fikx^,  ky^)  =  o, 

qui  représente  toutes  les  courbes  homo thétiques  à  la  courbe 
proposée  et  ayant  Torigine  pour  centre  d'homothétie.  Dans  cette 
équation,  on  donnera  à  k  une  valeur  positive  lorsque  rhomo- 
thétie  sera  directe,  une  valeur  négative  lorsque  l'homothélie 
sera  inverse. 
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Laissant  âxe  la  courbe  S^  transportons  la  courbe  S^  dans  le 
plan^  de  manière  que  Torigine  0  vienne  en  (K  (p,  q),  et  que 
les  axes  restent  parallèles  à  leur  position  primitiye;  la  courbe 
&  a  pour  équation^  par  rapport  aux  axes  OX^  et  (VY^ 

e\y  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

(3)    f[k{x-^p),    ft(y-g)]=o. 

Dans  cette  nouvelle  position^  la  courbe  S'  est  homothétique 
à  la  courbe  S  ;  car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0  et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  k.  L'équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 
proposée^  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  simili- 
tude. 

3S4 — En  même  temps  que  nous  transportons  Torigine  en 
(y,  faisons  tourner  les  axes  de  l'angle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à  la  proposée.  La  courbe  S',  rapportée  aux  axes 
mobiles  CX'  et  (y Y',  a  pour  équation  f(ka/,  ky^)  =  o;  au 
moven  des  formules  de  transformation. 

oc!  =  (x  —  p)  cosa  -f-  (y  —  q)  sina, 
yf^z —  [x  —  p)  sina-h  (y  —  q)  cosa, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  Téquation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette 
équation  représente  toutes  les  courbes  semblables  à  la  pro- 
posée. 

3  SS— Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

Aj?«-+-Baîy  +  Cy*+Da?  +  Ey-HF=o, 
A'a:*+B'a;y-i-C'y  -f-D'y-f-EY4-F=o, 

soient  homothétiques.  L'équation  générale  des  courbes  homo- 
thétiques à  la  première  courbe  est  (n*  383) 

î'-h  BA'jîy  +  CkY  —  (Bt'q  -f-  2  A**p  —  Dft)  a: — (BA«p  -h  iCk^q  —  EA)y 
(Aft*p^-f-Bft'pq-hC^V/^  — Dfrp  — Et<3f-f-F)  =  o. 
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Ea  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 

A''^B'  — g/—  îv W 


•5r^an«"^^ 


^■^yy^^^w^i^— ^^■»^— ^^^»*»« 


F 

L'élimination  des  trois  paramètres  p,  q,  k,  entre  ces  cinq 
équationSi  donna  deux  équations  de  condition;  or^  les  deux 

premières  équations  -^  =  ^  =  — »  ne  renfermant  pas  les  pa- 
ramètres à  éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de 
condition.  Donc,  pour  qtie  deux  courbes  du  second  degré  soient 
homoihétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  soient  proportionnels, 

386 — Il  reste  à  examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 
p,  q,  k  sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels,  on  peut  les  rendre  égaux 
en  multipliant  tous  les  termes  de  l'une  des  équations  par  un 
facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 
forme 

(4)  Aa;*+Ba;y-hCy»4-D  x-hEy-hF  =o, 

(5)  Ax^+Bxy  +  Cy^-hiyx-hWy'hV^  —  o. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 
tité B«  — 4AC. 

1*  B* — 4A.C  =  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ^T^nt  le  même  coeffiicient 

angulaire ^»  sont  parallèles,  et,  par  suite,  les  courbes  sont 

homothétiques. 

2«  B*  — 4AC  <o.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de- 
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Laissant  fixe  la  courbe  S,  transportons  la  courbe  S^  dans  le 
plan,  de  manière  que  Torigine  0  vienne  en  (V  (p,  q),  et  que 
les  axes  restent  parallèles  à  leur  position  primitiye;  la  courbe 
S'  a  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  (KX'  et  (yY^ 

et,  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

(3)    f[k(x^p),    *(»~g)]=o. 

Dans  cette  nouvelle  position,  la  courbe  S'  est  homothétique 
à  la  courbe  S  ;  car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0  et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  A:.  L^équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  simili- 
tude. 

3S4 — En  même  temps  que  nous  transportons  Torigine  en 
(y,  faisons  tourner  les  axes  de  l'angle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à  la  proposée.  La  courbe  S',  rapportée  aux  axes 
mobiles  (VX'  et  (VY',  a  pour  équation  f(kaf,  W)  =  ^l  ^^ 
moven  des  formules  de  transformation, 

x^  =  (x  —  p)  cosa  -h  (y  —  q)  sina, 
l/=—  (a:  —  p)  sina  H- (y  —  g)  cosa, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  l'équation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette 
équation  représente  toutes  les  courbes  semblables  à  la  pro- 
posée. 

3  S5— Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

Aaj«+Ba?y+Cy»-hDa:-l-Ey-hF=o, 
A^x^+B/œy-hCy  -f-D^y  +  E'y'-hF=o, 

soient  homothétiques.  L'équation  générale  des  courbes  homo- 
thétiques à  la  première  courbe  est  (n*  383) 

:»x*+  Bk*xy  +  Cky  —  (Bft'g  -h  2  AA*p  —  Dft)  a:  —  (Bk^p  -^  2C**g  —  E*)î^ 
+  (A*  V -+- B*'P9 -+- CfcV/^  —  DÂ-p -^  Etqf -+- F)  =  G. 
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Eo  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 

A  _B  _C  _-»g-»AP-^F_-~°P~'^^g~^f 

A'  ^h'—'S/'-'  U'  "~  'W 

D  E         F 


«P'"*"  ^' 


F 


T  '»      ■> 


L'élimination  des  trois  paramètres  p,  q,  k,  entre  ces  cinq 
équationsi  dopne  deux  équations  de  condition;  or^  les  deux 

premières  équations  t/  =  57  ^Tv'  °6  renfermant  pas  les  pa- 

ramètres  à  éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de 
condition.  Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré  soient 
homolhétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  soient  proportionnels. 

3S0 — Il  reste  à  examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 
Pf  qy  k  sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels,  on  peut  les  rendre  égaux 
en  multipliant  tous  les  termes  de  l'une  des  équations  par  un 
facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 
forme 

(4)  Ax^-hBxy-hCy^-hh  x-hEy-h-V  =0, 

(5)  Aa?»-HBa:y+-Ci/«-+-iya?-hE'y4-F^=o. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 
tité B*  — 4AC. 

1*  B* — 4A^C  =  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  ases  des  deux  cpurbes,  ^yant  le  même  coefficient 

angulaire k»  sont  parallèles,  et,  par  suite,  les  courbes  sont 

homothéliques. 

2^  B*  — 4AC  <o.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de- 
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Tiennent 

he^  axes  d^g  courbQSji  dopt  le^  directions  sont  déterminées 

B 
par  1- équation  tangâa2=7— n  {n^  i4o)>  «ont  parallèles.  Si 

Toa  fait  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  l'angle  a,  les 
équations  (6)  et  (7)  se  réduisent  à  la  forme 

(8)  Ma?<-+-Ny«-}-F,  ==0, 

(9)  Î4a?«-l- Ny»-hF\  =  o. 

Les  fioef&eîents  M  et  N^  dont  les  valeurs  sont  donaées  par  1q9 
relations  ■ 

M-HN=5=A4-C,    J|-^N^\/B'H-(A-C]% 

ont  le  même  signe  ;  pour  que  les  équations  (8)  et  (9)  représen-* 
tent  deux  ellipses^  il  faut  que  les  quantités  Fj^  F^  soient  éga- 
lement de  même  signe  et  que,  de  plus,  ce  signe  soit  contraire 
au  précédent.  Lqrsque  cette  condition  est  remplie^  les  axes  des 

/N 
deux  ellipses  ayant  le  même  rapport  \/tï»  les  ellipses  sont 

homotliétiques* 

3®  B*— 4AC> o.  Les  deux lieuj  sont  du  genri^  hyperbple. 
En  faisant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précé*- 
dent,  cm  arrive  aujc  équations  (8|  et  (9)  dans  lesquelles  M  et  N 
ont  des  signes  contraires.  Lorsque  les  quantités  Fj  et  F'i  sont 
difiEérentei^  de  zéro,  chaciine  des  équatiqns  représente  une  bf^ 
perbole.  Si  F^  et  F{  ont  le  même  signç,  les  axç§  ré^ts  des  deux 
courbes  sont  parallèles,  et  comme  le  rapport  des  axes  est  le 
même,  les  courbes  sont  homothéliques.  Lorsque  F^  et  Fi  ont 
des  signes  contraires.  Tune  des  hyperboles  est  semblable  à  la 
conjuguée  de  l'autre.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  courbes  ont 
leurs  asymptotes  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  deux  équations 
du  second  degré  ont  les  coefficients  de^  termes  du  second  degré 
proportionnels,  et  représentent  deux  courbes,  ces  courbes  sont 
homothétiques  ;  cependant,  quand  les  courbes  sont  des  hyper- 
boles^  il  peut  arriver  que  Vune  soit  honu>théttque  à  la  conjuguée 
de  tautre. 
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Un  système  est  semblable  à  un  système  donné,  lorsqu^il  est 
égal  à  Tun  des  systèmes  homothétiques  au  système  donné. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES. 

3fT — Puisque  les  droites  OA^  OB^  sont  divisées  en  A  et  B 
dansie  même  rapport^  la  droite  A'B'  est  parallèle  à  AB,  et  Ton  a 

AB  ^OA^^i^ 


Ainsi  {a  droite  qui  joint  deux  points  A  et  B  du  premier  système 
et  celle  qui  joint  les  deux  points  homologues  A'  et  W  du  second 
système  sont  parallèles ,  et  dans  le  rapport  constant  k. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  en  ligne  droite^  les  droites  A^B^^ 
A^C^  respectivement  parallèles  à  AB  et  à  AC  coïncident;  donc^ 
quamd  trois  points  sont  en  ligne  droite j  leurs  homologues  sont 
aussi  en  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  la  figure  homothétique 
d'une  droite  est  une  droite  parallèle  à  la  première.  Si  la  pre- 
mière droite  passe  par  le  centre  de  similitude^  les  deux  droites 
coïncident.  Les  droites  homothétiques  étant  parallèles^  on  voit 
que  l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  droites  homo- 
thétiques. 

Les  cordes  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques^  étant  parallèles^  tendent^  lorsque  les 
deux  points  d'une  même  courbe  se  rapprochent  indéfiniment^ 
vers  des  directions  parallèles;  on  en  conclut  que  les  tangentes 
à  deux  courbes]  homothétiques  aux  points  homologues  sont 
parallèles. 

378 — Si  deux  systèmes  sont  tels  que  les  droites  menées  d'un 
point  I  aux  différents  points  du  premier  système  et  celles  menées 
d^un  point  F  aux  différents  points  du  second  soient  respective- 
ment parallèles  et  dans  un  rapport  constant  k,  ces  deux  sys- 
tèmes  sont  homothétiques.  En  effet,  prenons  sur  FI  un  point  0 

tel  que  l'on  ait  j^  =  A,  les  deux  rayons  OA,  OA'  sont  en  ligne 

droite  et  dans  le  rapport  constant  k;  donc  les  deux  systèmes 
sont  homothétiques  et  le  point  0  est  le  centre  d'honiotbétie. 

379 — Deux  systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont 
homothétiques  entre  eux. 
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tient  onze  paramètres  arbitraires;  on  peut  même  prendre  à 
volonté Fune  des  cinq  fonctions  linéaires,  puisqu'il  reste  encore 
neuf  paramètres.  Les  trois  droites  a^  =  o,  a,=o,  a,=o  sont 
tangentes  à  la  courbe  aux  points  où  elles  sont  coupées  par  la 
droite  ^  =  o;  et  les  points  où  ces  tangentes  sont  coupées  par  la 
droite  y  =  o  appartiennent  aussi  à  la  courbe.  En  prenant  ^  à 
volonté,  on  aie  théorème  suivant  :  si  Ton  coupe  une  courbe 
du  troisième  degré  par  une  droite  quelconque  ^  =  o,  qu'aux 
trois  points  d'intersection  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe, 
chacune  des  tangentes  coupe  la  courbe  en  un  nouveau  point, 
et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  En  prenant  y  à  volonté, 
on  a  cet  autre  théorème  :  si  Ton  coupe  une  courbe  du  troi- 
sième degré  par  une  droite  y  =  o,  que  par  chacun  des  points 
d'intersection  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe,  les  points 
de  contact  de  ces  tangentes  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite. 

Supposons  que  la  droite  p  =  o  s'éloigne  à  Finfini,  les  trois 
tangentes  ol^  =  o,  a,=o,  a,  =  o  auront  pour  limites  les  trois 
asymptotes  de  la  courbe;  chacune  de  ces  asymptotes  coupe  la 
courbe  en  un  seul  point,  et  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

On  voit  que  toute  équation  du  quatrième  degré  peut  être 
mise  sous  la  forme 

ttj  a,  a,  a^  —  'A  P*  ç  =  o, 

ç  désignant  un  polynôme  du  second  degré;  car  cette  équation 
contient  i6  paramètres;  on  peut  même  prendre  ^  à  volonté, 
puisqu'il  reste  i4  paramètres.  Ainsi,  quand  on  coupe  une 
courbe  du  quatrième  degré  par  une  droite  quelconque,  qu'aux 
quatre  points  d'intersection  on  mène  des  tangentes,  et  qu'on 
prend  les  deux  autres  points  où  chaque  tangente  rencontre 
la  courbe,  on  a  huit  points  situés  sur  une  conique  <p  =  o. 

Une  courbe  du  quatrième  degré  a  quatre  asymptotes;  cha- 
cune d'elles  coupe  la  courbe  en  deux  points;  les  huit  points 
sont  sur  une  conique. 

CONDITIONS  DE  SIMILITUDE  DE   DEUX  FIGURES. 

S99— Considérons  une  série  de  courbes  de  même  espèce, 
dans  la  définition  desquelles  il  n'entre  qu'un  paramètre 
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direclêé,  ellei  àont  mnsi  hùmotkiiiquéè  iMersêêy  ei  rétipro- 
quement. 

Soient  C  et  C  leâ  centres  des  figures  (fig.  238),  A  et  A'  deux 
points  homologues;  jflrenons  sur  le  prolongement  de  C'A^un 
poifit  Aï  tel  que  C'A^  =  C'A',  le  point  Ai  appartient  aussi  à  la 

seconde  figure;  or,  j^^  =  k;  donc  ==t;  puisque  les 

rayonâ  homologuëft  CA  et  GA{  sont  dirigés  en  sens  contraire, 
les  deux  courbes  sont  honiothétiques  inverses. 
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11  en  résulte  qiie  ies  deux  flguteS  ont  deUl  centres  de  simili- 
tude, Tun  direct  0  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des 
centres,  l'autre  inverse  oii  interne  CK  placé  danS  l'intervalle 
CC^ 

Lorsque  trois  figures  à  centre  sont  homothétiques  deux  à 
deux,  elles  ont  trois  centres  de  similitude  directe  et  trois  cen- 
tres de  similitude  inverse.  Les  trois  centres  de  similitude  di- 
recte sont  en  ligne  droite;  de  même,  deux  centres  de  simili- 
tude inverse  et  un  centre  de  similitude  directe  sont  aussi  en 
ligne  droite, 

584 — Les  côtés  homologues  de  deiix  polygones  homothé- 
tiques ayant  constamment  pour  rapport  le  tiombtë  A,  leurs 
périmètres  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  le  rapport  des 
périmètres  de  deux  polygones  homothétiques  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 

Si  l'on  abaisse  de  deux  sommets  homologues  de  deux 
triangles  homothétiques  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 
opposés,  ces  perpendiculaires  seront  des  droites  homologues 
dans  les  deux  systèmes,  leur  rapport  sera  égal  à  A:,  et,  par 
suite,  le  rapport  des  aires  des  triangles  sera  égal  à  ft*. 

En  décomposant  deux  polygones  homothétiques  en  triangles 
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homotbétiques  deux  à  deux,  on  Toît  que  le  rapport  des  aires 
des  figures  est  encore  égal  à  k-}  ainsi  h  rappùri  des  aire$  ie 
deux  polygones  homoihétiqu€8  iêt  égal  au  carré  du  rapport  de 
rimililudêé 

Les  deux  théorèmes  précédents  s'étendent  à  dés  figures 
planes,  terminées  par  des  contours  homottiétiques  quelcon- 
ques. 

SS!S— EmpLËs.  On  a  vu  que  l'on  obtient  toutèë  les  courbes 

homothétiques  à  une  courbe  donnée  S^  avec  iin  seul  centre  de 

similitude  0^  pris  à  Tolontédans  son  plan.  Considérons  divers 

exemples  : 

1*^  La  courbe  S  est  un  cercle.  Bî  Ton  prend  le  centre  du 

cercle  pour  centre  de  similitude^  la  secôtldè 

courbe  sera  un  cercle^  dont  le  l'amen  pourra 

avoir  telle  grandeur  que  l'on  voudra. 

_.     2®  La  courbe  S  est  une  parabole  (flg.  289). 

La  courbe  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la 

tangente  au  sommet,  les  coordonnées  x  et 

y  à*\in  point  quelconque  M  de  cette  courbe 

Fig.239.         vérifient  l'équation  y^=2px.  Si  l'on  prend 

le  sommet  pour  centre  de  similitude  et  que  l'on  appelle  x' 

et  y^  les  coordonnées  du  point  homotbétique  M^  on  aura 

-y  =  ^:^  j^  =  k,  d'où  X  =  kxf,  y  =  ky':  la  courbe  homo- 

thétique  est  représentée  par  l'équation  y'*  =  -^a;';  c'est  une 

parabole,  dont  le  paramètre  peut  avoir  telle  grandeur  que  l'on 
voudr;^  à  cause  du  rapport  arbitraire  k:  on  en  conclut  que 
imx  paraboles  quelconqueë  iont  semblables. 

x^      1/' 
3®  La  courbe  S  est  Tellipse  -;  4*  t^  =s=  i.  Si  Ton  prend  le 

centre  de  la  courbe  pour  centre  de  similitude,  la  courbe  ho- 
motbétique, représentée  par  l'équation 

est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à  celles  des  axes  de  là  première 
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réelles  de  Téquation  (3)  sont  les  abscisses  des  points  com- 
muns aux  courbes  (i)  et  (2).  Cependant,  si  le  système  des. 
équations  (i)  et  (3)  était  vérifié  par  une  couple  de  valeurs  de 
la  forme  a?  =  a,  y  =  fJ  -+-  y*^  ^^^^  lequel  les  quantités  a,  p,  y 
sont  réelles,  ces  valeurs  vérifieraient  le  système  des  équations 
(i)  el  (2);  mais  la  quantité  a  ne  serait  pas  Tabscisse  d'un  point 
réel  commun  aux  deux  courbes.  L'exception  que  nous  venons 
de  signaler  ne  se  présente  jamais  lorsque  l'équation  (f{x,  y)=o 
est  une  équation  algébrique  ne  renfermant  la  variable  y  qu'au 
premier  degré. 

Lorsqu'on  veut  résoudre  une  équation  f{œ]=ok  une  seule 
inconnue,  on  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  différentes 
les  courbes  déterminées  par  les  équations  (i)  et  (2).  La  seule 
condition  à  remplir,  c'est  que  l'élimination  de  y  entre  les 
équations  (i)  et  (2)  donne  l'équation  proposée.  Une  première 
combinaison  est  y=zf{x),  y  =  Oy  ce  qui  revient  à  considérer 
les  valeurs  de  l'inconnue  comme  les  abscisses  des  points  de 
rencontre  de  la  courbe  y  =  f[x)  et  de  l'axe  de  oî.  Cette  com- 
binaison est  rarement  la  plus  simple.  On  démontre  en  algèbre 
que  si  l'on  élimine  une  inconnue  y  entre  deux  équations  algé- 
briques à  deux  inconnues  dont  les  degrés  sont  m  et  n,  Téqua- 
tion  en  x  est  généralement  du  degré  mn.  Par  conséquent,  si 
l'équation  proposée  est  algébrique  et  que  l'on  veuille  obtenir 
ses  racines  par  des  intersections  de  courbes  algébriques,  le 
produit  des  degrés  des  équations  des  deux  courbes  devra  être 
égal  au  degré  de  Péquation  à  résoudre.  Appliquons  celte  mé- 
thode à  la  résolution  de  i'éqOation  du  quatrième  degré. 

305— L'équation  du  quatrième  degré  se  ramène  aisément 
à  la  forme 

(4)    x'''^px^-^qx-^r  =  o; 

on  peut  la  considérer  comme  provenant  de  l'élimination  de  y 
entre  les  deux  équations  du  second  degré 

(5)    x^  —  my  =  o,    (6)    m*y*-hpmy-hga;-hr  =  o, 

qui  définissent  chacune  une  parabole.  L'équation  (5)  ne  ren- 
fermant y  qu'au  premier  degré,  toutes  les  racines  réelles  de 
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Laissant  fixe  la  courbe  S^  transportons  la  courbe  S^  dans  le 
plan^  de  manière  que  Torigine  0  vienne  en  (V  {p,  q),  et  que 
les  axes  restent  parallèles  à  leur  position  primitiTe  ;  la  courbe 
S^  a  pour  équation^  par  rapport  aux  axes  (ÏX'  et  (yY^ 

et,  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

(3)    f[k{x^p),    k(y-q)]=o. 

Dans  cette  nouvelle  position,  la  courbe  S'  est  homothétique 
à  la  courbe  S  ;  car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0  et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  k.  L'équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  courbes  bomothétiques  à  la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  simili- 
tude. 


!n  même  temps  que  nous  transportons  Torigine  en 
(y y  faisons  tourner  les  axes  de  Tangle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à  la  proposée.  La  courbe  S^,  rapportée  aux  axes 
mobiles  CX'  et  (VT,  a  pour  équation  f{ka/,  ty')=o;  au 
moven  des  formules  de  transformation. 

x'  =  (x  —  p)  cosa  H-  (y  —  q)  sina, 
t/=—  (a?  —  p)sina+ (y  —  q)  cosa, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  l'équation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette 
équation  représente  toutes  les  courbes  semblables  à  la  pro- 
posée. 

3  SS— Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

Aic"-hBa;y+Cy*-hDa:  +  E  y-hF=o, 

soient  bomothétiques.  L^équation  générale  des  courbes  bomo- 
thétiques à  la  première  courbe  est  (n*  383) 

t'4-  BJt'a:y  +  Cky  —  (B*'q  H-  2  A*»p  —  Dft)  a: — (Bft^p  -h  aCfc'g  —  Ek)y 
(A*»p^ -f- B*«pq -4- C^V/^  —  DA-p -^  E*?  4- F)  =  G. 
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Eo  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 

A<  '^B'~^' \p  "~  'W 

D  E         F 


-,'~M.m!  _■ 


-W 


•«• 


L'élimîiiation  des  trois  paramètres  p,  q,  k,  entre  ces  cinq 
équationSi  donne  deux  équations  de  condition;  or^  les  deux 

premières  équations  T7  =  07  =  ?7'  '^^  renfermant  pas  les  pa- 

ramèires  à  éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de 
condition.  Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré  soient 
homolhétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  soient  proportionnels. 

386 — II  reste  à  examiner  si  les  valeurs  des  paraniètres 
p,  q,  k  sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 
manière  suivante.  Puisque  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  proportionnels^  on  peut  les  rendre  égaux 
en  multipliant  tous  les  termes  de  l'une  des  équations  par  un 
facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 
forme 

(4)  Ax^-hBxy-hCy^-hî)  x-f-E  y-+-F  =0, 

(5)  Xx^-i-Bxy^Cy^'+'iyx'hWy  +  ^^o. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 
tité B«  — 4AC. 

1*  B* — 4A.C  =  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ^yant  le  même  coefficient 

angulaire ^  »  sont  parallèles,  et,  par  suite,  les  courbes  sont 

homothéliques. 

2^  B'  — 4AC  <o.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de- 


m  u  similitude:.  su 

tiennent 

(7)    Ax*']'Bœy  +  Cy*'hV\=o. 
Le^  ^es  d^g  courbQSj  0opt  le?  directions  sont  déterminées 
par  réquation  tanga«=s=-  «^^  (a^  i4o)>  sont  parallèles.  Si 

L'oD  fait  tourner  les  axes  des  coordonnées  de  Tangle  a,  les 
équations  (6)  et  (7)  se  réduisent  à  la  forme 

(8)  Haî«-+-Ny>+Fj=o, 

(9)  M«'+Nv'-hF4=o. 

Les  coefficients  H  et  N^  dont  les  valeurs  sont  données  par  les 
relations  

ont  le  même  signe  ;  pour  que  les  équations  (8)  et  (g)  rej^sen-r 
tent  deux  ellipses^  il  faut  que  les  quantités  F^^  F^  soient  éga- 
lement de  même  signe  et  que,  de  plus,  ce  signe  soit  contraire 
au  précédent.  Lorsque  cette  condition  est  remplie^  les  axes  des 

/N 
deux  ellipses  ayant  le  même  rapport  y-n^  les  ellipses  sont 

homothétiques* 

3®  B*— 4AC  >  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genrq  hyperbole. 
En  faisant  \&s  mêmes  transformations  que  dans  le  cas  précé*- 
dent^  on  arrive  au|[  équation^  (8)  et  (9)  dans  lesquelles  M  et  N 
ont  des  signas  contraires.  Lorsque  les  quantités  F]  et  F^i  sont 
différentes  de  zéro^  chaciine  des  équations  représente  une  by* 
perbole.  SI  F,  et  F^  ont  le  même  signç^  les  axç$  ré^te  des  deux 
courbes  sont  parallèles^  et  comme  le  rapport  des  axes  est  le 
même,  les  courbes  sont  bomolhéliques.  Lorsque  F^  et  Fi  ont 
des  signes  contraires.  Tune  des  hyperboles  est  semblable  à  la 
conjuguée  de  Tautre.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  courbes  ont 
leurs  asymptotes  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  deux  éqtuitions 
du  second  degré  ont  les  coefficients  de^  termes  du  second  degré 
proportionnels  y  et  représentent  deux  courbes,  ces  courbes  sont 
homothétiques  :  cependant,  quand  les  courbes  sont  des  hyper- 
boles, il  peut  arriver  que  Vune  soit  homothétique  à  la  conjuguée 
de  rautre. 
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Un  système  est  semblable  à  un  système  donné,  lorsqu'il  est 
égal  à  Tun  des  systèmes  homothétiques  au  système  donné. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES. 

Z77 — Puisque  les  droites  OA',  OB'  sont  divisées  en  A  et  B 
dansie  même  rapport^  la  droite  A'B'  est  parallèle  à  AB,  et  Ton  a 

AB  _  OA  _  , 
A'B'""(yA'"" 

Ainsi  la  droite  qui  joint  deux  points  A  et  B  du  premier  système 
et  celle  qui  joint  les  deux  points  homologues  A'  et  Bf  du  second 
système  sont  parallèles,  et  dans  le  rapport  constant  k. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  en  ligne  droite^  les  droites  A'B'^ 
A'C'  respectivement  parallèles  à  AB  et  à  AC  coïncident;  donc, 
quand  trois  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  homologues  sont 
aussi  en  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  la  figure  homothétique 
d'une  droite  est  une  droite  parallèle  à  la  première.  Si  la  pre- 
mière droite  passe  par  le  centre  de  similitude,  les  deux  droites 
coïncident.  Les  droites  homothétiques  étant  parallèles,  on  voit 
que  l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  droites  homo- 
thétiques. 

Les  cordes  qui  joignent  les  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques,  étant  parallèles,  tendent,  lorsque  les 
deux  points  d'une  même  courbe  se  rapprochent  indéfiniment, 
vers  des  directions  parallèles;  on  en  conclut  que  les  tangentes 
à  deux  courbes]  homothétiques  aux  points  homologues  sont 
parallèles. 

378 — Si  deux  systèmes  sont  tels  que  les  droites  menées  d'un 
point  I  aux  différents  points  du  premier  système  et  celles  menées 
d'un  point  V  aux  différents  points  du  second  soient  respective- 
ment parallèles  et  dans  un  rapport  constant  k,  ces  deux  sys- 
tèmes sont  homothétiques.  En  effet,  prenons  sur  VI  un  point  0 

tel  que  Ton  ait  j^  =  ky  les  deux  rayons  OA,  OA'  sont  en  ligne 

droite  et  dans  le  rapport  constant  k;  donc  les  deux  systèmes 
sont  homothétiques  et  le  point  0  est  le  centre  d'homotbétie. 

379 — Deux  systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont 
homothétiques  entre  eux. 
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Des  eoordoniiécs» 


On  détermine  la  position  d^un  point  dans  l'espace  au  moyen 
de  trois  quantités  que  Ton  nomme  les  coordonnées  du  point. 

COORDONNÉES  RECTILIGNES. 

400— Soient  XOY,  YOZ,  ZOX  (flg.  244)  trois  plans  fixes,  qui 
se  coupent  deux  à  deux  suivant  les  droites  X^X,  Y'Y,  Z'Z  ;  trois 

plans  mobiles  MD^  HE,  MF^  pa- 
raUèles  àces  plans  flxes^  détermi- 
nent par  leur  intersection  un 
point  M  de  Tespace;  la  position  de 
chaque  plan  mobile  est  détermi- 
née par  sa  distance  au  plan  fixe 
auquel  il  est  parallèle^  distance 
comptée  parallèlement  à  Tinter- 
section  des  deux  autres  plans 
fixes.  Les  trois  distances  OD^  OE^ 
OF^  qui  déterminent  la  position  des  plans  mobiles^  distances 
affectées  du  signe  +  ou  du  signe  —,  suivant  qu'elles  scmt  por*- 
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éirecles,  elles  sont  aussi  homotkéliques  inverses ^  et  récipro- 
quement. 

Soient  C  et  C  les  centres  des  figures  (fig.  238),  A  et  A^  deux 
points  homologue^  ;  prenons  éur  le  prolongement  de  C^A'un 
poirit  A{  tel  que  GA[  =  C'A',  le  point  Ai  appartient  aussi  à  la 

seconde  figure;  or,  j^,  =  A,-  donc  —^  =  k;  puisque  les 

rayent  hômologuëè  CA  et  G k[  sont  dirigés  en  sens  contraire, 
les  deux  courbes  sont  honiothétiques  inyerses. 


Fig.  986. 

II  en  résulte  qiie  les  deux  figures  ont  deux  centres  de  simili- 
tude, Tun  direct  0  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des 
centres,  l'autre  inverse  oii  interne  CK  placé  dans  l'intervalle 

œ. 

Lorsque  trois  figures  à  centre  sont  homothétiques  deux  à 
deux,  elles  ont  trois  centres  de  similitude  directe  et  trois  cen- 
tres de  similitude  inverse.  Les  trois  centres  de  similitude  di- 
recte sont  en  ligne  droite;  de  même,  deux  centres  de  simili- 
tude inverse  et  un  centre  de  similitude  directe  sont  aussi  en 
ligne  droite. 

âtSii — Les  côtés  homologues  de  deiix  polygones  hotnottié- 
tiques  ayant  constamment  pour  rapport  le  nombre  ft,  leurs 
périmètres  sont  dans  le  même  rapport;  ainsi  le  rapport  des 
périmètres  de  deux  polygones  homothéliques  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 

Si  Ton  abaisse  de  deux  sommets  homologues  de  deux 
triangles  homothétiques  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 
opposés,  ces  perpendiculaires  seront  des  droites  homologues 
dans  les  deux  systèmes,  leur  rapport  sera  égal  à  A,  et,  par 
suite,  le  rapport  des  aires  des  triangles  sera  égal  à  ft*. 

En  décomposant  deux  polygones  honiolbétiques  en  triangles 
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homatfaétiquefi  denx  à  deux,  on  Toit  qud  le  rapport  des  aires 
des  figures  est  encore  égal  à  k-j  ainsi  h  rapport  de$  aireê  it 
deuao  polygones  homothitiqua  nî  égal  au  carré  du  rapport  de 
iimililudêé 

Leé  deux  théorèities  précédents  s'étendent  à  dés  figures 
planes^  terminées  par  des  contours  homotliétiques  quelcon- 
ques. 

S S!S— Exemples.  On  a  ta  que  l'on  obtient  touteëlôs  courbes 

homoihétlques  à  une  courbe  donnée  S^  avec  iin  seul  centre  de 

similitude  0^  pris  à  volonté  dans  son  plan.  Considérons  divers 

exemples  : 

1*  La  courbe  8  est  un  cercle.  8î  l'on  prend  le  centre  dn 

cercle  pour  centre  de  similitude^  la  seconde 
courbe  sera  un  cercle^  dont  le  rayon  pourra 
avoir  telle  grandeur  que  l'on  voudra. 

2°  La  courbe  S  est  une  parabole  (flg.  239). 

La  courbe  étant  rapportée  à  son  axe  et  à  la 

tangente  au  sommet^  les  coordonnées  x  et 

y  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe 

Fig.239.         vérifient  l'équation  y'=2px.  Si  l'on  prend 

le  sommet  poar  centre  de  similitude  et  que  l'on  appelle  a/ 

et  y^  les  coordonnées  du  point  bomotbétique  M^  on  aura 

pz=yj=. ™^  =  k,  d'où  X  =  kx^,  y  =  ky^;  la  courbe  homo- 

thétîque  est  représentée  par  l'équation  ff^  =  -^x'y  c'est  une 

parabole^  dont  le  paramètre  peut  avoir  telle  grandeur  que  l'on 
Youdr(^  à  cause  du  rapport  arbitraire  k:  on  en  conclut  que 
deux  paraboles  quelconques  sont  semblables, 

x^       î/' 

3*  La  courbe  S  est  Fellipse  -;  4*  fc  =  i.  Si  l'on  prend  le 

centre  de  la  courbe  pour  cetitre  de  similitude^  la  courbe  bo- 
motbétique^ représentée  par  l'équation 

est  une  ellipse,  dont  les  axes  peuvent  avoir  des  valeurs  quel- 
conques proportionnelles  à  celles  des  axes  de  la  première 
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ellipse.  On  en  conclut  que  detix  ellipses  sont  semblables  lorsque 
leurs  axes  sont  proportionnels. 

Le  même  théorème  a  lieu  pour  Phyperbole. 

4*  La  courbe  S  est  la  spirale  logarithmique  p=ae"^.  Quand 
on  prend  le  pôle  pour  centre  de  similitude^  les  courbes  homo- 

thétiques  ont  pour  équation  p  =  — v— ;  si  Ton  pose  &  =  «■**, 

cette  équation  devient  p  =  ac**^"*-*^;  elle  représente  la  spi- 
rale proposée^  que  Ton  a  fait  tourner  de  Tangle  a  autour  du 
pôle.  Il  en  résulte  que  la  seule  courbe  semblable  à  une  spirale 
logarithmique  est  cette  spirale  elle-même;  à  un  premier  point 
M  de  la  courbe  correspond  un  autre  point  M^  de  la  même 
courbe^  et  Ton  peut  prendre  ce  point  M^  à  yolonté^  à  cause  du 
nombre  arbitraire  k. 

ÉQUATION  DES  COURBES  HOHOTHÉTIQUES. 

383— Soit 

réquation  d'une  courbe  S.  Prenons 

l'origine  pour  centre  de  similitude 

r    et  construisons  avec  le  rapport  k 

une  courbe  S^  bomothétique  à  la 

première.  Si  Ton  désigne  par  x  et 

y  les  coordonnées  d'un  point  quel- 

Fig.  S40.  conque  M  de  la  première  courbe, 

par  x'  et  y^  celles  du  point  homologue  M'  de  la  seconde,  les 

triangles  semblables  OPM,  (VFM'  donnent 

si  Ton  substitue  dans  Téquation  (i),  on  a  Téquation 

qui  représente  toutes  les  courbes  homolhétiquefs  à  la  courbe 
proposée  et  ayant  l'origine  pour  centre  d'homothétie.  Dans  cette 
équation,  on  donnera  à  k  une  valeur  positive  lorsque  Thomo- 
thétie  sera  directe,  une  valeur  négative  lorsque  l'homothétie 
sera  inverse. 


DE  LA  SIMILITUDE.  349 

Laissant  fixe  la  courbe  S^  transportons  la  courbe  S^  dans  le 
plan,  de  manière  que  Torigine  0  vienne  en  (K  (p,  q),  et  que 
les  axes  restent  parallèles  à  leur  position  primitiye;  la  courbe 
S'  a  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  (VX'  et  (yY^ 

et,  par  rapport  aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

(3)    f[k{x^p),    A:(y-g)]=o. 

Dans  cette  nouvelle  position,  la  courbe  S'  est  homothéttque 
à  la  courbe  S  ;  car  les  rayons  vecteurs  menés  des  points  0  et  (V 
sont  parallèles  et  dans  le  rapport  constant  k,  L^équation  (3) 
représente  donc  toutes  les  courbes  homothétiques  à  la  courbe 
proposée,  quelle  que  soit  la  position  du  centre  de  simili- 
tude. 

384 — En  même  temps  que  nous  transportons  Torigine  en 
(y,  faisons  tourner  les  axes  de  l'angle  a;  la  courbe  S'  occupera 
alors  une  position  quelconque  dans  le  plan  et  sera  simplement 
semblable  à  la  proposée.  La  courbe  S^,  rapportée  aux  axes 
mobiles  CX^  et  CY',  a  pour  équation  f{ka/,  ky')=o;  au 
moyen  des  formules  de  transformation, 

ocl  =  (x  —  p)  cosa  -h  (y  —  q)  sina, 
y' = —  (a;  —  p)  si  n  a  H-  (y  —  g)  cos  a, 

les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  obtient  l'équation 
de  la  courbe  par  rapport  aux  deux  axes  fixes  OX  et  OY.  Cette 
équation  représente  toutes  les  courbes  semblables  à  la  pro- 
posée. 

3SS«— Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  deux  courbes  du  second  degré 

A  aî*H-Ba?yH-C  y«-hDaî-hE  y-hF  =o, 
A'a;*-i-B'a;y-hC'y  -l-D'y+E'y'+F=o, 

soient  homothétiques.  L'équation  générale  des  courbes  homo- 
thétiques à  la  première  courbe  est  (n^*  383) 

r'-h  Bft'ajy  -4-  CkY — (Bft'ç  -h  2  AA:»p  —  Dft)  ar  —  (Bft'p  4-  lœq  —  EA:)y 
M- (Aft*p* -f- B*>q -h  CfcV/2  —  D  A-p -^  Eftqf -f- F)  =  0. 
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Eq  identifiant  cette  équation  avec  la  seconde,  on  a 

A  _B  _C       -B«-aAp+^      _Bp-aC«H-| 

Â^'^B?-??'^ iP ~ •*!>  ^'""-^    ■ 

D  E         F 

L'élimination  des  trois  paramètres  p,  q,  k,  entre  ces  cinq 
équations,  dopiia  deux  équations  de  condition;  or^  les  deux 

ABC 

premières  équations  -^  =^  =  --,>  ne  renfermant  pas  les  pa- 

A       a       \j 

ramètres  à  éliminer,  sont  précisément  les  deux  équations  de 

condition.  Donc,  pour  que  deux  courbes  du  second  degré  soient 

homolhétiques,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  du  second 

degré  soient  proportionnels. 

386 — Il  reste  à  examiner  si  les  valeurs  des  paramètres 

p,  q,  k  sont  réelles  et  finies;  on  évite  cette  discussion  de  la 

manière  suivante.   Puisque  les  coefficients  des  termes  du 

second  degré  sont  proportionnels,  on  peut  les  rendre  égaux 

en  multipliant  tous  les  termes  de  Tune  des  équations  par  un 

facteur  convenable;  prenons  donc  les  deux  équations  sous  la 

forme 

(4)  Aa;*-hBa;y-|-Cy*-+-D  a?-hE  y-f-F  =o, 

(5)  Aa?»+Ba;y-HCy*-f-D^a?-HE'y4-F^=?o. 

Nous  distinguerons  plusieurs  cas  suivant  le  signe  de  la  quan- 
tité B«  — 4AC. 

1*  B* — 4AC  =  o.  Les  deux  lieux  sont  du  genre  parabole;  si 
ces  lieux  sont  effectivement  deux  paraboles,  ils  sont  certaine- 
ment semblables,  puisque  toutes  les  paraboles  sont  semblables; 
de  plus,  les  axes  des  deux  courbes,  ^y^^^  1^  même  coefficient 

angulaire ^  >  sont  parallèles,  et,  par  suite,  les  courbes  sont 

homotbétiques. 

2^  B*  — 4AC  <o.  Les  lieux  sont  du  genre  ellipse.  Si,  pour 
chaque  courbe,  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  au  centre  de  la  courbe,  les  équations  (4)  et  (5)  de- 
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et  la  ligne  brisée  ODCM ,  on  a 

I/cosa  =  a?  +yco8v  +zco8(a^ 
{cos^=:a;co8v  -hy  +zco8>^ 
{ cosy  =  «  cosfA  +  y  cos>.  +  %; 

en  projetant  ces  mêmes  lignes  sur  la  droite  CI,  on  a 

(5)    1  =r  â?  Gosa  -h  y  cosp  4-  z  cosy. 

Si,  des  équations  (4),  on  tire  les  valeurs  de  a?,  y,  z, 

_  COS«(l — C08*>>)4-C08fi(C0S>.C0Sft— C0Sv)4-C08y(C08>.C06v— COSft)  . 
I  —  COS*X  — C08*{A  —  C0S*v-h2C08XcO8(AC0Sv  ' 

et  qn*on  les  substitue  dans  Téquation  (5),  on  obtient  la  relalion 

cos'asîn«>.  -f-  cos*  ^sinV  H-  co8*y  sin*v + 2COsaco8  p  (cos>co8fA  —  C08v) 
+•  acosPcosy  (cosfxcosv  —  cosX)  +  2C08y  cosa  (cosvcosX  —  cosj*) 

=  1  —  COS*>.  —  COS*  fJL  —  C08*v  4-  2  C08X  C0S{iiG08v^ 

entre  les  trois  angles  formés  par  une  directioB  quelconque  afec  les  axes 
obliques. 

Si,  dans  Téquation  (5),  on  remplace  cosa»  cosp,  cosy  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (4),  on  a  la  formule 

(8)    p=  a;' 4- y*H-  z*-h  ayz  cos>.  -f-  2zX  cosfx  +  2xy  cosv, 

qui  donne  la  distance  OM. 

En  projeunt  sur  la  droite  OV  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  ODGM,  on 
a,  comme  préoédemmenti 

{ cos  V = â?  cos  a^  +  y  C08  P' + is  cos  y  ; 

en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (6),  on  obtient  la  formule 

r  m^  co9aco8a'8in*X-f-cospcôsp'sin'[x-|-cosYcosY'9in«v+(cosaco8p'4"  c<wpcosa')(coaXco8|i — eosv)  -f-. . . 
""  1  —  cos*  X  —  cos*  ji  —  C08*  V  -|-  2  C08X  cos(&  cosv 

qui  donne  l'angle  des  deux  directions  01  et  OF. 

Le  dénominatear  commun  ou  le  déterminant  des  formules  (6)  peut  être 
mis  sous  une  forme  remarquable  qu'il  est  bon  de  connaître  ;  on  a 

I  —  COS^X  —  COS*  JJL  —  COS'v  -h  2C08>.  C08(il.  COSV 
=  (l — COS*^)  (l — COS'fJ!.)  — C0S*Xc08'(it. —  C0S*V-f-2C0S\C08(JLC08V 

=*  8iii*X  8in*(t  —  (co8^  cos  ft  —  cosv)* 

=  (sinX  sin  [l — cosX  cos(A-+-cosv)(8inX  sin  [A-f-cosX  cosja — cosv) 

=  [cosv  —  cos  (^  +  ft)]  [cos  {>^  —  (Jt.)  —  cosv] 

=  4  gin  — L-C —  sin  ^ — * sm ^  sm ^ • 

2  2  2  2 


*fv 
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Trfkm^fowm^tion  des  coordonniez. 


Fig.  251. 


40»— On  veut  remplacer  les  trois  axes  OX,  OY,  OZ  par  trois 

autres  aies  (yx/,  (VT,  O'Z',  res- 
peclivemeat  parallèles  aux  pre- 
mi^s  at  dirigé»  dapft  le  même 
§çû§  (flg,  ?i5i).  hà  positioa  des 
nouveaux  axeç  sera  déterminée 
per  ks  coordonnées  a,  6,  c  de  la 
nouvelle  origine  (V,  relativement 
aux  anciens  axes.  Appelons  x,  y,  z 
les  coordonnées  d'unl[)oiht  quel- 
copqup  M  de  Tespacç  par  rapport 
aux  ppi^ijs  axes,  a/,  y',  z^  les  coordonnées  du  même  point 
par  rapport  aux  nouveaux  axes;  en  projetant  successivement 
sur.çb^pun  des  trois  axes  primitifs,  parallèlement  au  plan  des 
deux  autres,  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée  00' M,  on  a  les 
relations 

(i)    a:  =  a-f-a?',    y:=6-h^,    z=^c^-z^. 

CPAKfiSXEIST  DE  LA  DIRECTION  DES  AXES- 

410--Considérons  maintenant  le  cas  où  Ton  change  la  di- 
rection des  axes,  Torigine  demeurant  la  même.  Désignons  par 
a,  5,  e  les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  OX'  avec  les  trois 
axes  OX,  OY,  02,  par  a',  V,  &  et  a%  6^  c"  les  quantités  ana- 
logues pour  Of  et  OZ',  et,  enfin,  par  X,  t*,  v  to  a&gies  YOZ, 
ZOX,  XOY  (fig.  252). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espa<;e;  par  le  point  M, 
menons  une  parallèle  MC  à  l'axe  OZ,  et  par  le  point  C,  où  cette 
droite  perce  le  plan  XOY,  une  parallèle  CD  à  i'axe  OY;  les  trois 
longueurs  OB,  DC,  CM,  prises  avec  les  signe*  convenables, 
sont  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M,  par  rapport  aux  au- 
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cieni  ftxes.  Par  te  point  H  menons  une  parallèle  MC  à  Taxe 

OZ',  et  par  le  point  G  où  elle  perce 
le  plan  XfOT,  une  parallèle  C'D' 
i  Taxe  OY^;  les  trois  longueurs  OD', 
ce,  CM,  prises  avec  les  signes  con- 
Tenable^;  sont  les  coordonnées  a/, 
\f^  %l  du  point  4f ,  par  rapport  aux 
ppuyeaux  axes.  En  projetant  les 
deux  lignes  brisées  ODCM,  Oiy CM, 
successivement  sur  chacun  des  trois 
axes  OX,  OY,  OZ,  on  obtient  les 
trois  relations 

y  cosv  -f-  s  cos jA  =  aûcf-h  a't/  -h  a"js^, 

y         -hz  cos'k  =  6a/  -h  Vy'+Vz!^ 

X  cosfA  +  y  cos>  +  z         ==ca/  -i'&y^+c''  %'  ^ 

desquelles  on  peut  déduire  pour  Xy  y,  z  des  expressions  du 
premier  degré  en  a/,  y^  zf.  Le  déterminant  de  ces  équations 
est  le  même  que  celui  des  équations  du  n""  4^8. 

n  faut  se  rappeler  que  a,  b,  c  ne  sont  pas  arbitraires,  n>ais 
liéei  par  une  équation  de  condition;  il  en  est  de  même  de  a^ 
ly,  é  et  de  a*,  \Py  c^  H  y  aurait  entre  ces  mêmes  quantités 
trois  nouvelles  relations,  si  l'on  voulait  qne  les  nouveaux  axes 
fussent  rectangulaires,  on,  plus  généralement,  qu'ils  fissent 
deux  à  deux  d^s  angles  donnés, 

#1|fl— ^uand  les  axes  primitifs  sont  rectangulaires,  on  a 


(2) 


Fig.  S52. 

X 
XCOSv 


t: 


cos>.  =  cosfA  î^  cosv  =  cos  -  =  G, 


1«8  équations  (2)  se  réduisent  à 


a'z', 

h'zK 


Ix=^aocl+dyf 
y=6a/-4-6Y 
z=cx/  +  cfy'+(fzf. 

Alors  les  relations  entre  les  co  - 
sinus  sont 

(4)  1  a'«4-t/«4-c'*=i, 
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Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  rectangulaires  (fig.  253),  on 
a  en  outre  les  relations 

Iaa'  +hV  -{-ccf  =o, 
a" a  -4-6"6+c"c  =o. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (3)  par  a^ 
6,  Cy  puis  par  a',  Vy  (/,  et  a%  6",  c'',  et  qu'on  sgoute^  il  vient, 
en  ayant  égard  aux  relations  (4)  et  (5)^ 

Iocfz=ax  -\-by  +cz, 
yi  =za'  x-\-V  y-^dz, 
z^  =  a"x  +  Vy  +  c''Zy 

On  obtient  ces  formules  directement  en  projetant  les  lignes 
brisées  ODCM,  OIVC'M  sur  les  axes  OX',  OY',  OZ^ 

Puisque  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires^  les  quantités 
{a,  a' y  a%  (6,  Vy  V%  (Cy  &,  c"),  qui  désignent  les  cosinus  des 
angles  des  directions  OX^  OY^  OZ  avec  les  nouveaux  axes^ 
doivent  satisfaire  aux  relations 

(7)  {  b'  +  V^-^b"'  =  i,  (8)      bc-hVcf  +  b"c'=Oy 

c»-+-(/»  +  c"*  =  i,  (  ca-i-d a^-hc"a''=o, 

analogues  aux  relations  (4)  et  (5). 

JÊ%% — Des  relations  précédentes  entre  les  neuf  cosinus,  on  en  déduit 
un  grand  nombre  d'autres  parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes,  qui 
sont  particulièrement  utiles.  Les  deux  dernières  des  équations  (5)  détermi- 
nent  les  rapports  des  quantités  a!\  b",  c^;  on  en  déduit 

a"  6"  c"  .  yja"'^b"^-{-c"^ 


bc'--cbf      ca'—ad      aV—ba'         yi(bd—cb'f-h{ca'-'adY'^{ay—ba'f 

Mais  on  a 

{bd — cV? + {cd  —  adf  -f-  [aV — haf^ 
=  (a'+6*+c«)(a'*-h6'*4-c'*)  — (aa^-i-66^-f-c(/)«=i. 

Il  en  résulte 

M  fl'       _       fe'        _        c'  . 

v9J    i^d  _  ^^/  —  ç^i  _  ^ç,  —  ab'  —  ba^'^' 

On  prendra  l'un  ou  l'autre  signe  suivant  la  disposition  du  trièdre  OX'Y'Z'. 
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Quand  on  fait  coïncider  OX'  afee  OX,  OY'  avec  0¥,  OZ'  prend  la  direc- 
tion OZ  ou  la  direction  opposée.  Pour  cette  position  particulière,  on  a,  dans 
le  premier  cas,  o  =  6'  =  c^=4,  o'=  0"=  6  =  6"=  c  =  c'  =  0,  et  il 
faut  prendre  le  signe  +;  àsùs  le  second  cas,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
Si  le  trièdre  se  déplace  d'une  manière  continue,  les  angles,  et  par  consé* 
quent  lears  cosinus,  variant  d'une  manière  continue,  on  doit  conserver  le 
même  signe  devant  chacun  des  binômes,  tant  que  ce  binôme  ne  s*annule 
pas;  les  trois  binômes  ne  pouvant  devenir  nuls  à  la  fois,  on  en  conclut qu« 
le  même  signe  doit  être  conservé,  quelle  que  soit  la  position  du  trièdre. 

Si  Ton  forme  le  déterminant  des  équations  (3)  ou  (6),  on  a,  en  vertu  des 
relations  (9), 

aVc"—  a&b'-h  ca'¥—  bal(f+  bdoT—  cVa" 
=  (b&-'cV)a"'+'(ca'  —  ad)b"-h(aV  —  ba')c'=±i. 

FORMULES  D^EULER. 

JlUS-^Les  formules  précédentes,  pour  passer  d*un  système  rectangu* 
laire  à  un  autre  également  rectangulaire,  offrent  Tavantage  d'être  symétri- 
ques par  rapport  aux  angles  ;  mais,  quoique  les  angles  soient  au  nombre  de 
neuf,  il  n*y  en  a  réellement  que  trois  qui  soient  arbitraires;  c*est  pourquoi 
il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  les  relations  qui  les  lient.  Cette  dépendance 
des  neuf  cosinus  est,  dans  certains  cas,  un  obstacle  pour  constater  Tidentité 
de  deux  expressions.  On  a  donc  cherché  des  formules  dans  lesquelles  n'en- 
trent que  trois  constantes;  le  choix  de  celles-ci  était  naturellement  indiqué 
dans  plusieurs  questions  de  mécanique  et  d'astronomie,  où  Ton  emploie  de 
préférence  les  nouvelles  formules. 

On  peut  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes  par  Tangle  ^  que  fait 
avec  OX  la  trace  OA  du  plau  X'OY'  sur  le  plan  XOY,  Tinclinaison  6  du^ 

plan  X'OY'  sur  le  plan  XOY,  incli- 
naison mesurée  par  l'angle  ZOZ', 
enfin  l'angle  9  de  Taxe  OX'  avec  la 
trace  OÂ  (fig.  254). 

Or,  il  est  possible  d'amener  le 
premier  système  sur  le  second,  par 
trois  rotations  successives.  Faisons 
tourner  d'abord  les  axes  primitifs  de 
l'angle  ^  autour  de  OZ;  tandis  que 
^U-S^-  l'axe  OZ  reste  immobile,  les  axes 

OX  et  OY  tournent  dans  leur  plan  de  l'angle  ^;  Taxe  OX  vient  donc  oc- 
cuper la  position  OÂ  ou  OX^,  et  OY  une  certaine  position  OY^.  Remarquons 
que  l'axe  OZ',  perpendiculaire  sur  le  plan  X'OY',  et,  par  suite,  sur  la  trace 


X 

y 


lo)  {  y= 


X: 

y 
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OA,  esl  conlenu  dans  le  pbn  T^OZ  (>erpeBdiciilàire  à  0Â<  Aeiuelièoiettt, 
faisons  tourner  de  Tangle  6  autour  de  OA;  tandis  que  Tate  0X|  ^estei  imÉio- 
bile,  les  deux  axes  OY^  et  OZ  tournent  dans  leur  plan  de  Tangle  9  ;  donc 
OZ  vient  occuper  la  position  OZ',  et  0Y|  une  certaine  position  OT,  con- 
prise  dans  le  plan  \'0\',  En6n,  faisons  tourner  de  Tangle  ç  autour  de  OZ', 
puisque  les  deut  axes  OX^,  OY»  tournent  dans  leur  plan  de  Tangle  9,  il  en 
résulte  que  OXj  vient  se  placer  sur  OU',  et  OY^  sur  OY'i  Aprèi  eei  trois 
rotations  suoeessives,  les  axes  primitifs  coTneîdent  avec  \ei  nduveatix  sxM. 

On  a»  de  cette  manière,  qaatre  systèmes  d*axes  ^  eonsldérer»  iivoir  : 
OXYZ,  OXJiZ,  OX  JiZ ,  OX'Y'Z'.  Deux  systèmes  «ioodéettttft  «ifatii  un 
axe  commun,  on  passera  de  Tua  à  Tautre  par  les  formules  dé  irilisfor- 
mation  employées  en  Géométrie  plane  (n*  50).  On  a  ainsif  par  des  trans- 
formations successives, 

:  x^  cosi{;  —  y^  slii  if  y    yj=  y,  cos6  —  z'sinÔ,    x^  ==  a/cosç  —  y'  sin 
lar^sin^-hy^cos^,    z  =y,SÎnO  +  J5'cos6,    y,  =  a/sin<p-f-y'cos 

L^éliminatioû  des  quantités  auxiliaires  x^  y^,  y,  donne 

^/(cosçcos^j/ — sin(psiii^cos6)-i-y'(— sin9cos<j; — cos<psin<pcogô)-|-z'sint|' 
^^(cosçsi  n<}^H-sin(pcos<|^cos6)H-y'(— sinçsin<jH-cos9COs4'COs6)-|--V( 
a/sinçsinô-^-y'coscpsinÔ+a^oosô. 

Telles  sont  les  formules  connues  sous  le  notn  de  formules  d'EoLsa. 

La  comparaison  de  ces  formules,  avec  les  formules  (3)  dix  ù^  i4  ( ,  con- 
duit aux  relations  suivantes  : 

a  =  cosç  cos^  —  sin  ç  sin  i/  cos6, 

6  =  cos(p  sin  if  +  sin<p  cosvj;  cosâ, 

c  =sin(psiD6; 

a^= — sinçcos^j/  —  cosçsiinj/cos6, 

y  = —  sinç  sin  ^  +  cosç  cos  A  cosG, 

c^  =  cosçsin6; 

a"==siiltpsiii6, 

6"== — cos^sinô, 

c''=cosO; 


(II) 


d'où 


tang(p  =  ^t    tang^  =  -.p. 


414^Rbmarq(}b.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d*un  axe  fixe,  la  ro- 
tation peut  s'eiïecluer  dans  deux  sens  différents  qu'il  importe  de  distinguer. 
Considérons,  par  exemple,  une  rotation  autour  de  Taxe  OZ;  en  verta  de 
cette  rotation  un  rayon  OA,  perpendieulaire  è  OZ  et  mobil«  autoiir  da  point 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES.  31» 

O^  tournera  dans  le  plan  XOY  (6g.  255).  Imaginons  qu*un  obaervatear  ioit 

placé  sur  Taxe  OZ,  les  pieds  en  0,  la  tète  en 
Z;  cet  observateur  verra  le  rajon  vokikOA 
tourner»  soit  de  gauche  adroite,  soit  de  droite 
à  gauche,  en  passant  de\ant  lui  ;  on  dira  que 
la  rota  lion  est  directe  pour  Tobservatèur 
dans  le  premier  cas^  inverse  dans  le  second 
cas.  Dans  la  figure,  la  roiaiion  est  directe, 
si  Oâ  tourne  de  OX  vers  OY  dans  le  sens 
Fig.  955.  indiqué  par  la  flèche;  elle  est  inverse,  M  OA 

tourne  èii  sens  contraire. 

Deux  systèmes  d'ales  rectangulaires  OXYZ,  OX'Y'Z',  ne  sont  pài  tou- 
jours susceptibles  de  cofocider.  Pour  le  reconnaître^  imaginons  deux  obier- 
vateors  placés  Tun  sur  OZ,  Tantre  sur  OZ';  le  premier  observant  le  rotation 
de  OX  vers  OY,  le  second  oelle  de  OX'  vers  OY';  si  les  deux  rotaUoos 
s^eflectuent  dans  le  même  sens,  par  exemple  dans  le  sens  direot,  eomme 
cela  a  lieu  dans  la  ligure,  les  deux  systèmes  d'axes  peuvent  coïncider»  En 
efTet^  si  Ton  place  OZ^ur  OZ',  et  si  Ton  fait  tourner  autour  de  l'axe  com- 
mun, de  manière  à  amener  OX  sur  OX',  nécessairement  OY  coïncidera 
avec  OY'j  car  OY  et  OY'  forment  tous  deux  un  angle  droit  avec  OX  où 
OX'  dans  le  même  sens.  Mais  si  les  deux  rotations  étaient  de  %etÈ  6on- 
iraîres,  après  avoir  fait  coïncider  OZ  avec  OZ',  OX  aved  OX'^  oH  verrait 
OY  se  placer,  non  plus  sur  OY',  mais  sur  son  pr6loiigetfiêii(. 

Dans  les  formules  d'Êuler,  on  suppose  qdé  les  deux  systètfiei  dUxH  hC' 
tangulaires  oflVent  la  même  disposition,  o*est-à-dire  sont  toseeptiblei  d* 
coïncider.  On  a  amené  le  système  primitif  sur  le  système  nouveeui  ^r 
trois  rotations  directes.  L'angle  ^  de  la  rotation  autour  de  OZ  \irie  de  0  à 
2 11  ;  Tangle  0  de  la  rotation  autour  de  OA  est  compris  entra  0  et  ff,  peurvu 
que  sur  Tinterseciion  des  plans  XOY  et  X'OY'  on  choisisse  convenablement 
la  direction  Oâ;  la  rotation  9  autour  de  OZ'  varie  de  0  à  2?;. 

4flA — ^Formules  générales.  Lorsqu'on  change  i  la  bis 
Torigine  et  la  direction  des  aies^  en  menadt  par  la  neutelle 
origine  0^^  dont  les  coordonnées  relativement  à  l'ancien  syâ^ 
tème  sont  a,  b,  c^  trois  axes  OXi,  OY^,  0Z,>  parallèlâs  aux  prei^ 
miers  et  de  même  direction^  on  a  iv «x a + â?t^  i/^^^^-^Va 
%  =  €-{- z^;  ensuite,  x^^  y„  z^  s'expriment  en  x^,  ^,  V  par  Vun 
des  groupes  d'équations  écrites  précédemment;  il  suffit  donc, 
pour  avoir  les  formules  générales,  de  remplacer  dans  ces 
équations  x,  y,  z  respectivement  par  55  —  a,  î^  —  fr,  z'—t 
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CLASSIFICATION  DES  SURFACES. 

416 — On  distingue  les  surfaces^  comme  les  lignes^  en  sur- 
faces algébriques  et  surfaces  transcendantes^  suivant  que  leurs 
équations  sont  elles-mêmes  algébriques  ou  transcendantes. 
Quand  l'équation  est  algébrique^  elle  peut  toujours  se  ramener 
à  la  forme  entière,  et  une  transformation  d'axes  rectilignes  ne 
change  pas  son  degré.  Le  nombre  qui  exprime  ce  degré  sert  à 
classer  les  surfaces  en  ordres;  ainsi,  on  dit  qu'une  surface  est 
du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  etc.,  lorsque  son 
équation  est  du  premier,  du  second,  du  troisième  degré,  etc. 

Pour  que  Téquation  f{Xy  y,  z)  =  o,  algébrique  et  entière  du 
degré  m,  représente  réellement  une  surface  de  Tordre  m^  il 
faut  que  son  premier  membre  ne  puisse  pas  se  décomposer  en 
un  produit  de  deux  fonctions  entières,  ou  qu'elle  soit  irréduc- 
tible. Deux  équations  irréductibles  distinctes  représentent  deux 
surfaces  qui  peuvent  avoir  une  ou  plusieurs  lignes  communes, 
mais  ces  surfaces  n'ont  jamais  d'éléments  superficiels  com- 
muns; car  pour  avoir  des  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions, on  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement,  même  entre  des 
limites  très-resserrées,  deux  des  variables. 

Un  plan  coupe  une  surface  algébrique  de  l'ordre  m  suivant 
une  ligne  algébrique  dont  Tordre  ne  peut  dépasser  m;  en 
effet,  si  Ton  rapporte  cette  surface  à  un  système  de  trois  plans 
coordonnés,  dont  fasse  partie  celui  que  Ton  considère,  on  ob- 
tient Téquation  de  la  ligne  d'intersection,  par  rapport  à  deux 
des  axes  coordonnés,  en  remplaçant  dans  Téquation  de  la  sur- 
face Tune  des  coordonnées  par  zéro;  le  polynôme  à  deux  va- 
riables qui  en  résulte  ne  peut  évidemment  être  d'un  degré 
supérieur  à  m.  Une  ligne  droite  rencontre  une  surface  de 
Tordre  m  en  m  points  au  plus,  ou  bien  elle  est  située  tout  en- 
tière sur  la  surface. 

Une  surface  du  premier  ordre,  étant  coupée  par  un  pkn 
quelconqae  suivant  une  ligne  droite,  est  un  plan. 

SECTION  d'une  SUBFAGE  PAR  UN  PLAN. 

41  y — Supposons  d'abord  que  le  plan  passe  par  Torigine; 


Fig.  256. 
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on  déterminera  sa  position  par  l'angle  ^  que  fait  avec  OX  sa 

trace  OX'  sur  le  plan  XOY,  et  par 
Tangle  6  que  fait  avec  OZ  la  nor- 
male OU  à  ce  plan  (fig.  256).  Par 
le  point  0  menons  dans  le  plan 
une  droite  OY'  perpendiculaire  à 
OX';  nous  rapporterons  la  courbe 
d'intersection  aux  deux  axes  rec- 
tangulaires OX'  et  OY'  situés  dans 
son  plan.  Supposons  d'abord  que 
Ton  fasse  tourner  les  axes  primitifs  autour  de  OZ  d'un  angle  i( 
pour  amener  OX  sur  OX'  ;  OY  prendra  dans  le  plan  XOY  une 
position  OY,  perpendiculaire  à  OX';  la  coordonnée  z  ne  change 
pas,  et  Ton  a 

55  =  jc' cos^  —  y^ sin ij;,    y  =  ar'sini];  +  ViCos^. 

Les  quatre  droites  0Y„  OY',  OZ,  OZ',  perpendiculaires  à  OX', 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cette  droite;  faisons 
tourner  le  second  système  d'axes  autour  de  OX'  de  l'angle  8 
pour  amener  OY^  sur  OY',  et  par  suite  OZ  sur  OZ';  la  coor- 
donnée â/  ne  change  pas,  et  Ton  a 

y^  =  y'cosÔ  —  «'  sinô,    js  =  y'  sinô  -h  z'  cosô. 

Si  l'on  considère  un  point  situé  dans  le  plan  X'OY',  la  coor- 
donnée 2'  étant  nulle,  les  dernières  formules  se  réduisent  à 
yi=y'co6e,  «  =  y'sin6  et  l'on  a  ainsi 


(12)  {  y  = 


X 

y 


a/cos^  —  y' sin  if  cos6, 
o/sin  ^  +  t/'cos^  cosô, 


Z  ==y'sin6. 


On  peut  déduire  ces  formules  de  celles  d'Euler  en  y  faisant 
=0  et  2'= G.  Si  le  plan  sécant  défini  de  la  même  manière 
quanta  sa  direction,  au  lieu  d'être  mené  par  l'origine,  passait 
en  un  point  ayant  pour  coordonnées  a,  6,  c,  dans  les  formules 
précédentes  on  mettrait  rc  —  a,  y  —  6,  z  —  c  à  la  place  de 

^i  y>  j^. 
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TBANSFORMATION  DES  COORDO^NEES  REGTILIGNES 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

4flfl— Le  système  polaire  défini  au  n""  4oi  étant  assez  fré- 
quemment employé^  il  est  bon  d'indiquer  comment  on  passe 

du  système  recliligne  rectangulaire  au 
système  polaire,  et  réciproquement. 
Considérons  le  cas  où  Taxe  fixe  est  OZ^ 
te  plan  XOZ  le  plan  fixe  à  partir  duquel 
se  comptent  les  angles  ^  (fig.  257).  La 
projection  de  OM  sur  OZ  est  pcosO,  la 
projection  OP  de  la  même  ligne  sur  le 
plan  XOY  est  psinO;  enfin  les  projec^ 
tiens  de  OP  sur  les  axes  OX  et  OY  sont 
Pig.  257.  p  sinO  co  J;,  p  sinô  sin^j^.  Si  donc  on  pro- 

jette sur  chacun  des  trois  axes  la  droite  OM  et  la  ligne  brisée 
OPH^  on  obtient  les  relations 

(i3)    a:  =  pcos4'sinô,    y  =  psinij;sîn9,    js  =  pcos6. 

On  en  déduit  les  formules  inverses 

(i4)    p  =  V^'-hy'+2*,    tangd;  =  ^f    cos6  =  - 


X 


yjx' 


y' 


z' 


Dans  le  système  polaire,  une  direction  OM  est  complètement 
déterminée  par  les  deux  angles  0  et  ^;  on  s'en  sert  fréquem- 
ment à  ce  point  de  Tue.  En  astronomie,  si  la  droite  OZ  est  la 
verticale  d'un  lieu,  le  plan  ZOX  le  plan  méridien  du  lieu,  et 
que  le  rayon  OM  soit  le  rayon  visuel  d'un  astre,  Tangle  0  sera 
la  distance  zénithale  de  cet  astre  et  Tangle  ^  son  azimut.  En 
géographie,  on  prend  pour  OZ  la  ligne  des  pôles,  alors  6  est  le 
complément  de  la  latitude  et  ^  la  longitude. 

DISTANCE  DE  DEUX  POINTS. 

419 — ^Nous  avons  déjà  trouvé  la  distance  de  Torigine  à 
un  point  eu  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques.  Soient 
(a/,  f/,  z'),  {x".  y" y  z")  les  coordonnées  de  deux  points  M' et  M'', 
{  la  distance  M' M"  de  ces  deux  points.  Transportons  les  axes, 
parallèlement  à  eux-mêmes,  en  M^  Si  les  axes  sont  rectangu- 
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laires>  ou  a  (o'  406), 

i=v^'^— x')*-h(/— tf'r-Hia"— 2')'. 

Si  les  axes  sont  obliques^  on  a  (n""  4^^) 


CHAPITRE  III. 

mu  pÈmm  et  ém  11»  lif  tt«  4#«lée. 


DU  PLAN. 

CONSTRUCTION  DE  L'ÉQUATION  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

490 — L'équation  générale  du  premier  degfé  entre  les 
variables  œ,  y^  «  est 

(i)    Ad!î  +  By  +  Cz  +  D  =  o. 

Noiis  atohs  ^ii  (n^4^G)  que  cette  équation  représente  un  plan; 
mais  II  est  bon  de  démontrer  directement  cette  proposition. 
L*éc[tJatioil  renferme  trois  paramètres  arbitraires  qui  sont  les 
rapports  de  trois  des  quantités  A,  B,  C,  D  à  la  quatrième.  D'a- 
bord, si  deux  deâ  coefficients  A,  6^  C  sont  nuls,  Téquation  se 
réduit  à  la  tôrlne 

Cz  +  D  =  o,    ou    z=—^; 

ellô  tépré^tlle  oh  plan  qui  est  parallèle  au  plan  XOY^  et  qui 
coupe  Taxe  des  z  à  une  distance  — h-  de  Torigine  (n^  4^3).  Si 

un  seiil  des  coefficients  des  variables,  par  exemple  C,  est  nul, 

on  a  réquation 

Aa?  +  By-l-D  =  o, 

qui  représente,  dans  le  plan  XOY  une  droite,  et  dans  Tespâtîe 
un  plan  parallèle  à  OZ  et  mené  par  cette  droite. 

Supposons,  enfin,  qu'aucun  des  coefficients  des  variables  ne 
soit  nul.  On  obtient  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plaiis 
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coordonnés  XOY,  YOZ,  ZOX,  en  faisant  dans  réquation  pro- 
posée z=c),  ou  x  =  Of  ou  y  =  o,  ce  qui  donne  trois  droites 
PQ*  QR^  RP  (fig.  258),  ayant  pour  équations 

Aj?4-By-4-D  =  o,     By-l-Cj5  +  D  =  o,     Aa?-f-Cz-f-D  =  o. 

Coupons  les  surfaces  par  un  plan  z  =  c,  parallèle  au  plan  XOY; 
la  projection  de  Tintersection  sur  le  plan  XOY  a  pour  équation 

Aa?-hBy-i-Cc-i-D  =  o; 

c'est  une  droite  &B/  parallèle  à  PQ.  L'intersection  elle-même, 
étant  la  ligne  suivant  laquelle  le  plan  z  =  c,  parallèle  à  XOY, 

rencontre  le  plan  proje- 
tant mené  par  G'  W,  est 
une  droite  GH  parallèle 
à  G'H^  et,  par  consé- 
quent, parallèle  à  PQ. 

D'ailleurs,  la  droite  GH 

rencontre  la  droite  PR 

au   point  G.    On    peut 

donc  regarder  la  surface 

comme  décrite  par  une 

Fig.  358.  droite  GH,  qui  se  meut 

parallèlement  à  la  droite  PQ,  en  s'appuyant  constamment  sur 

une  autre  droite  PR;  donc  la  surface  est  un  plan. 

431 — Réciproquement,  tout  plan  est  représenté  par  une 
équation  du  premier  degré  entre  les  variables  œ,  y,  z.  Car 
lorsque  le  plan  est  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés,  XOY 
par  exemple,  si  l'on  appelle  c  la  coordonnée  z  du  point  où  il 
rencontre  Taxe  OZ,  son  équation  est  z  =  c.  En  second  lieu,  si 
le  plan  est  seulement  parallèle  à  Tun  des  axes,  OZ  par 
exemple,  sa  trace  sur  le  plan  XOY  a  une  équation  de  la  forme 
Aa:-hBy-i-D  =  o;  celle-ci  représente,  dans  l'espace,  le  plan 
donné. 

Enfin,  supposons  que  le  plan  ne  soit  parallèle  à  aucun  des 
axes;  soient 

z  =  ao?  -h  Y>     ^  =  6y  -h  Y 
les  équations  de  ses  traces  PR  et  QR  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ. 
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On  peut  disposer  des  coefficients  de  Téquation 

(i)    AiC4-By-f-CjS4-D=o, 

de  manière  que  le  plan  qu'elle  représente  coïncide  avec  le 
plan  proposé.  En  effets  les  traces  du  plan  représenté  par  Téqua- 
tion  (i)  sur  les  plans  XOZ  et  YOZ  ont  pour  équations 

_     A         D        _     B         D 

elles  coïncideront  avec  les  traces  PR,  QR  du  plan  proposé,  si 

Ton  a 

A_  B_     .      D_ 

ou  A=— Ca,    B=— C6,    D=— Cy. 

L'équation  (i),  dans  laquelle  on  substitue  les  Taleurs  précé- 
dentes^ devient,  après  la  suppression  du  facteur  C^ 

z  —  ax  —  by  —  y  =  o. 

CONDITIONS  POUR  QUE  DEUX  PLANS  SOIENT  PARAUÉLES. 

*»»— Soient  Aa:-hBy-f-Gjz;-f-D=o,  Afx-^-Wy-hGz-i-jy^o 
les  équations  de  deux  plans.  Pour  que  ces  plans  soient  paral- 
lèles^ il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  leurs  traces  sur  deux  des 
plans  coordonnés  soient  respectivement  parallèles.  Les  traces 
sur  le  plan  XOZ  ont  pour  équations 

Ax-\-Cz-hl)  =  o,    Mx-hGz-hiy^o; 

ces  deux  droites  seront  parallèles^  si  elles  ont  le  même  coeffi- 

C  C^ 

oient  angulaire,  ce  qui  donne  la  condition  — j= — -p»  ou 

A       C 

—  =  ~.  De  même  les  traces  sur  le  plan  YOZ  seront  paral- 

B      C 

lèles,  si  Ton  ^^^  =  —.  Ainsi,  pour  que  les  deux  plans  soient 

parallèles,  il  faut  que  Ton  ait 

,       A _B_C 
^^^    A'""B'^G' 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  des  variables  soient  propor- 

iionneis. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  UN  POINT  DONNÉ. 

483 — L'équation  générale  du  premier  degré  renfermant 
trois  paramètres  arbitraires,  il  faut  trois  conditions  pour  déter- 
miner un  plan. 

Chercbons  d'abord  Téquation  générale  des  plans  qui  passent 
par  un  point  donné  M^  ayant  pour  coordonnées  a/,  t/,  %' .  Soit 

(i)    Aa?H-By  +  Cz-l-D  =  o 

l'équation  d'un  plan  quelconque.  Pour  que  ce  plan  passe  par 
le  point  H^;  il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  yériflent 
réquation  du  plan,  ee  qui  donne  l'équation  de  condition 

(3)    Aa'-f-Bîf^^-GJ5'4-D?=o, 

qui  déterminera  l'un  dea  coefiici^DtSji  par  exemple  le  eoaffi- 
cient  D.  En  remplaçât  D  par  sa  ya.leur  daoa  Téquaticm  (i)>  oo 
obtient  Téquation 

(4)    A(a:~a/)-+-B(y-y')  +  C(z-sO  =  o, 

qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires,  les  rapports  de  deux 
4es  trojs  coefQcje^ie  A,  B,  C  au  troisième;  c'est  Téquation  gé- 
nérale des  planff  passant  par  le  point  M^ 

gi  l'an  vouldH  mener  par  un  point  un  plan  paraUèlâ  à  ua 
Bl^n  donnée  Téquation  du  pian  demandé  étant  de  la  forme  (4)» 
il  suffirait  de  prendre  les  coefficients  A>  B>  G  ptoportiannels  et 
plus  simplement  égaux  aux  coefficients  de  x,  y,  z  dans  réqua- 
tion du  plan  donné. 

PLAN  PASSANT  PAR  TROIS  POINTS  DONNÉS. 

494— Pour  qu'un  plan  Ax  +  By-l-Cz  +  D  =  o  passe  par 
trois  points  donnés  (a^,  y',  «'),  («",  y%  z"),  [af'*,  yf"y  af^') ,  il 
faut  que  les  trois  équations  de  condition 

Aa/  H-Bj/^  -f-Cz'  -f-D  =  o, 
kx''  -+-By"  -^Cz'  -+-  D  =  o, 

Ax'^'H-Bî^'^H-Cz'''-+-D  =  o 

soient  yérifiées.  De  ces  équations  du  premier  degré^  on  déduira 

A  B  r  ^ 

les  rapports  n'  îî*  q  ^^  trois  coefficients  au  quatrième. 
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Lorsque  ie6  trois  points  donnés  sont  situés  sur  les  a^es  des 

coordonnées^  l'équation  du  plan  prend  une  forme  très-simple. 
Appelons  a,  6,  c  les  coordonnées  des  points  P^  Q^  R^  où  le  plan 
coupe  le9  (|xes.  On  obtient  le  point  P  en  faisant^  dans  Téquatipu 

du  plan,  9=^0  et  x=:o,  ce  qui  donne  a=— j;  on  a  de 
même  ds=:— •gfetcss— tt-  Si  Ton  remplace  les  rapports 

K*  K»  K  PfU"  kurs  yaleurs »  — x» tirées  des  relations 

D   D   D  abc 

précédentes,  l'équation  du  plan  se  met  sous  la  forme 

inrsRSBCTiœi  de  trois  plans. 

4I!SS — La  recherche  du  point  d'intersection  de  trois  plans 
revient  à  la  résolution  de  trois  équations  du  premier  degré 

A  a?4-By-f-C  «-hD  :=:o, 
A'a?-hB^y  +  C'z-+-iy  =  o, 
A^x  -+-  B^y  -t-  Cz  -f-  D'=  o, 

à  trois  inconnues  x,  y,  z.  Si  les  trois  plans  se  coupent  en  un 
seul  point,  les  trois  équations  admettent  une  solution  finie  et 
une  seule.  Si  les  trois  plans  n^ont  pas  de  point  çommw,  ce 
qui  arrive  quand  les  plans  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des 
droites  parallèles  entre  elles»  ou  quand  deux  des  plans  sont 
parallèles,  les  trois  équations  n'ont  pas  de  solution.  Si  les  trois 
plans  passent  par  une  même  droite,  ou  se  confondent,  il  y  a 
une  infinité  de  solutions;  dans  le  premier  cas,  on  peut  prendre 
à  volonté  Tune  des  variables;  dans  le  second  cas,  deux  des 
variables. 

ANGLES  DE  LA  HdUfALS  AU  PLAK  AVBG  LES  AXES. 

496 — Jusqu'à  présent  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse 
sur  les  coordonnées;  dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  les 
coordonnées  rectangulaires.  Soit  Aa;-|-By-f-C«-l-D  =  o  Té- 
quation  d'un  plan;  les  coordonnées  a,  b,  c  des  points  P,  Q,  R, 
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où  ce  plan  coupe  les  axes,  sont  données  par  les  formales 

D     .  D  D 

o=-j.    6=-g.    c=-^. 

De  l'origine  0  abaissons  une  perpendiculaire  OL  sur  le 

plan  (flg.  259)^  et  joignons  le 
pied  L  de  la  perpendiculaire 
aux  points  P^  Q,  R,  de  manière 
à  former  trois  triangles  rectan- 
gles OLP,  OLQ,  OLR.  U  dis- 
tance OL,  que  nous  désignerons 
par  l,  est  la  projection  sur  la 
droite  OL  des  droites  OP,  OQ, 
OR  ;  si  Ton  désigne  par  a,  p,  y 
les  angles  que  fait  la  droite  OL 

avec  les  axes,  on  a  donc  l  =  acosa  =  6cosP  =  ccosy;  et,  en 

remplaçant  a,  b,  c  par  leurs  valeurs 


Fig.  359. 


(6) 


l        COSOC        COSB        COSY 

D        A  B  c 


Chacun  de  ces  rapports  est  égal  au  nouveau  rapport 

.   Vcos'g  +  cos'p -f- cos'y i-_— i— — 

VA  ~ 


en  vertu  de  la  relation  cos*«H-cos*P-+-cos*y  =  i.  On  en  déduit 

COSa       CCS  S        COSY  ±1 

B  C 


(7) 


ABC         VA»-f-B«-hC« 

Ces  formules  déterminent  les  angles  que  fait  la  normale  au 
plan  avec  les  axes  des  coordonnées,  et,  par  conséquent,  les 
angles  que  fait  le  plan  avec  les  plans  des  coordonnées.  Le 
double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  opposées  de  la 
normale. 

ANGLE  DE  DEUX  PLANS. 

4»y— Soient  Aa;+By-4-Cz+D=o,  A'a;+B'y-hC'2-hiy=o 
les  équations  des  deux  plans.  L'angle  cherché  est^gal  à  l'angle 
des  normales  menées  de  l'origine  aux  deux  plans  donnés.  Dési- 
gnons par  a,  p,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  première 
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norraale,  par  a',  P,  y'  le«  angles  de  la  seconde  normale^  et  par 
V  TaBgle  cherché.  Les  axes  élant  supposés  rectangulaires,  on 

a  (n»  407) 

cos  V  =  eosa  cosa^-h  cosp  cosP'  +  cosy  cosy^  ; 
d'où,  en  vertu  des  formules  (7), 


(8)    cosV  =  =h 


VA*  -h  B«-+-  C*  VA'*  -f-  w  ■+-  a* 


Pour  que  les  deux  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(9)    AA'-t-BB'-+-CC'  =  o. 

-     DISTANCE  d'un  POINT  A  UN  PLAN. 

4!88— Quand  nous  avons  cherché  les  angles  que  la  normale 
OL  au  plan  Ax  4-  By  -h  C s  4-  D  =  o  fail  avec  les  axes  (n* 426), 
noos  avons  désigné  \ySit  l  la  longueur  de  cette  normale,  et 
nous  av<Mit  trouvé  les  rapports  égaux 

l^ cos  g cosp cosy ±1 

D"~    A    "^"B~         (ï         VA*4-B«-|-d^ 

11  en  résulte 

(10)    /=         -" 


VA«-hB*H-C« 

Cette  formule  donne  la  distance  de  Torigine  au  plan  en  coor- 
données rectangulaires. 

Il  est  facile  d'en  déduire  la  distance  d'un  point  quelconque  M 
ayant  pour  cocnrdonnées  x^,  y^,  z^.  Si  Ton  transporte  les  axes 
parallèlement  à  eux-mêmes  au  point  M,  Téquation  du  plaa 
devient 

Ax' -h  By' -+.  Ca' -h  (A  JPi  +  Bj/i  +  C«i  4- D)  =  o. 

En  vertu  de  la  formule  (10),  la  distance  du  point  M  au  plan  a 
pour  expression 

(II)   |^=^(A^«-^By«-^Cgi+D). 
m,  25 
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Siy  dans  Téquation  du  plan,  on  remplace  les  coefficients  par 
les  quantités  proportionnelles  données  par  les  formules  (6), 
réquation  prend  la  forme 

(12)    X cosa  +  y  cosp  -f-  z  cosy  —  J  =  o. 

Le  premier  membre^  dans  lequel  on  regarde  x,  y,  z  comme 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  exprime  la 
distance  de  ce  point  au  plan,  affectée  du  signe  +  ou  du  signe 
— ,  suivant  que  le  point  et  l'origine  sont  situés  de  part  et 
d'autre  du  plan^  ou  du  même  côté. 


DE  LA  LIGNE  DROITE. 

PROJECTIONS  D'uIIB  DROITE. 


499— La  manière  la  plus  simple  de  définir  une  droite  dans 
Pespace  est  de  la  considérer  comme  rintersection  de  deux 
plans.  Une  droite  sera  donc  représentée  par  le  système  de  deux 
équations  du  premier  degré 

Aa?H-By  +  C«-hD  =  o,    A^x+Wy-hGZ'hiy=o. 

Si  Ton  élimine  y  onx  entre  les  deux  équations,  on  obtiendra 
deux  équations  de  la  forme 

(i)    x  =  az+p,    y  =  bZ'^q: 

ce  sont  les  équations  des  plans  qui  projettent  la  droite  sur  le 
plan  XOZ  ou  sur  le  plan  YOZ.  On  peut  aussi  considérer  chacune 
de  ces  équations  comme  étant  celle  de  la  projection  elle-même 
dans  son  plan. 

Si;  dans  les  équations  (i)^  on  fait  z  =  o,  on  obtient  les  coor-* 
données  x^=p,  y^=^q  de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  XOY. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles^  leurs  projections  étant 
respectivement  parallèles^  les  coefficients  angulaires  a  et  6  sont 
les  mêmes  dans  les  équations  de  ces  droites. 

Les  équations  générales  d'une  droite  renferment  quatre  pa- 
ramètres arbitraires  a,  b,  p,  q. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  DROITES  QCl  PASSENT  PAR  UN  POINT  DONNÉ. 

4SO— Pour  qu^uoe  droite 

(i)    x  =  az+py    y  =  6z  +  g 

passe  par  un  point  donné  H,  ayant  pour  coordonnées  x^,  yf,  %\ 
il  faut  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  deux  équa- 
tions de  la  droite,  ce  qui  donne  deux  relations  a/=az'+p> 
y '  =  ftjis' + 9> .  servant  à  déterminer  deux  des  paramètres,  par 
exemple  p  et  g.  En  remplaçant  p  et  9  par  leurs  valeurs^  on 
obtient  les  équations 

(2)    a?  — a/  =  a(«  — z')^   y  — y'=6(«-- 5/), 

dans  lesquelles  les  deux  paramètres  a  et  b  sont  arbitraires^  et 
qui  représentent  toutes  les  droites  passant  par  le  point  donné. 

DROITS  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS  DONNÉS. 

4131— Les  équations  (2)  représentent  une  droite  quelconque 
passant  par  le  point  M;  cette  droite  passera  par  un  second 
point  M'  ayant  pour  coordonnées  a^,  yfy  js%  si  les  conditions 

sont  vérifiées;  on  en  déduit 

%  — z'  z — z' 

et  la  droite  cherchée  a  pour  équations 

(3)    a;-x'=^=^(3-^20,    »-tf'  =  |^(«-^0, 
ou  plus  simplement 

On  obtient  immédiatement  les  équations  (2)  et  0),  en  remar^ 
quant  que^  lorsqu'une  droite  passe  par  un  points  les  projec- 
tions de  la  droite  passent  par  les  projections  du  poirrl .        ' 
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INTERSECTION  d'UNE  DROITE  ET  d'uN  PLAN. 

433 — Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  d'une  droite 
et  d'un  plan  s'obtiennent,  comme  celles  du  point  de  rdncontre 
de  trois  plans^  par  la  résolution  de  trois  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues.  Si  les  équations  de  la  droite  sont 

x  =  az-\-p,    y  =  bz-hq, 
et  celle  du  plan 

Aa:-hBy-hC2-f-D  =  o, 

ea  élimins^nt  œ  et  y,  on  obtient  la  coordonnée  z  dp  point  d'in- 
tersection 

Ap  +  Bg  +  D 

"■~      Aa-+-B6  +  C' 
Si  l'on  a 

(5)    Aa-hP64'C;=?o, 

la  valeur  de  z  devenant  ioAnie^  le  point  d«  rencontrf^  s'éloigne 
à  l'infini  et  la  droite  est  parallèle  au  plan. 
Si  Ton  a  en  même  temps 

(6)    Aa  +  B6-i-G==:o,    Ap-HBg  +  D===o, 

là  valeur  de  2  est  indéterminée  et  la  droite  a  une  infinité  de 
pdkits  communs  avec  le  plan^  c'est-à-dire  qu'elle  est  située 
dans  le  plan.  La  première  (les  conditions  (6)  exprime  que  la 
droite  est  parallèle  au  plan;  la  seconde^  que  la  trace  de  la 
droite  sur  le  plan  des  xy,  trace  qui  a  pour  coordonnées  (p,  q,  o), 
est  située  dans  le  plan. 

CONDITION  POUR  QtE  DECX  DROITES  SE  RENCONTRENT. 

433 — Deux  droites  placées  arbitrairement  dans  l'espace  ne 
se  rencontrent  pas  en  général;  pour  qu'elle*  se  rencontrent,  il 
faut  que  leurs  équations 

xz=az  +  py  {  x  =  a':^^'gf^ 

y=bz+q,  \  y=Vz-hq^j 

soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  or,  y,  z; 
ceci  n'aura  lieu  que  si  la  condition 

(7)    (a~aO(5~50-(&~60(p-pO  =  o, 
Qblenue  par  l'élimination  de  x,  y,  z,  est  remplie* 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  PLANS  QUI  PASSENT  PAR  LA  DROITE 
d'iUTERSEGTION  DR  DEUi:  PLANS  DONNÉS. 

4a4l~8oieni  Ax-f-By-hCaH-Dreo,  A'dM-»'y-hC'»-hD'=fco 
les  équations  de  deux  plans;  Téquation 

(8)    (Aa?  +  Bîf4-Ca;-hD)  — *{A'aî-f-B'y-hC'js-+-iy)=o, 

dans  laquelle  le  paramètre  *  est  arbitraire,  représentera  tous 
les  plans  qui  passent  par  la  droite  d'intersection  des  deux  pr&> 
miers  plans.  li  est  évident  d'abord  que,  quelle  que  soit  la  va* 
leur  attribuée  au  paramètre  Â%  le  plan  représenté  par  Téqua^ 
tion  (8)  passera  par  la  droite  d'intersection  des  plans  donnés; 
car  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  chacuii 
des  points  communs  aux  deux  plans.  On  voit  ensuite  que  Té- 
qualion  (8)  représente  tous  les  plans  qui  passent  par  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  donnés;  car  l'un  quelconque  de 
ces  plans  est  défini  par  la  droite  d'intersection,  et  un  point 
(j/,  yf  %')  pris  arbitrairement  dans  l'espace;  or,  on  peut  déter- 
miner le  paramètre  A,  de  manière  que  le  plan  (8)  passe  par  ee 
point,  ce  qui  donne  la  condition 

(Aa/-hBî^-f-C5'  +  D)  — ft(A'a/-hBY-f-G';/+iy)ti=b, 

d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  A.  Le  plan  cherché  a  pour  équation 

Aj^  +  By-hCz  +  D  _  A^a;-hB^y-hC^z-4-D^ 
^'     Aa/-hBy'-+-Cz'-+-D~A'x'-+-B'y'-f-G'z'4-iy" 

PAR  UNE  DROITE  MENER  UN  PLAN  PERPENDICULAIRE  A  UN  PLAN  DONNÉ. 

4S»— Soient  Aa?-f-By-+-Cz-4-D=o,  A^a?-f-B'y+C'x4-D'=o, 
les  équations  de  la  droite  donnée,  K^x  ^-  Wy  -f-  C'z  +  D" = o 
celle  du  plan  donné.  Le  plan  cherché,  passant  par  la  droite,  a 
une  équation  de  la  forme 

(Aic  +  By  +  Ca-t-D)  — A(A'a;  +  B'j/-+-C'x4-D')  =  o. 

Ce  plan  sera  perpendiculaire  au  plan  donné,  si  la  condition 

A"  (A  —  A  AO  +  B"  (B  -  AB')  +  C  (C  —  ftC)  =  o 

est  vériûée  (u"  427),  les  axes  élaiil  supfkosés  rcclaBguUires-,  on 

eD  déduit 

A"A  +  B"B4-C"C 


*  = 


A'A"-+-B'B"+G'C" 
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et  le  plan  cherché  a  pour  équation 

( lo)   (A'A'+B'B'4-C'C'0(AaH-l^+CsH-D)=(A"A+B''B-4-C''C)(A'aH-B'y-HC'a 

Les  trois  plans  donnés  forment  un  angle  trièdre;  par  Tune  des 
arêtes  nous  ayons  mené  un  plan  perpendiculaire  à  la  face  op- 
posée. Les  plans  menés  par  chacune  des  autres  arêtes  perpen- 
diculairement à  la  face  opposée  ont  de  même  pour  équations 

(A''A4-B''B^-C''C)(A^a:+B'y4-C'«+Iy)===(AA'+BB'^-CC0(A''ar^-B''»^^^ 
(AA'-hBB'4-CCO(A''a:H-B''yH-C''«+D'0=(A^A''+B'B''-hC^Q(AjH-B^^ 

En  ajoutant  les  deux  premières  équations  membre  à  membre^ 
on  trouve  la  troisième  ;  on  en  conclut  que  les  trois  plans  pas- 
sent par  une  même  droite. 

ANGLES  D^UNB  DROITE  AVEC  LES  AXES. 

439--Dans  les  questions  relatives  à  la  ligne  droite,  que 
nous  avons  traitées  jusqu'à  présent,  excepté  dans  la  question 
précédente,  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  coor- 
données; dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  les  coordon- 
nées rectangulaires. 
Soient  a?  =  a;5-f-p,  y  =  6js  +  g  les  équations  d'une  droite. 

La  parallèle  OL  menée  par  Torigine 
(fig.  260)  aura  pour  équations 


L 


x  =  az,    y  =  bz. 

Désignons  par  a,  p,  y  ^^  angles  que 
fait  la  droite  OL  avec  les  axes.  Pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  M, 
Fis- 260.  situé  à  une  distance  l  de  Torigine. 

Les  coordonnées  x^  y,  z  du  point  M  étant  les  projections  ortho- 
gonales de  la  droite  OM  sur  les  axes,  on  a 

a?  =  Icosa,    y=/cosP,    5  =  icosY. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  droite  OL, 

il  vient 

cos  a  =  a  cos  y,    cos  ^  =  6  cos  y, 
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et^  par  suite, 

/    V    costt cosp cosy ±:i     / 

Le  double  signe  se  rapporte  aux  deux  directions  de  la  droite. 
PAm  UN  pomr  umm  uin  raorn  qui  fassb  aybg  les  axes 

ras  ANGUSS  DOiniÉS. 

437— Proposons-nous  de  mener  par  le  point  H^  dont  les 
coordonnées  sont  xf,  yf,  z',  une  droite  qui  fasse  avec  les  axes 
des  coordonnées  rectangulaires  les  angles  a,  ^,  y.  La  droite 
cherchée  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

mais  on  a 

cosa      .       cosB 

a  = ♦    6  =  — ^; 

cosy  cosy 

on  en  déduit 

(12)    =  ^ — rr  = • 

^  cosa         cosp        cosy 

On  peut  obtenir  directement  ces  équations;  si  l'on  désigne 
par  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la 
droite,  et  par  p  la  distance  M^M^  les  diOérences  x  —  a/,  y  —  yfy 
z  —  z'  sont  les  projections  de  la  longueur  M^M  sur  les  axes  des 
coordonnées.  D'un  autre  côté,  si  la  longueur  H' M  est  comptée 
à  partir  du  point  M'  dans  la  direction  qui  fait  avec  les  axes  les 
angles  a,  %  y^  ces  projections  sont  égales  à  pcosa^  pcos^, 
pcosy  ;  si  la  longueur  M' H  est  comptée  dans  la  direction  oppo- 
sée, ces  projections  sont  égales  à  —  p  cosa,  —  p  cosp,  —  cosy. 
On  a  donC;  dans  tous  les  cas, 

X — a/=pcosa,    y  — y'=pco8p,    s  — z'^pcosy, 
X  —  xf     V  —  î/      z  —  z' 

ou  — '^ ^  = =  p, 

cosa         cosp         cosy       ^ 

en  convenant  de  regarder  la  longueur  p  comme  positive  ou 
uégative,  suivant  qu'elle  est  parcourue  dans  la  première  di- 
rection ou  dans  la  direction  opposée. 
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ANGLE  DE  DEUX  DROITES. 

438— Soient 

les  équations  de  deux  droites.  On  déterminera  les  angles 

(«>  P>  y)y  (^9  ^'i  yO  ^6  chacune  dWles  a\ec  les  axes,  puis  on 
exprimera  Tangle  V  qu'elles  font  entre  elles  par  la  formule 
connue  (n*  4^7)  •  On  a 

cosa cos^ cosy 


d'où 


a          h           I  Va'+ft'-^-i 

cosa^ cosp^ cos/ ■  I 

(i3)    cosV=± 


Va*+ 6'-4- 1  V»  H-  ^*-+- 1 


Les  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles  lorsque  la 

relation 

(i4)    aa'-f-WH-i  =o 
est  satisfaite. 

ANGLE  d'une  DROITE  ET  D'UN  I»LA*. 

439— Soient  x  =  az+p.  yz=zhz  +  q  les  équations  de  la 
droite,  Aa?-hBy  4-Cj5  +  D  =  o  celle  du  plau.  L'angle  V  de  la 
droite  et  du  plau  est  complémentaire  de  Tangle  que  forme  la 
droite  avec  la  normale  au  plan. 

Si  Ton  appelle  a,  (i,  y  ^^s  angles  que  fait  la  droite  avec  les 
axes,  ot!y  ^' ,  y  les  angles  que  fait  la  normale  au  plan  avec  les 
mêmes  axes,  on  a 

cosa cos  P cos  Y dbi 

cosa^ cosp^ cos  y ±:i 

et,  par  suite, 

,:„v-        ±(Aa  +  B64-C) 

V(A'+  B'4-  C»)  (c'+6'+i) 
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CONDITIONS  POUR  QC'UNE  DROITE  ET  UN  PLAN  SOIENT 

PERt>OfDICULAlABS. 

440 — Soient^  comme  précédemment^  x^:=^z-ï-pf  y=b%-hq 
les  équations  de  la  droite,  Ax-f-By-l-Cs-}-D  =  o  celle  du 
plan.  En  désignant  par  a,  ^,  y  les  angles  de  la  droite  avec  les 
axes,  par  a',  ^^,  Y  ceux  de  la  perpendiculaire  au  plan  avec  les 
mêmes  axes,  tious  avoris 

costt^cosp ces  Y 

a    ■""    6  I 

cosQc^ cosy cosy 

A    """"B""    C 

Si  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan^  les  angles  et,  p,  y  ^^^^ 
respeclîrement  égaux  à  od,  p',  y,  on  a,  en  divisant  les  rapports 
précédents  deux  à  deux, 

,  ^.  A  B  C 
(i6)  -  =  ^  =  -. 
^    '    a      6       I 

Des  relations  (i6)  on  déduit  aisérnent  ce  théorème  dont  on 
se  sert  en  géométrie  descriptive  :  lorsqu'une  droite  est  per- 
pendiculaire à  un  plan,  la  projection  de  la  droite  sur  un  plan 
quelconque  est  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan.  La  projec- 
tion de  la  droite  sur  le  plan  XOZ  a  pour  équation  x  =  az-^p, 
l'équation  de  la  trace  du  plan  est  A  a?  4-  C 2  4-  D  =  o,  la  relation 

a  =  p-  exprime  que  les  deux  droites  sont  rectangulaires.  De 

même  la  relation  bcz^  exprime  que  la  projection  de  la  droite 
sur  le  plan  YOZ  est  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan. 

PAR  UN  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  DROITE  PERPENDICULAIRE  A  UN 

PLAN  DONNÉ. 

44fl — Soient  a/,  j/^,  z^  les  coordonnées  du  point  donné  M, 
Aa;-|-By4-C«-f-D  =  o  l'équation  du  plan.  Les  équations  de 
la  droite  cherchée  seront  de  la  forme 
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Cette  droite  sera  perpendiculaire  au  plan  donné,  si  les  relations 

-=-  =  - 
a      b      i 

sont  vérifiées;  on  en  déduit 

A     ,      B 
«  =  C'    ^  =  C' 

et,  par  suite,  la  droite  cherchée  a  pour  équations 

a?  — a/  =  ç(z  — zO,    y—l/  =  Q(z~zf), 
ou,  plus  simplement, 

^  ^^        A  B  C 

On  obtient  immédiatement  ces  équations,  en  remarquant 
que  les  numérateurs  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  que  la  droite  fait  avec  les  axes,  tandis  que  les  dénomi- 
nateurs sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  nor- 
male au  plan  fait  avec  les  axes;  la  droite  coïncidant  avec  la 
normale,  ces  deux  séries  de  quantités  sont  proportionnelles. 

441S — Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire^  c^est- 
à-dire  du  point  P  où  la  perpendiculaire  perce  le  plan,  seront 
données  par  les  deux  équations  (17)  jointes  à  l'équation  du 
plan.  On  peut  mettre  Téquation  du  plan  sous  la  forme 

A{x  —  a/)  -+-  B  (y  —  yO  H-  C  (2— «0 =—  (Aa/-hBy^-f-Cj5'-+-D); 

en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  rapports 
égaux  (17),  après  ayoir  multiplié  les  deux  termes  du  premier 
par  A,  ceux  du  second  par  B,  ceux  du  troisième  par  C,  on 
forme  un  nouyeau  rapport  égal  à  chacun  des  précédents 

A(ar— a/)+B(y>~yO-hC(jg  — gO_~(Aa/H-By^4-C3/-hD). 
A*-hB*-hC»  "  A«-+-B*-hC«  ' 

on  a  ainsi  les  équations 

/t8^    a?— a/ __y— y^ _ z—z^ _  — (Aag^-t-By^+  Cz^+D) 
^^^       A    ■"    B    ""    C    ""  Â^TB^ 

qui  déterminent  le  pied  de  la  perpendiculaire. 
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On  obtiendra  la  longueur  de  la  perpendiculaire  en  rempla- 
;ant  les  différences  x  —  af,  y— y*,  z — z'  par  leurs  valeurs 
lans  la  formule 

/  =  V(a?-a;^)«-i-(»-yO'-+-(«-^)S 
:e  qui  donne 

On  retrouve  ainsi  la  formule  à  laquelle  nous  avons  déjà  été 
conduits  par  une  autre  méthode  (n*  4^8). 

PAR   UN    POINT   DONNÉ   MENER   CN   PLAN   PERPENDICULAIRE   A    UNE 

DROITE  DONNÉE. 

443— Soient  af,  j^,  z'  les  coordonnées  du  point  donné  H^ 
x=:az  +p,  y  =  6z  4-  q  les  équations  de  la  droite.  Le  plan 
cherché;  passant  par  le  point  M»  a  une  équation  de  la  forme 

A(a;  — a^'j-f-BCy  — yO  +  C(z  — J20  =  o- 
Ce  plan  sera  perpendiculaire  à  la  droite^  si  les  relations 

-  =  ?  =  - 
a  "~  6  ~"  I 

A      B 

sont  vérifiées.  En  remplaçant  les  rapports  p  et  ^  par  leurs 

valeurs  a  et  fr^  Téquation  du  plan  cherché  devient 

(19)    a{X'-xf)'\'b(y  —  y')-^[z  —  z')  =  o. 

On  obtient  encore  immédiatement  cette  équation»  en  remar- 
quant que  les  quantités  a,  ft»  i  sont  proportionnelles  aux  co- 
sinus des  angles  que  fait  la  droite  donnée  avec  les  axes,  tandis 
que  les  quantités  j?-— a/,  y— y',  2  — z' sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  ces  mêmes  axes  la  droite 
qui  va  du  point  H  à  un  point  quelconque  du  plan;  ces  deux 
directions  étant  rectangulaires^  la  somme  des  produits*  de  ces 
quantités  deux  à  deux  doit  être  égale  à  zéro. 

444 — On  aura  le  point  P  où  le  plan  coupe  la  droite»  en 
joignant  l'équation  du  plan  aux  deux  équations  de  la  droite  ; 


396  LIVRÉ  V,  CHAPITRE  Itl. 

celles-ci  étant  mises  sous  la  forme 

y  —  l/=b{z^z!}  —  {i/-^b;i^  —  q), 

on  en  déduit^  en  remplaçant  x — x^  et  y  —  j/  dans  réquation 
du  plan 

.      ./      g  (g/  —  gjs^  — p)  -f-  b  iu'  —  hz^  —  q) 

a*  H- if* -h  I 

A  Taide  de  cas  formules,  on  calculerait  aisément  la  distance 
MP  du  point  à  la  droite  donnée;  mais  nous  l'obtiendrons  plus 
rapidement  par  une  autre  méthode. 

PAR  UN  POINT  DONNÉ  MENER  UNE  MIOITE  PERPENDICULAIRE  A  UNE 

DROITE  DONNÉE. 

4415— Soient  x^,  y',  z'  les  coordonnées  du  poiat  donné  M, 

â7=ajs+p,  yssibz-^q  les  équations  de  la  droite  donnée.  La 

droite  cherchée  est  l'intersection  de  deux  plans,  Tun  mené  par 
le  point  et  la  droite  donnés,  l'autre  mené  par  le  point  donné 
perpendiculairement  à  la  droite  donnée.  Le  premier  a  pour 
équation  (n°  434) 

X  —  az  —  p y  —  bz  —  g 

ocf  —  az'  —  p      ^  —  bz'  —  q 

le  second  (n°  443) 

a{x-'X')  +  b{y  —  '!^)  +  [z  —  z')=0'y 
ces  deux  équations  simultanées  représentent  la  droite  cherchée. 

DISTANCE  d'un  POINT  À  UNE  DROITE  DONNÉE. 

446— Appelons  toujours  a/,  2/^,  z'  les  coordonnés  du  point 
donné  M.  Supposons  d'abord  que  la  droite  donnée  OL  passe 
par  l'origine,  et  désignons  par  a,  p,  y  les  angles  qu'elle  fait 
avec  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires.  La  perpendicu- 
laire MP,  abaissée  du  point  M  sur  la  droite  OL,  étant  un  côté 
d'un  triangle  rectangle  OMP  (fîg.  261),  on  a 
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La  distance  OM  est  connue  ;  elle  est  donnée  par  la  formule 

2uant  a  la  distance  OP,  c'est  U  projection  de  la  droite  OM  sur 

la  droite  OL;  en  exprimant  que  la  pro- 
jection de  la  droite  OM  est  égale  à 
celle  de  la  ligne  brisée  OABH^  dont 
les  côtés  sont  les  coordonnées  ^^y^  z^ 
du  point  M,  on  a 

OP=a5'cosa-hy'  cosp  +  z'cosy. 

Il  vient  de  la  sorte 

(20)    p=ïa/«-Hî/  '4-s''  —  (a/cosa-hy'cosP  ^-;j'cosy)«. 

On  peut  mettre  cette  formule  sous  une  autre  forme.  Si  Ton 

multiplie  la  quantité  j/'4-y"-4-2'*  par  co6'a-|-cos*P-hco8"Y, 
c'est-à-dire  par  Tunitc,  on  a 

a5/i^-j^î-4-i5'*)(cos*aH-co8'P-f-co8*y)  — («'cosa-t-ycosP-Ha'co. 

en  effectuant  les  calculs  et  groupant  convenablement  les 
termes,  il  vient 

P=  (t/  cosy  —  sf  cos  P)^  4-  (a'  cosa  —  a/  cosy)*  +  {x^  cosP  —  y^  ce 

Supposons  maintenant  que  la  droite  donnée  qe  posée  pas  par 
Toriglne,  et  soient 

les  équations  de  cette  droite.  Imaginons  que  Ton  transporte 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  de  la  droite, 
par  exemple  au  point  (p,  qf,  0)  où  elle  {>erce  le  plan  XOY;  les 
coordonnées  du  point  H  relativement  à  ces  nouveaux  axes 
étant  a/ — p,  y^  —  q,  2^  on  aura,  en  appliquant  la  formule  (21], 

P= [(y' — q)  cosy  —  2'  cosP]*-i-  f(a/— p)  cosy  —  z^  cosa]* 
-f-  [{af  —  p)  cos  P  —  (y'  —  g)  cosa]*; 

si  Ton  remplace  enfin  cosa,  cosP,  cosy  par  leurs  valeurs,  on 
obtient  la  formule 


{ 
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PLUS  COURTE  DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 

44y— Soient  œ=zaz-i-p,  y  =  bz -h  q  les  équations  de  la 
première  droite  AB,  x=o'2-4-p',  y  =  Vz-h-q^  celles  de  la 

droite  CD  (ûg.  262).  On  sait  que  la 
perpendiculaire  commune  MN  à  ces 
deux  droites  mesure  leur  plus  courte 
distance.  On  sait  aussi  que  la  lon- 
gueur l  de  cette  perpendiculaire 
commune  MN  est  égale  à  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  la  droite 
CD  au  plan  P  mené  par  la  droite  AB 
Fig.  SG9.  parallèlement  à  CD.  Cherchons  d'a- 

bord réquation  du  plan  P;  tout  plan  mené  par  la  droite  AB  a 
une  équation  de  la  forme 

(a?  —  ajs  —  p)  —  *  (y  —  6«  —  g)  :r=  o  ; 
ce  plan  sera  parallèle  à  CD^  si  la  condition  (n*"  482} 

a'— ft6^-~(a  — *6J=o 

est  remplie;  on  en  déduit  *=r^T7»  et,  par  suite,  le  plan  P 
a  pour  équation 

(23)    (b  —  V) (X  —  az'-'p)  —  {a^-a^) (y ~bz  —  q)  =:o. 
La  distance  à  ce  plan  d'un  point  quelconque  de  la  droite  CD, 
par  exemple  du  point  (p^  q^,  &),  où  elle  perce  le  plan  XOY,  a 
pour  expression  (n**  428) 

(b  -feO(p-pO-(a-aO(<y-QO 


(24)    i=± 


V(^ 


-  a' y -h  (b  —  6')* -H  (ab'  —  ba^ 
Telle  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  données. 

44S— Si  Ton  demandait  les  équations  de  la  perpendicu-' 
laire  commune  MN,  il  faudrait,  par  chacune  des  droites  don- 
nées AB,  CD,  mener  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P;  ces 
deux  plans,  par  leur  intersection,  détermineraient  la  droite 
MN.  Un  plan  {x  —  az—p)  —  k  {y  ^bz  —  q)  =0,  mené  par  la 
droite  AB,  sera  perpendiculaire  au  plan  P  représenté  par 
réquation  (23),  si  la  condition  (n^  427) 

(6  _ ft/) ^, fc (^ _ fl/)  —  (a  —  kb)  {aV~ba')  =  o 
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est  vérifiée  ;  on  en  déduit  la  valeur  de  ft,  et  le  plan  cherché  a 
pour  équation 

(25)  {a-- a^) (x—az—p) -h (b  —  b') (y  —  bz—q) 
-i-  (aV —ba^)  [b  [x—p)— a{y —q)]=o. 

Le  plan  mené  par  la  droite  CD^  perpendiculairement  au  plan  P^ 
a  de  même  pour  équation 

(26)  (a'— a)(x— o'z— p)+(i/— 6)(y— fc'z— î^) 
'^{a^b  —  Va)[b'ix—pf)—a^(y—^)]=o. 

Les  deux  équations  simultanées  (25)  et  (26)  représentent  la 
perpendiculaire  commune  MN. 

sraÉRB. 

4I40 — La  surface  de  la  sphère^  étant  le  lieu  des  points  dis- 
tants du  centre  d'une  quantité  constante  égale  au  rayon^  a 
pour  équation^  en  coordonnées  rectangulaires, 

(a:  — a)*-h{y-6)«-h(z  — c)«  =  r«. 

Si,  à  inéquation  d'une  sphère,  on  joint  celle  d'un  plan,  on 
aura  les  équations  de  la  ligne  d'intersection,  c'est-à-dire  d'un 
cercle  dans  Tespace. 

EXERCICES. 

1*  Étant  donnés  un  système  de  trois  aies  rectangulaires  et  un  point  sur 
chacun  des  axes  ;  trouter  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  points, 
4*  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  aurait 
pour  sommets  les  trois  points,  2*  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  in- 
scrit dans  le  même  triangle. 

2®  Étant  donnée  une  conique,  trouver  dans  Tespace  le  lieu  des  points 
tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  ^  Tun  quelconque  des  points  de  la  co- 
nique soit  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point  de  la  conique. 

La  dislance  esl  aussi  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  du  point 
cherché. 

Si  l'on  joint  deux  points  6xes  du  lieu  ^  un  point  quelconque  de  la  co- 
nique, la  somme  ou  la  différence  des  distances  est  constante. 

3*  Démontrer  que,  si  par  chacune  des  arêtes  d*un  angle  trièdre  et  la 
bissectrice  de  la  face  opposée,  on  fait  passer  un  plan,  les  trois  plans  ainsi 
obtenus  se  coupent  suivant  une  ménrie  droite. 
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>    4*  Étant  donnés  un  trièdre  et  une  droitie  passsnt  par  son  soomet^  par  h 

droite  fixe  et  chacune  des  arêtes  on  fait  passer  un  plan  qui  partage  la  face 
opposée  en  deux  angles  ;  démontrer  que  le  produit  des  sinus  de  trois  seg- 
ments non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres.  (Réciproque.) 

5*  Étant  dotttié  un  trièdre,  par  le  sommet  on  mène  un  plan  quelconque 
^Qi  dât^rmioe  sur  chaque  face  deui  segments  ;  démontrer  que  le  produit 
des  sinus  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  et  de  signe  contraire 
au  produit  des  trois  autres.  (Réciproque.) 

6<>  Trouver  Taire  d*un  triangle  en  fonction  des  coordonnées  des  som- 
mets, les  axes  étant  rectangulaires. 

7*  Trouver  le  volnme  d'un  tétraèdre  ayant  Tuo  de  ses  sommets  à  Tori- 
gine  en  fonction  des  coordonnées  des  trois  autres  sommets. 

8*  Démontrer  que  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés  d*un  tétraèdre  passent  par  un  même  point. 

9*  Trouter  Téquation  d*un  plan  mené  par  un  point  de  Taxe  des  x  per- 
perpendiculairement  à  cet  axe,  les  coordonnées  étant  obliques. 

Application  ^  la  détermmation  du  centre  d*une  sphère  donnée  par  son 
équation  en  coordonnées  obliques,  au  moyen  de  plans  perpendicnlaires  aux 
axes. 

4  0^  Les  six  plans  des  cercles  d'intersection  de  quatre  sphères  prises 
deux  ii  deux  se  coupent  en  uh  même  point. 


CHAPITRE  rV. 


4&0— On  définit  quelquefois  une  surface  par  une  propriété 
commune  à  chacun  de  ses  points;  dans  ce  cas^  OQ  obtient  l'é- 
quation de  la  surlace  icn  traduisant  analytiqtiement  cette  pro- 
priété. HaiS;  en  général^  on  déQnit  une  surface  par  le  mouve- 
ment  d'une  ligne  dans  l'espace.  Soient 

F(x,  y,  z,  a)=o,    F^(x,  y,  z,  a)=o 

les  équattons  d'une  ligne  renfermant  un  paramètre  arbitraire 
a;  si  Ton  fait  varier  a  d'une  manière  continue,  la  ligne  se 
meut  dans  Fespaoe  et  engendre  une  surface.  On  obtiendra 
l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  le  paramètre  a  entre 
les  deux  équations  de  la  ligne  mobile  (n^  98). 
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Supposons  que  les  équations  de  la  ligne  mobile 

V(x,  y,  2,  a,  6)=o,    F,(x,  y,  z,  o,  6)  =  o 

renferment  deux  paramètres  variables  a  et  S,  assujettis  à  yé- 
rifier  la  relation  9  (a,  b)=o.  Un  seul  de  ces  paramètres  sera 
arbitraire,  et  la  ligne,  dans  son  mouvement^  engendrera  en- 
core une  surface,  dont  on  obtiendra  Téquation  en  éliminant 
les  deux  paramètres  a  et  6  entre  les  trois  équations  précédentes. 

En  général,  si  les  deux  équations  d'une  ligne  mobile  ren- 
ferment n  paramètres  variables,  assujettis  à  vérifier  n  —  i 
équations  de  condition,  cette  ligne  engendrera  une  surface  dont 
on  obtiendra  l'équation  en  éliminant  les  n  paramètres  va- 
riables entre  les  deux  équations  de  la  ligne  et  les  n  -*  i  équa* 
tiens  de  condition. 

On  donne  le  nom  de  génératrice  à  la  ligne  mobile  qui  en- 
gendre la  surface.  On  déflnit  ordinairement  le  mouvement  de 
la  génératrice  en  Tassujettissant  à  glisser  sur  certaines  lignes 
fixes,  que  Ton  nomme  directrices.  Soient  ^ 

f{^,yy^)  =  o,    ft(x,y,z)=o 

les  équations  d'une  directrice  ;  pour  que  la  génératrice  ren* 
contre  la  directrice,  il  faut  que  les  quatre  équations  de  ces 
deux  lignes  soient  vérifiées  par  un  même  système  de  valeurs 
de  X,  y  y  z;  si  donc,  entre  ces  quatre  équations,  on  élimine  x, 
y  y  Zy  on  obtiendra  une  équation  de  condition  entre  les  para- 
mètres a,  b, . . .  que  renferment  les  équations  de  la  généra- 
trice. Chaque  directrice  donnera  ainsi  une  équation  de  condi- 
tion entre  les  paramètres  variables.  Ainsi,  lorsque  les  équations 
de  la  génératrice  renferment  n  paramètres  variables,  il  faut 
assujettir  cette  ligne  mobile  à  glisser  sur  n  —  i  directrices. 

On  appelle  $urface$  réglées  les  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  ligne  droite.  Les  équations  générales  d'une 
ligne  droite  renfermant  quatre  paramètres  variables,  il  faut 
trois  directrices  pour  définir  le  mouvement  d'une  ligne  droite. 
Parmi  les  surfaces  réglées,  nous  étudierons  particulièrement 
les  surfaces  cylindriques,  les  surfaces  coniques  et  les  surfaces 
conoïdes. 

BR.  ^6 
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SURFACES  CYLINDRIQUES. 

451|— On  ai)pelle  surface  cylindrique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamnient 
parallèle  à  elle-même. 

La  génératrice  sera  représentée  par  les  équations 

x  =  az-\-pf    y  =  bz-hq, 

dans  lesquelles  les  paramètres  a  et  b  sont  constants^  et  l^s  deux 
paramètres  p  et  g  variables.  On  définira  le  mouvement  de  la 
génératrice^  en  Tassujetlisant  à  glisser  sur  une  directrice  don- 
née^ ce  qui  fournira  une  équatioB  de  conditicm  m(p,  9)  =  () 
entre  les  deuK  paramètres  variables  p  et  q.  On  obtiendra  Té- 
quation  de  la  surface^  en  éliminant  ces  deux  paramètres  entre 
les  deux  équations  de  la  génératrice  et  Téquation  de  condition; 
si  Ton  remplace  dans  cette  dernière  p  et  g  par  leurs  valeurs 
X'-az,  y-'bz,  tirées  des  deux  preipières,  on  a  Téquatiop  de 
la  surface  cylindrique 

4ft9 — Plus  généralement^  la  génératrice  peut  être  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

ax+by-\'CZ'hd=:oi,    a^  x  -^V  y  -h  d  z  -h  d^  =  {6, 

dap9  lesquelles  les  deux  paramètres  qc  et  ^  sont  seuls  y^riables; 
car  cbapune  de  ces  équations  étant  celle  d'i^n  plaq  qui  se  meut 
parallèlement  à  lui-même^  la  droite  (J'ipterseçtjon  conserve 
(^s§i  la  même  direction.  Les  àe\x%  par^imètres  a  et  ^  sopt  }iés 
par  une  équation  de  condition  <^{^,  |^)  =  o;  rélin^inatiou  des 
deux  paramètres  a  et  ^  donne  Téquation  4e  l^  sqrf^c^  cylin- 
drique 

(a)    (f  {ax  -hby-h  ez  -h  d,    a^x  H-  6' i/  -h&i-h  d^)  ==  o. 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (2)  ne  peut  re- 
présenter qu'une  surface  cylindrique.  Si  Ton  pose^  en  effet, 

a^  -+-  i|/  -h  c;î  H-  d  =  ôc,    a'  op  4-  &'  y  H-  c' ç  -4-  d'  ^t=  ?  ; 
Véquation  proposée  devient  ©(«,  P)=o;  à  tout  système  de  î 
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valeurs  réelles  de  «et  p,  vérifiant  cette  équation,  correspond 
une  droite  ayant  une  direction  déHerminée;  Tensemble  de  ces 
droites  forme  une  surface  cylindrique.  Ainsi,  f  équation  géné- 
rale des  surfaces  cylindriques  tsi  une  équation  quelconque 
entre  deux  polynômes  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Cependant,  il  peut  arriver  que  Téqualion  ©  (a,  p)  =  o  n'ad- 
mette qu'un  nombre  fini  de  solutions  réelles;  dans  ce  cas, 
réquation  (a)  ne  représente  qu'un  nombre  limité  de  droites. 

4IS8-^upposous  que  ia  surface  ait  pour  directrice  une 

courbe  plane,  située  dans  le  plan 
XOY  (fig.  o£3),  et  soit  ç  {x,  y)  =  o 
réquation  de  cette  courbe  rap- 
portée aux  axes  OX  et  OY;  la 
trace  G  de  ia  génératrice  GH 

X^^az  -^-p,     1/  =  i;;  4-  g 

sur  le  plan  XOY  a  pour  coordon- 
*    nées  jr=p,  y:=^q;  cette  trace 
devant  apparleniràladirectrice, 
on  aura  réquation  de  condition 
9  (p,  q)  =  o,  et  la  surface  cylin- 
drique sera  représentée  par  ré- 
quation ç(ic  — ajs,  y  — 62)  =  o.  On  voit  que,  si  la  directrice 
plane  est  algébrique  et  de  Tordre  w,  la  surface  cylindrique  est 
aussi  algébrique  et  de  Tordre  m. 


Fis.  263. 


SURFACES  CONIQUES. 

41&4— On  appelle  surface  conique  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Désignons  par  a?o,  y^y  z^  les  coordonnées  du  point  fixe,  c'est- 
à-dire  du  sommet  du  cône;  les  équations  de  la  génératrice 
seront  de  la  forme 


x—x. 


a, 


y 


Vo 


Z  —  Zm 


=  b, 


•  et  6  étant  deux  paramètres  variables.  On  définira  le  mouve- 
ment  de  la  génératrice  en  Tassujettissant  à  glisser  sur  une 
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directrice  donnée^  ce  qui  fournira  une  équation  de  condition 
(f  [a,  b)  =  G  entre  les  deux  paramètres  variables  a  et  6.  En  éb- 
minant  a  et  b  entre  cette  équation  et  les  deux  équations  de  la 
génératrice,  on  obtiendra  Téquation  de  la  surface  conique 


(3)  <p(£=:^o,  î^rXoUo. 


C^esl  une  équation  homogène  entre  les  trois  différences  x — ^«, 

Réciproquement^  toute  équation  homogène  entre  les  trois 
différences  â? — a?„  y — y^,  z  —  z^  ne  peut  représenter  qu'une 
surface  conique.  Car  on  pourra  mettre  cette  équation  sous  la 
forme  (3);  si  Ton  pose  ensuite 

z  —  Zf^  z  —  5»0 

réquation  proposée  devient  9  (a,  b)  =  o;  à  tout  système  de 
valeurs  réelles  de  a  et  b,  satisfaisant  à  cette  équation^  corres- 
pond une  droite  passant  par  le  point  fixe  {x^,  y^,  z^)  ;  Tensemble 
de  ces  droites  forme  une  surface  conique. 

Cependant,  si  Téquation  <p  (a,  b)  =  o  n'avait  qu'un  nombre 
limité  de  solutions  réelles^  on  n'aurait  qu'un  nombre  limité 
de  droites.  Dans  le  cas  où  cette  équation  n'a  pas  de  solutions 
réelles^  il  peut  arriver  que  l'équation  (3)  soit  vérifiée  par  les 
valeurs  x^,  y^,  z^;  alors  elle  représente  un  point  unique. 

Quand  on  place  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  du 
cône^  l'équation  de  la  surface  conique  se  réduit  à  la  forme 


«)    .(f.|)=o. 


C'est  une  équation  homogène  entre  les  trois  coordonnées  x:, 

4SS— -Considérons  le  cas  où  la  directrice  est  une  courbe 
plane.  Prenons  le  sommet  du  cône  pour  origine  des  coordon- 
nées^ et  supposons  le  plan  XOY  parallèle  au  plan  de  la  courbe 
(fig.  264).  Soient  js=c^  9(0;^  y)=o  les  équations  de  la  directrice, 
x=azy  y=bZf  celles  de  la  génératrice;  la  trace  de  la  généra- 
trice sur  le  plan  de  la  directrice  ayant  pour  coordonnées  j5=c. 
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x:=^ac,y= bCy  pour  que  ce  point  G  appartienne  à  la  directrice, 

il  faut  que  Téquation  de  condition 
9  {ac,  bc)  =  G  soit  vérifiée.  En  éli- 
minant a  et  6  entre  cette  équation 
et  celles  de  la  génératrice^  on  ob- 
tient réquation  de  la  surface  co« 
nique 

On  voit  que>  si  la  directrice  plane 
est  algébrique  et  de  l'ordre  m,  la 
surface  conique  est  aussi  algébri- 


Fig.  964. 

que  et  de  Tordre  tn. 


SURFACES  GONOIDES. 


4ISG— On  appelle  surface  conoïde  une  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
un  même  plan  que  Ton  nomme  plan  directeur,  et  en  glissant 
sur  une  droite  fixe  appelée  axe  du  conoïde  et  sur  une  seconde 
directrice  quelconque. 

Prenons  la  directrice  rectiligne  pour  axe  des  Zf  et  supposons 
le  plan  XOY  parallèle  au  plan  directeur.  La  génératrice  sera 
représentée  par  des  équations  de  la  forme 

«  =  «.    |==P- 

La  directrice  donnera  une  équation  de  condition  (p  (a,  fd)  =  o 
entre  les  deux  paramètres  variables  a  et  ^.  La  surface  conoïde 
aura  pour  équation 

(5)    ?(5î.    |)=o. 

457— Supposons  que  Taxe  OZ  soit  perpendiculaire  au  plan 
directeur  (fig.  265),  et  que  la  directrice  soit  un  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  directeur.  Faisons  passer  Taxe 
OX  par  le  centre  C  du  cercle  et  prenons  le  plan  YOZ  parallèle  au 
plan  du  cercle;  ce  cercle  aura  des  équations  de  la  forme  x=a, 
y«-l-s'  =  r'.  Pour  que  la  génératrice  GH  s'appuie  sur  le  cer- 
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cle^  i\  faut  que  W  paramètres  a  et  ^  gaU^fas&ciit  à  la  relatiou 
a^^'-h«*s=:f*.  Le  conoïde  est  donc  représenté  par  réquation 
du  quatrième  degré  x^*^ -H  a^y- — r^x^=o.  Si  l'on  coupe  la 

surface  par  un 
plan  parallèle  au 
pian  directeur, 
on  obtient  évi- 
demment deux 
génératrices  GH, 
GH';  Tangle  de 
ces  deux  généra- 
trices diminue  à 
mesure  que  le 
plan  sécant  s'é- 
1  is.  2.JÔ.  lève;  enfin,  le  co- 

noïde se  termine  par  une  arête  DB. 

Coup(H38  la  surface  par  un  pian  EFË^  paiallèle  au  plan  du 
cercle;  ce  plan  a  pour  équation  œ:s=:af;  la  courbe  d'iDter«ec- 
tion  a'*V-f-a*y*  — a'V^=o  est  une  ellipse  dont  le  demi-axe 
IF  est  constamment  égal  à  r  et  dont  l'autre  axe  £E^  diminua 
jusqu'à  zéro,  quand  le  plan  sécant  se  rapproche  de  Taxe  du 
conoïde. 

SURFACES  D£  RÉYOLUTION. 

45 S — On  appelle  surface  de  révolution  une  surface  engen- 
drée par  la  rotation  d'une  ligne  autour  d'un  axe  fixe  auquel 

elle  est  invariablement  liée. 
Chaque  point  M  de  la  généra- 
trice décrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Taxe  et  qui 
a  pour  centre  le  pied  P  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point 
M  sur  Taxe  (fig.  266).  Les  cercles 
décrits  par  les  différents  points 
de  la  génératrice  ont  été  nom- 
més les  parallèles  de  la  surface. 
Les  sections  faites  par  des  plans 
^»«-  ^^'  qui  passent  par  Taxe  sont  égales 
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enire  elles)  œ  toot  \èÈ  ntiriditm  de  ]a  surface.  Ordinairement 
on  (ïlioieH  p6ur  génératrice  de  la  surface  une  courbe  méri- 
dienne. 

On  peut  aussi  concevoir  une  surface  de  révolution  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'un  cercle,  de  rayon  variable^ 
Jomt  I6  centré  parcourt  tiiie  Ifgne  droite^  dont  le  plan  teste 
|)ei*peiiâîêtilaife  à  cotte  droite,  et  qui  ^encontre  la  génératrice 
donnée. 

Sup|k)90nâ  d'abord  que  Ton  prenne  Taxe  de  rotation  pduf 
aie  des  x,  les  coordonnées  étant  rectangulaires;  un  parallèle 
de  là  stirfA^e  êeftt  représenté  par  des  équations  de  la  forme 

en  exprimant  que  ce  cercle  rencontre  la  génératrice  donnée, 
on  obtiendra  une  équation  de  condition  9  (a,  ^)  =  o  entre  les 
deux  paramètres  variables  oc  et  fi.  Si  Ton  élimine  a  et  ^  entre 
cette  équation  et  les  deux  équations  du  parallèle^  on  aura 
lequation 

(6)  9  (V^'h^,  z)  =---  u 

de  la  surface  de  révolution. 
4ft9 — Cherchons^  par  exemple,  Téquation  de  la  surface 

eagendrée  par  une  droite  AB^  tournant  autour  d'un  axe  OZ 

(flg.  267).  Prenons raxe  de  rotation  pour 
axe  des  z,  la  perpendiculaire  commune 
entre  Taxe  et  la  droite  AB  dans  une  de 
ses  positions  pour  axe  des  y,  et  une  per- 
pendiculaire au  plan  YOZ  pour  axe 
des  à!.  La  droite  AB,  dans  cette  position 
particulière^  aura  pour  équations 

y  =  a,    x  =  mz, 

Ix       a  étant  la  plus  courte  distance  OA,  m 
Fig.  !^.  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle 

ZO»/  que  fait  l'axe  OZ  avec  la  droite  OB'  parallèle  à  AB.  Pour 
que  le  cercle  parallèle  a;'  -f-  y2=  a%  z  =  ^  rencontre  la  droite 
AB,  il  faut  que  l'équation  de  condition  a-  — m2[:i*  =  a%  que 
ion  obtient  en  éliminant  x,  y,  z  cjitre  lee  équations  de  la 
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droite  et  celles  da  cercle,  soit  vérifiée;  rélimination  des  deux 
paramètres  Tariables  «  et  ^  entre  cette  équation  de  condition 
et  celles  du  cercle^  donne  Téquation  de  la  surface  de  révolution 

(7)    a;»  -h  y'  —  m' z*  =  a'. 

Si  Ton  fait  y  =  o  dans  cette  équation^  on  obtient  la  trace  de 
la  surface  sur  le  plan  XOZ;  c'est  une  hyperbole  oî* — in'«*=a', 
ayant  son  axe  transverse  OD  dirigé  suivant  OX,  et  pour  asym- 
ptotes les  droites  OB'  et  OC'  également  inclinées  de  part  et 
d'autre  sur  OZ.  On  peut  considérer  la  surface  comme  engen- 
drée par  cette  hyperbole  méridienne  tournant  autour  de  son 
axe  imaginaire.  C'est  pourquoi  on  lui  a  donné  le  nom  d'hyper- 
ioloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

L'équalion  (7)  ne  renfermant  le  coefficient  angulaire  m 
qu'au  carrée  il  est  clair  que  la  même  surface  sera  engendrée 
par  les  deux  droites  AB  et  AC,  toutes  deux  perpendiculaires  à 
OA,  et  également  inclinées  de  part  et  d'autre  sur  la  droite  AZ' 
parallèle  à  OZ. 

460— Considérons  eu  particulier  le  cas  où  la  génératrice 
est  la  courbe  méridienne;  cette  courbe,  que  l'on  peut  supposer 
placée  dans  le  plan  XOZ,  est  représentée  par  les  équations  y=o, 
^{x,  z)=o.  Si  Ton  élimine  a?,  y,  z  entre  ces  deux  équations  et 
celles  du  parallèle  a;*-f-y'=a%  z  =  P,  on  obtient  l'équation 
de  condition  ^  (a,  p)  =  o.  L'équation  de  la  surface  de  révo- 
lution est  donc 

^  (V^M^S  z)  =  o. 

On  l'obtient  en  remplaçant  x  par  yjx^-i-y*  dans  Féquation  du 
méridien. 

Par  exemple,  si  la  courbe  méridienne  est  l'hyperbole 
X* — m'j5*=  a*,  rhyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  aura 
pour  équation  aî'-Hy*  —  w'2'=a*. 

Comme  second  exemple,  considérons  le  tore,  c'est-à-dire  la 
surface  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d'un  axe  situé 
dans  son  plan  sans  passer  par  le  centre.  Si  l'on  prend  pour 
axe  des  js  Paxe  de  révolution,  et  pour  axe  des  x  une  perpendi- 
culaire abaissée  dii  centre  du  cercle  sur  Taxe,  l'équation  du 
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sercle  dans  le  plan  das  œz  étant  (âp~a)*-H2*=f*,  celle  de  la 

mrface  sera 

(v^^Ty* — a)*  4- «• = r«. 

419M. — Supposons  maintenant  que  Taxe  de  rotation  OL  passe 
par  Torigine^  mais  ait  une  direction  quelconque  dans  l'espace. 

Soient  -  =  |  =  -  les  équations  de  cette  droite.  Tout  paral- 
lèle de  la  surface  sera  donné  par  Tinter- 
scctlon  d'une  sphère  décrite  de  l'origine 
comme  centre  et  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  ;  ce  cercle  sera  donc  repré- 
senté par  deux  équations  de  la  forme 

Fig.  S6S.  En  exprimant  que  le  parallèle  rencontre 

la  génératrice  donnée,  on  aura  une  équation  de  condition 
<p  (a,  P)  =  o  entre  les  deux  paramètres  variables  a  et  p.  L'éli- 
mination de  ces  deux  paramètres  entre  Téquation  de  condition 
et  les  deux  équations  du  cercle  conduira  à  l'équation  de  la  sur* 
face  de  révolution 

(8)    <p(Va:*4-y'4-«%  ax  +  6y-}-c2-+-d)  =  o. 

C'est  une  équation  entre  le  polynôme  du  second  degré 
07^+ y'+ 2*  et  un  polynôme  quelconque  du  premier  degré. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  représente 
une  surface  de  révolution  autour  d'une  droite  passant  par 
l'origine.  Considérons,  en  effet,  la  droite  OL  qui  a  pour 

équations  —  =  ^  =r  -,  et  posons 

l'équation  proposée  (8)  devient  9  (ol,  |3)  =  0.  A  tout  système 
de  valeurs  réelles  de  a  et  de  ^  vérifiant  cette  équation,  corres- 
pond un  cercle  donné  par  l'intersection  d'une  sphère  ayant 
l'origine  pour  centre,  et  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 
OL;  le  centre  du  cercle  sera  situé  sur  la  droite  OL,  et  le  lieu 
des  cercles  formera  une  surface  de  révolution  autour  de  cette 
droite. 
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Soppé^ons  Mûù  qoé  l'axe  de  rotirtioB  mr  pante  pà9  fMir  l'ori- 
gine; prenons  un  point  fixe  (œ^,  y^y  z^  sur  cet  axe  dont  les 
équations  seront 

a  b  c    ' 

Tout  parallèle  de  la  surface  sera  donné  par  Tinlersection  d'une 
sphère  [x  —  orj^-h  (y  —  y^*-\-  (^  —  ^o)^  =  **  ayant  son  centre 
au  point  fixe,  et  (l'un  plaft  ox-^-hy-^-cz  +  d^^^  perpendicu- 
laire à  ï'axe,  réqualîon  de  là  stifîâce  de  révolution  sera  donc 
de  là  forme 

(9)    î  {'^K^^'^Y-^'^f^^^^  aj:-H-&i/~hc5  +  d)=o. 

PLAN  TANGENt. 

^409 — Nous  commencerons  par  rappeler  un  théorème  dé- 
montré en  algèbre;  supposons  que  les  lettres  x  eiy  désignent 
deux  fonctions  de  la  variable  z,  assujetties  à  vérifier  l'éqtiatîon 

(0    f{x,yrZ)  =  o. 

Si  Ton  représente  par  oc/  et  y'  les  dérivées  de  tes  deux  fonc- 
tions par  rapport  à  la  variable  Zy  m%  deux  dérivées  sont  liées 
entre  elles  par  la  relation 

(2)    jîY;4-yY;^/:==o. 

En  effet,  quand  x  eiy  sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
variable  Zy  la  fonction  f[x,  y,  z)  est  une  fonction  composée  de 
cette  même  variable,  et  elle  admet  pour  dérivée 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  les  fonctions  x  eïy  vérifient 
réquation  (1),  Ift  fonction  f{x,  y,  z)  étant  constamnfient  nulle, 
sa  dérivée  est  aussi  constamment  nulles  et,  par  conséquent^ 
les  deux  quantités  a/  et  ^  vérifient  l'équation  {2). 

403 — Gela  posé,  considérons  la  surface  représentée  par 
réquation  (i).  Soit  M  un  point  de  cette  surface  ayant  pour 
coordonnées  x,  y,  z;  par  le  point  M  traçons  sur  la  surface  une 
ccmrbe  quelconque  MA  (fig.  269);  quand  le  point  M  parcourt  la 
courbe,  deux  des  coordonnées  x  et  y  peuvent  être  regardées 
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comme  des  fonclionsde  la  iroisièmo  :;;  la  nature  de  cet  foDctions 

i  dépend  de  la  courbe  MA  tracée  sur  la  tUr- 
faco;  mais  elles  satisfont  constamment  à 
réqtiation  (i),  et^  par  suite,  leurs  dérivées 
à  réquation  (s).  Appelons  jr^  j/^  3^  les  co- 
ordonnées d'un  second  point  M^  apparie- 
l'igTseo.  nant  à  la  courbe^  et  Toisin  du  point  H; 

la  sécante  MM i  est  représentée  par  les  équations 


Z^  —  Z  Z^  —  M 

les  lettres  X,  Y«  Z  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite.  Quand  le  point  H|  se  rapproche  indéfini- 

ment  du  point  M,  les  rapports  •;^ — ^»  ^ — ^  ont  pour  limites 

les  -valeurs  des  dérivées  x'  et  y^  des  deux  fonctions  xaiy  au 
point  M;  la  tangente  MT  à  la  courbe  au  point  M  est  donc  repré- 
sentée par  les  équations 

Ces  équations  renferment  deux  paramètres  variables  x^  et  y' 
assujettis  à  vérifier  Féquation  (2).  On  obtiendra  le  lieu  des  tan- 
gentes au  point  M  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et 
passant  par  ce  points  en  éliminant  ces  deux  paramètres  entre 
les  deux  équations  de  la  tangente  et  Téquation  de  condition  (2). 
Ce  lieu  a  pour  équation 

(3)    (X-x)fi-h(\-y)f;+{Z-z]fi  =  o. 

C'est  fin  plan  qu'on  appelle  le  plan  tangent  à  la  surfaee  att 
point  H. 

La  normale  à  la  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  M  au  plan  tangent  à  la  stn'tace  en  ee  point; 
ses  équations  ^nt 


...     X—x      Y  — y      Z  — J8 


41141— Nous  ayons  démontré  qu'en  général  les  tangentes 
aux  diverses  courbes  tracées  sur  une  surface  par  un  point  M 
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sont  dansua  même  plan;  il  y  a  cependant  des  exceptions; 
c'est  lorsque  les  trois  dérivées  partielles  f»,  fyj  fi  sont  nulles 
au  point  M;  car  alors  l'étjuatioa  de  condition  (2)  devient  une 
identité^  et  pour  trouver  le  lieu  des  tangentes,  il  faut  recourir 
à  un  calcul  plus  compliqué.  Cette  circonstance  se  présente  au 
sommet  d'un  cône;  les  tangentes  aux  diverses  courbes  tracées 
sur  la  surface  par  ce  point  sont  les  arêtes  du  cône^  et  le  lieu 
des  tangentes  est  le  cône  lui-même.  Lorsqu'une  surface  a  un 
point  singulier  de  celte  sorle^  le  lieu  des  tangentes  en  ce  point, 
au  lieu  d'être  un  plan^  est  un  cône. 

465— Si,  par  un  point  H^  on  trace  deux  courbes  sur  la 
surface^  et  qu'on  mène  leurs  tangentes^  le  plan  de  ces  deux 
droites  est  le  plan  tangent.  Lorsque  par  le  point  M  passe  une 
droite  située  sur  la  surface,  cette  droite^  étant  elle-même  sa 
propre  tangente,  est  comprise  dans  le  plan  tangent.  Certaines 
surfaces  réglées,  parmi  lesquelles  nous  citerons  le  cylindre  et 
le  cône  jouissent  de  cette  propriété  que  le  plan  tangent  est  le 
même  pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice.  Hais  ceci 
n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  surfaces  réglées;  considérons^  par 
exemple,  le  conoïde  dont  nous  avons  trouvé  l'équation  au 
n""  4^7;  les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  YOZ  sont 
des  ellipses  dont  l'un  des  axes  est  constant  et  l'autre  variable; 
les  tangentes  à  ces  diverses  ellipses  aux  points  situés  sur  une 
même  génératrice  GH  ne  sont  pas  parallèles,  et,  par  consé- 
quent, le  plan  tangent  tourne  autour  de  la  génératrice  GH 
quand  le  point  de  contact  se  meut  sur  cette  droite.  Par  excep- 
tion, le  plan  tangent  est  le  même  le  long  de  la  génératrice  DB. 
En  chaque  point  G  de  l'axe  OZ,  il  y  a  deux  plans  tangents 
OGH,  OGH^ 

Nous  rappellerons  encore  que  le  plan  tangent  à  une  surface 
de  révolution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe 
par  le  point  de  contact,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  normale 
à  la  surface  est  contenue  dans  le  plan  méridien. 

Une  courbe  dans  l'espace  étant  définie  par  l'intersection  de 
deux  surfaces^  sa  tangente  sera  donnée  par  l'intersection  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces. 

4M.— Considérons  en  particulier  les  surfaces  du  second 
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degré  :  soit 

(5)    f{Xyy,  2)  =  Ax*-4-A'y*4-AV+2Byjs4-2B'«x 
+  aB'icy  +  2Ca;  +  aC'y -h  aCz  4- F  =  o 

l'équation  de  la  surface.  On  a 

/i=2(Aa?+B''y+B'z-+-C), 

/;=2(B''a?  +  A'y  +  Bz+C'), 
/:=2(B^a?4-By+A''z-hn, 

=  2  (Aa?M-AV+A''zM-2Byz+2B'«a:H-2B''j:y-4-(ir-|-C'y-f-C^'«); 

le  point  M  étant  sur  la  surface,  ses  coordonnées  vérifient  Té- 
quation  (5),  et  Texpression  précédente  se  réduit  à 

—  2(Cx  +  C^y  +  C^z4-F). 

L'équation  du  plan  tangent  devient  ainsi 

(6)  (Ajî-hB''y-f-B'5;-f-C)X-+-(B''a?-hA^y  +  B2-+-C0Y 
-i-(Wx-hBy'hArz-hC'')Z'h{Cx  +  Cy'^Cz-h¥)=o. 

On  remarque  que  les  coordonnées  du  point  de  contact  n'en- 
trent qu'au  premier  degré  dans  cette  équation.  Comme  on 
peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(7)  (AX4-B»Y-*-B'Z  +  C)aî4-(B''X-f-A'Y+BZ4-C0y 
-+-(B'X4-BY-f-A''Z4-C')z4-(CX-HC'Y-f-C''Z  +  F)  =  o, 

on  remarque  aussi  qu'elle  ne  change  pas,  quand  on  permute 
les  lettres  x  et  X,  y  et  Y,  z  et  Z. 

Proposons-nous  maintenant  de  mener  des  plans  tangents  à 
la  surface  par  un  point  donné  P^  non  situé  sur  la  surface  et 
ayant  pour  coordonnées  x^^  y^,  z^.  Prenons  pour  inconnues 
les  coordonnées  Xy  y,  z  de  l'un  des  points  de  contact  H;  ces 
coordonnées  doivent  vérifier  l'équation  (5);  d^autre  part^  le 
plan  tangent  en  M  devant  passer  par  le  point  P,  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  Téquation  (6)  ou  l'équation  (j),  et 
Ton  a 

(8)   (\x,'hB"y,'^Wz,-hC)x-h{B"x,'hX^y,-hBz,'{-C)y 
4-(B'a;4+By,-hA%-*-C'')z  +  (Ca?,+C'î/4+CX-^F)  =  o. 

Le  lieu  du  point  de  contact  est  la  courbe  plane  suivant  la- 
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quelle  le  plan  (8)  coupe  la  surface  du  second  degré.  Considé- 
rons 1^  cône  qpi  a  pour  sommet  le  point  P  et  pour  directrice 
celle  courbe  plane;  par  un  point  quelconque  M  de  celte  ligne 
passe  une  arête  du  cône^  laquelle  est  située  dans  le  plan  langent 
en  M  à  la  surface;  ce  plan  contenant  aussi  la  tangente  en  H  à 
la  courbe  directrice  n'est  autre  chose  que  le  plan  tangent  au 
cône  suivant  l'arête  PH;  le  cône  est  donc  tangent  à  la  surface 
du  second  degré  en  tous  les  points  de  la  courbe  directrice. 

KXEHCiCIS. 

40  L*I3^(9  4*un  çQBe  i0  révolution  passe  è  rorigine  des  eoordoDii^es  et  fait 
avec  les  axe^  des  angles  9,  p,  y;  Tapgle  du  cône  est 0;  trouver  Téquation 
de  la  surface. 

Comme  application,  trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  du  second 
degré 

Ax«4-A'y«H-AV  +  2By3-4-2B'5.r-+-2B''JV=Q 

ritpréseqte  up  cône  de  révolution. 

2*  Étant  donné  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  (surface  engendrée 
par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  petit  axe);  le  cône,  engendré  par 
une  droite  qui  tourne  autour  du  foyer  de  Tune  des  ellipses  méridiennes  en 
s'appuyant  sur  la  seciion  faite  dans  la  surface  par  un  plan  passant  par  la 
directrice  qui  correspond  à  oe  foyers  ^st  un  côoe  de  révolution. 

3"  Étant  donné  ui)  ellipsoïde  de  révolution  allongé  (sarfaco  engendrée 
par  une  ellipse  tournant  autour  de  son  grand  axe},  le  cône,  qui  a  pour 
sommet  Tun  des  deux  foyers  des  sections  méridiennes  et  pour  base  une 
section  plane  quelconque,  est  de  révolution. 

4*  La  projection  d*une  section  plane  du  cône  circulaire  droit  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  sommet  du  cône,  a  pour  Tun  de  ses 
fbyeps  le  sommet  du  cône,  et  pour  directriet  correspondante  h  droit«  de 
rt nconiro  des  deux  plans. 

5*  I^orsqn^upc  section  pUne  d*un  cônt  circulaire  droit  est  ttn«  ellîpse,  la 
fomme  des  arêtes  qui  siboutissent  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  ToHipse 
est  eonstante. 

6«  Démontrer  qu'un  plan  tangent  au  loro  et  passant  par  le  centre  coupe 
la  surface  suivant  deux  cercles. 

La  sphère  qui  a  pour  gfand  cercle  un  cercle  tangent  aux  deux  cercles  qui 
forment  Tun  des  méridiens  du  tore  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles. 

7*  Troof  er  la  sectioo  droite  d'un  cylindn  eirconscrit  h  un  tore. 
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8*  Démontrer  que  les  six  arêtes  de  deux  trièdres  trirectangles,  ayant 
même  sommet,  appartiennent  ft  un  méffi^  ^ne  du  deuxième  degré. 

9^  Étani  donné  un  conoïde  dont  Taxe  est  perpendiculaire  au  plan  direc- 
teur et  qui  enveloppe  une  sphère;  trouver  les  projections  de  la  courbe  de 
contact  sur  le  plan  directeur  et  siu*  le  plan  mené  par  Taxe  et  le  cenli-e  de  la 
sphère. 

10*  Étant  donné  bd  système  d^axei  rfctapgubirei,  un  (ore  a  \)0^$  piéri- 
(jiei^  djftm  le  plaii  20X  un  cercle  qui  a  2»ofi  ceiflre  sur  Taxe  OX  ;  cet  axe 
reqconK^  ^^  cercle  en  un  poii^t  A,  oonired*un  nouveau  cercle  égal  au  pre- 
mier et  cpmpris  ^ans  yn  plan  parallèle  h  ZOY,  pne  droite  qui  reste  parallèle 
au  plan  XOy  décrit  un  conoîde  en  s*appuyant  sur  ce  second  cercle  et  sur 
Prixe  OZ;  on  demande  la  projection  sur  )e  plan  XOY  de  la  courbe  de  ren- 
contre des  deux  surfaces. 

M®  On  suppose  que  le  plan  du  second  cercle  du  problème  précédent 
s'fnroule  sur  un  cylindre  circonscrit  au  tore  et  aynnl  des  arêtes  parallèles 
5  l'axe  du  tore,  et  on  remplace  la  direririce  courbe  du  conoïde  par  la 
courbe  en  laquelle  s'est  transformée  lo  cerclo  après  reuroulemeat  du  plan  ; 
trouver  U  projection  sur  le  plan  KÛV  de  la  ligne  de  rencontre  du  nouveau 
conoîde  ^t  du  tore  (spira)e  d'Arcbiipède). 

\%^  Lorsque  deux  surfaces  réglées  ont  une  génératrice  commune,  il  y  a 
générale naent  deux  points  de  celte  génératrice  pour  lesquels  le  plan  tangent 
à  chacune  4çs  siirraces  est  le  même;  déterminer  ces  deux  points.  Si  les 
deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangont  pour  trois  points  de  la  génératrice, 
elles  se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 

W  Lorsque  deux  surfaces  réglées^  décrites  par  des  droites  qui  se  meu- 
vent en  restant  parallèles  au  même  plan,  ont  une  génératrice  commune^  il 
V  a  généralement  un  point  de  celle  droite,  pour  lequel  les  deui  surfaces 
ont  le  même  plan  tangent;  déterminer  ce  point.  Si  les  deux  surfaces  ont  le 
même  plan  taogent  en  deux  points  de  la  génératrice  commune,  ellea  se  rac- 
coréett  !•  long  de  cette  droite. 

14^  Uqe  spbère  a  sop  centre  ï  Torigine  des  coordonnées  que  Ton  suppose 
rectangulaires,  Taxe  OX  perce  la  sphère  en  un  point  A  ;  dans  le  plan  XGY, 
sur  OA  comme  diaipètfe,  oq  décrit  un  cercle  qui  sert  de  base  à  un  cylindre 
dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  OZ;  trouver,  1«  les  projections  sur  les  trois 
plans  coordonnés  de  la  courbe  de  rencontre  du  cylindre  et  de  la  sphère; 
2*  Téquation  du  cône  qui  a  pour  directrice  cette  courbe  et  pour  sommet  le 
point  A,  ce  cône  est  un  cône  de  révolution;  3*  les  traces  sur  les  plans  des 
coordonnées  des  tangentes  à  la  courbe. 
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4#y— Les  définitions  de  Yhomothilie  et  de  la  similitude 
pour  les  figures  à  trois  dimensions  sont  les  mêmes  que  pour 
les  figures  à  deux  dimensions  (liy.  lY^  chap.  y).  En  Géométrie 
plane,  si  Ton  fait  abstraction  de  la  position  des  systèmes,  Tho- 
mothétie  inverse  ne  donne  pas  d^autres  figures  que  lliomo- 
thétie  directe  ;  il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  figures  dans 
l'espace.  Considérons  un  premier  système  de  points  A,  B,  C,..., 
et  après  avoir  choisi  arbitrairement  un  centre  de  similitude, 
construisons  un  système  A^  B^^  C, . . .  homothétique  direct  et 
un  système  A^,  B%  C,...  homothétique  inverse  avec  le  même 
rapport  de  similitude  k;  ces  deux  systèmes  sont  symétriques 
Tun  de  Tautre  par  rapport  au  point  0.  On  les  rend  symétriques 
Tun  de  l'autre  par  rapport  à  un  plan  quelconque^  mené  par  le 
centre  de  èimilitude^  en  faisant  tourner  Tun  d'eux  de  i8o* 
autour  d'une  perpendiculaire  menée  par  le  point  0  à  ce  plan. 
Il  résulte  de  là  que  les  systèmes  homothétîques  inverses  da 
système  donné  sont  les  symétriques  des  systèmes  bomothé- 
tiques  directs. 

468 — On  sait  (n""  377)  qu'une  droite  a  pour  homothétique 
une  droite  parallèle.  Considérons  un  plan  P  et^  dans  ce  plan, 
une  série  de  droites  passant  par  un  même  point  H;  chacune 
d'elles  aura  pour  homothétique  une  droite  parallèle  passant 
par  le  point  H'  homothétique  de  M.  On  en  conclut  que  la 
figure  homothétique  d'un  plan  est  un  plan  parallèle. 

Si  le  plan  P  passe  au  centre  de  similitude^  il  est  à  lui-même 
son  homothétique. 

Puisque  deux  plans  ont  pour  homothétîques  deux  plans  pa- 
rallèles, Vangle  de  deux  plans  est  égal  à  Vangle  des  plans 
homothéliques. 

Les  sécantes,  qui  joignent  deux  points  homologues  de  deux 
courbes  homothétiques  quelconques,  étant  constamment  pa- 
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rallèles^  on  en  conclut  que  les  tangentei  aux  points  homologues 
sont  parallèles. 

Si  l'on  trace  sur  deux  surfaces  homothétiques  deux  séries  de 
lignes  homologues  qui  passent  toutes  par  deux  points  homolo- 
gues M  et  M^  les  courbes  homologues  auront  en  H  et  M^  des 
tangentes  parallèles;  donc^  les  plans  tangents  en  deux  points 
homologues  de  deux  surfaces  homothétiques  sont  parallèles. 

4L99 — 5t,  par  deux  points  fixes,  on  mène  des  rayons  parai- 
lèleSj  et,  dans  un  rapport  constant  k,  on  forme  deux  systèmes 
homothétiques;  la  démonstration  est  la  même  que  celle  du 
n**  378.  II  en  résulte  également  que  deux  systèmes  homothé- 
tiques à  un  troisième  sont  homothétiques  entre  eux;  quand 
rbomothétie  est  de  même  sens  et  que  les  deux  systèmes  sont 
construits  avec  le  même  rapport  de  similitude^  on  peut  les 
superposer.  Ainsi^  avec  un  seul  centre  de  similitude,  en  fai- 
sant varier  le  rapport  k  de  o  à  coy  on  obtient  tous  les  systèmes 
homothétiques  à  un  système  donné.  En  particulier^  si  le  sys- 
tème donné  est  compris  dans  un  plan^  les  centres  de  simili- 
tude extérieurs  au  plan  ne  donnent  pas  d'autres  systèmes  que 
les  centres  compris  dans  le  plan. 

470  —  Les  six  centres  de  similitude  de  quatre  systèmes 
homothétiques  deux  à  deux  sont  situés  dans  un  même  plan. 
Soient  A,  A^,  A%  A^'^  les  quatre  systèmes  donnés;  par  les  trois 
centres  de  similitude  CK,  0",  (^  des  systèmes  A  et  A',  A  et  A", 
A  et  A^^^  faisons  passer  un  plan  P;  ce  plan^  passant  par  le 
point  (y,  est  à  lui-même  son  homologue  dans  les  systèmes  A 
et  A^;  il  est  aussi  son  homologue  dans  les  systèmes  A  et  A"; 
par  conséquent^  le  plan  P  est  à  lui-même  son  homologue  dans 
les  systèmes  A^  et  A'';  donc^  il  passe  par  leur  centre  de  simili- 
tude. Le  même  raisonnement  s'applique  aux  combinaisons  A^ 
et  A^^',  A"  et  A^'^ 

Lorsque  deux  figures  à  centre  sont  homothétiques  direcieSf 
elles  sont  aussi  homothétiques  inverses;  et  réciproquement.  La 
démonstration  est  la  même  que  celle  du  n""  38o.  Il  résulte  de 
là  que  si  les  quatre  systèmes  considérés  dans  le  théorème  pré- 
cédent ont  des  centres^  on  aura  six  points  dans  un  même  plan., 
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en  preMot^  soit  les  six  centres  de  similitude  directe  «  soit, 
d'une  manière  convenable^  trois  centres  de  similitude  directe 
et  trois  centresde  similitude  ioTerse. 

4f  fl— Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  bomoibé- 
tiques  étant  égal  à  i*>  on  Toit  que  le  rapport  des  aires  de  deux 
poilfédres  homothétiquis,  ety  par  suite,  le  rapport  des  aires  de 
deux  surfaces  homothétiques  quelconqueSf  est  égal  à  k*« 

Lorsqu'on  abaisse  des  perpendiculaires  de  deux  sommets 
homologues  de  deux  tétraèdres  homothétiques  sur  les  faces 
opposées,  ces  perpendiculaires  sont  deux  droites  homologues, 
elles  ont  pour  rapport  k;  le  rapport  des  bases  étant  A*,  il  en 
résulte  que  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  homo- 
thétiques est  égal  à  k'.  Ce  dernier  théorème  s'applique  à  deux 
polyèdres  et  même  à  deux  solides  quelconques  homothétiques. 

4X11 — Une  figure  est  semblable  à  une  figure  donnée 
lorsque,  par  un  déplacement  convenable,  elle  peut  coïncider 
avec  l'une  des  figures  directement  homothétiques  à  la  figure 
donnée.  Il  résulte  du  n*  469  que  Ton  obtiendra  toutes  les  sur- 
faces semblables  à  une  surface  donnée,  en  prenant  arbitrai- 
rement un  centre  de  similitude,  et  en  construisant  avec  ce 
centre  les  diverses  surfaces  homothétiques  qui  correspondent 
aux  valeurs  de  k  comprises  entre  o  et  qo  . 

EsKxpLi  I.  La  surface  donnée  est  une  sphère.  Prenons  le  cenue  de  la 
sphère  0  pour  centre  de  similitude;  le  rayov  OA  étant  coBMant^  le  rayon  OA' 
sera  également  constant;  une  surface  semblable  à  une  sphère  est  une  autre 
sphère  qui  peut  avoir  un  rayon  quelconque. 

Exemple  II.  La  surface  donnée  est  un  cône,  t^renons  le  sommet  pour 
centre  de  similitude,  deux  points  homologues  seront  situés  snr  la  même 
génératrice  du  cône.  Ïm  seule  figure  seUfiblable  à  «n  cdne  est  ce  cilfie  lui' 

ExfiiifU  m.  La  surface  est  un  cjUndre.  Prettoms  m»  pwit  arbUraîrc  O 
pour  centre  de  similitude^  et  traçons  sur  le  c;yliodre  donné  «ne  cowrbe  arbi- 
traire Gy  que  nous  prendrons  pour  directnoe  du  «sjpliMtK*  A  k  comte  C  oor- 
respond  une  courbe  bomoihétiqoe  C\  et  à  toute  génératrice  du  (ff^mier 
cylindre  une  droite  parallèle  passant  par  le  point  homologue  du  point  où 
la  courbe  G  est  rencontrée  par  la  première  génératrice;  ainsi,  deux  cylit^ 
•dres  sont  homothétiques  lorsquUls  ont  pifitr  directrices  deux  courbes  hamôthé' 
iiques  et  leurs  génératrices  parajfèïes. 
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Considéfoiis  àtux  cylindres  bomolhéliques,  ayant  le  point  0  pour  centre 
e  simililode;  si  Ton  mène  par  ce  point  une  parallèle  00'  aux  génératrices 
es  deux  surfaces,  tout  point  de  ce^le  droite  est  aussi  un  centre  de  similitude 
es  deux  surfaces.  Il  en  résulte  que  les  sections  de  deux  cylindres  Iiomo- 
léiiques  psr  le  méoM  ^ii  sont  des  courbes  hoidoChéliqttè»,.  ayant  pour 
entre  de  similitude  le  point  où  le  plan  coupe  la  droite  00'.  Comme  les 
ectioDS  d*un  cylindre  par  des  plans  parallèles  sont  égales,  les  sections  de 
eux  cylindres  honioihétiques  par  des  plans  parallèles  sont  homothétiques. 

4LW 3 --Lei  sections  d'une  surface  du  second  degré  par  des 
tlans  parallèle$  mni  cfoi  ceurbu  homothétiques.  L'équation 
générale  des  surfaces  du  second  degré  est 

(I)    A»*+AY-^A''«*-f-aB»J5-i-2B«a:-i-^B''j^     - 
-h2Cic-h2C'y-f-2C«-hFs=o; 

)a  oblicnt  la  projection  sur  le  plan  XOY  de  rintersection  de 
:ette  surface  et  du  plan 

(2)    ax+by  +  cz  =  l, 

m  éliminant  la  variable  z  entre  les  équations  (i)  et  (2).  Or, 
dans  réqualion  ainsi  obtenue,  les  coefficients  des  termes  du 
second  degré  sont  indépendants  de  I;  on  en  conclut  que^ 
lorsque  l  Tarie,  a,  h,  e  restant  fixes,  c'e^t-à-dire  lorsque  le 
plan  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  les  projections  sont 
homothétiques;  les  cylindres  projetants,  ayant  pour  direc* 
trices  des  courbes  homothétiques,  sont  coupés  par  deux  plans 
parallèles  suivant  des  courbes  homothétiques.  Quand  ceé 
courbes  sont  des  hyperboles,  Tune  peut  être  homotbétique  k 
la  conjuguée  de  Tautre  (n**  386). 


■  * 


LIVRE  VI 

S1JRFACK8  nu  SECOND  HSGRÉ* 


»♦ 


CHAPITRE  I. 


/équation  générale  du  second  degré  entre  les  trois 
variables  x,  y,  z  est  de  la  forme 

(i)    Aoî^-h  A'y«-f-  A''^*  4-  2By2  +  2B'zaj  -h  TlVxy  ■ 
-f-  ^Cx  -f-  2C'y  +  2Cj5  4-F  =  o; 

elle  renferme  dix  termes^  ou  neuf  paramètres  arbitraires. 
Nous  représenterons  le  premier  membre  par  fix^y,  z).  On 
pourrait^  en  suivant  la  marche  adoptée  en  Géométrie  plane 
pour  rétude  des  lignes  du  second  degrés  examiner  les  diverses 
formas  du  lieu  défini  par  cette  équation  ;  mais^  à  cause  du 
grand  nombre  des  cas  à  considérer,  cette  discussion  serait 
longue  et  pénible.  Nous  commencerons  par  simplifier  Féqua- 
tion  (i)  et  nous  ne  nous  occuperons  ensuite  que  des  équations 
réduites.  Nous  baserons  cette  réduction  sur  les  propriétés  du 
centre  et  des  plans  diamétraux  dont  nous  allons  nous  occuper 
d'abord. 

CENTRE. 

47S— Un  point  I  est  le  centre  d'une  surface^  lorsque  les 
points  de  la  surface  sont  placés  symétriquement^  deux  à  deux^ 
par  rapport  à  ce  point.  Comme  une  ligne  droite  ne  rencontre 
une  surface  du  second  degré  qu'en  deux  points^  il  faut^  pour 
qu'un  point  I  soit  le  centre  de  la  surface^  que  toutes  les  cordes 
menées  par  ce  point  y  soient  divisées  en  deux  parties  égales. 

Lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  centre  d'une  surface 
du  second  degré^  l'équation  de  la  surface  ne  contient  pas  de 
termes  du  premier  degré.  En  effet,  les  équations  d'une  droite 
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laeaée  par  rorigine  sont  de  la  forme 

(2)    œ  =  mz,    y  =  nz. 

Les  coordonnées  z  des  points  de  rencontre  de  la  surface  et 
de  la  droite  sont  données  par  Inéquation 

(3)    (Am'  +  A^n*-f-A"-f-2BfH-2B'm-h2B''mn)«* 

-h2(Cm-hC'n-|-C")s  +  F  =  o, 

que  Ton  obtient  en  éliminant  j;  et  y  entre  les  équations  (i)  et 
(2).  Si  rorigine  est  centre^  Téquation  (3)  a  ses  racines  égales 
et  de  signes  contraires^  ce  qui  exige  que  le  coefficient 
Cm  +  C^n  +  C'  soit  nul;  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  pour 
une.  infinité  de  valeurs  de  m  et  de  n  prises  arbitrairement,  il 
faut  que  Ton  ait  séparément 

C  =  o,    C'=o,    C"  =  o. 

La  réciproque  est  vraie. 

4I70— D'après  cela,  pour  déternriner  le  centre  d'une  sur- 
face du  second  degré,  on  transporte  Torigine  en  un  point  I  de 
l'espace,  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  a,  6,  e,  et 
Ton  cherche  s'il  est  possible  de  choisir  ces  valeurs  de  manière 
que  la  nouvelle  équation  ne  contienne  pas  de  termes  du  pre-< 
mier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  nouvelles. 

Loràqu^on  déplace  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  les 
formules  de  transformation  sont  x  =  a-hx\  y^b-^j/, 
z  =  c  +  z^;  substituons  dans  Péquation  (i)  et  effaçons  les 
accents,  nous  aurons 

(4)    Aaî»-hA'y*-l-AV-|-2Bya  +  2B'za?-f-2B"a?y 
^xîi[a,  6,  c)  4-y/î(a,  6,  c)-Jrzfc(a,  ft,  c)-\'f{a,  6,  c)  =  o. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  donc  déterminées  par  les 
équations 

/ï;(a,6,c)==o,    fl(ayb,c)  =  o,    /^(a,  6,  c)  =  o; 

si  Ton  divise  par  2  et  si  Ton  remplace  les  lettres  à,  b,  c  par  x, 
y,  z,  ces  équations  deviennent 

Aa?-4-B"y-hB'«  +  C  =0, 

(5)  {  B"a?-f-A^y-+-Bz-HC'=o, 

B'x-hB  y-^M'z-hC^o. 
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Ainsi,  on  obtient  les  coardonni^  du  centre  en  igalanê  à  uro 
les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  Féquation  de  la 
SkUrf ace  frises  par  rapport  aux  variables  x,  y^  z. 

477— Si  Ton  regarde  x^  y,  z  comme  étant  les  coordonnées 
d'un  point  variable^  chacune  des  équations  (5)  définit  un  ptan; 
le  centre  de  la  surface  est  le  point  commun  aux  trois  plans. 
Plusieurs  cas  peuvent  se  présenter. 

'  i^  Les  trois  plans  se  coupent  en  un  point  unique;  la  surface 
admet  alors  un  centre  unique. 

2*  Les  trois  plans  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des  droites 
parallèles,  ou  d'eux  d'entre  eux  au  moins  sont  parallèles;  dans 
et  cas^  les  trois  plans  n'ont  pas  de  point  commun,  et  la  surface 
n'a  pas  de  centre. 

3^  Les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  ou  se 
confondent  en  un  seul;  tous  les  points  de  la  droite  ou  du  plan 
soat  centres  de  la  surface. 

La  résolution  des  équations  (5)  donne  pour  valem*  du  déno- 
minateur  commun  D, 

(6)    D  =  AA'A'--AB*— A'B'»— A'B''«4-aBB'B". 

Lorsque  D  n'est  pas  nul,  les  équations  sont  vérifiées  par  un 
système  de  valeurs  finies  et  par  un  seul;  la  surface  adniet  un 
centre  unique.  Lorsque  D  est  nul,  il  y  a  impossibilité  ou  indé- 
termination, et,  par  conséquent,  la  surface  est  dépourvue  de 
(Centre,  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

478— Supposons  que  tous  les  points  de  la  droite  CC' 
fig.  270)  soient  des  centres.  Si  l'on  joint  un  point  M  de  la  sur- 
face à  un  point  quelconque  I  de  la  droite 
CC%  et  que  l'on  prolonge  d'une  longueur 
IN  égale  à  MI,  le  point  N  appartient  a  la 
surface;  en  Joignant  ainsi  le  point  H  à 
tous  les  points  de  CC^  on  obtient  une 
droite  NN'  parallèle  à  Œ.  Si  l'on  joint 
maintenant  le  point  N  à  tous  les  points 
Fig.  >7o.  jg  QQ/^  QQ  forme  de  même  une  seconde 

droite  HM'  parallèle  à  NN'.  La  surface  se  compose  donc  de 
droites  parallèles  à  CC  et  situées  dçux  à  deux  dans  un  même 
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plan  a^ec  eelte  droite  et  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  ; 
c^'est  un  cyiîDdre  qui  a  pour  aie  CC^  et^  eemme  la  trace  du 
c^y  lindre  sur  un  plan  non  parallèle  aux  arêtes  est  une  courbe 
du  second  degrés  ce  cylindre  est  un  cylindre  elliptique  ou 
hyperbolique. 

Le  raisonnement  précédent  démontre  que^  dans  le  cas  que 
nous  considérons^  TéquaUon  (i)  ne  peut  pas  représenter 
d'autres  surfaces  courbes  que  des  cylindres  elliptiques  ou 
hyperboliques;  mais  il  peut  airiver  que  celte  équation  repré* 
sente  une  seule  droite  ou  deux  plans^  et  enûn  qu'elle  n'ait  pas 
de  8Qluti<ms  réelles, 

Oa  démontre  de  la  même  manière  que,  lorsque  tous  les 
points  d'un  plan  sont  des  centres,  Téquation  (i)  représente, 
ou  deux'  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique,  ou  qu'elle 
n'admet  pas  de  solutions  réelles. 

479 — Lorsque  la  surface  admet  un  centre  I  ayant  pour 
coordonnées  a,  6,  c,  si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  en  ce  point,  Téquation  (i)  se  réduit  à 

(7)  Aa;«-hA'y*-hAV-f-2By«-+-2B'zj5-|-2B''icy-hFj==o, 
en  posant 

F, = Ao* -f- A' 6" -H  A^' c« -f- 2B6C  4- 2B' ca  4- 2B"  a6 

4-  2Ca  ■+■  2Gb  4-  2C''(J  4-  F. 

LfCs  nombres  a,  5,  c  vérifient  les  relations  (5),  c'est-à-dire  que 

Ton  a 

A  a  +  B^'b  +  W  c-hC  =0, 

B"a4-A'6-f-B  c-f-C  =0, 

B'a-4-B  64-A''c4-C''=o. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  égalités 
respectivement  par  a,  6,  c,  et  que  Ton  ajoute,  il  vient 
Aa«4-A'6«-fA"c'-f-2B6c4-2B'ca4-2B''a6-hCa+C'6-hC''c=o. 
La  valeur  de  F^  se  réduit  donc  à 

f.r^r  +  Ca-hC^b'hCc; 

on  l'obtient  en  ajoutant  à  Vancien  terme  constant  la  moitié 
des  valeurs  que  prennent  les  termes  du  premier  degré  lorsqu'on 
y  remplace  x,  y,  z  par  les  coordonnées  du  centre. 
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Lorsque  la  nouvelle  constante  F^  est  égale  à  zéro^  Téquatioa 
(7)^  étant  homogène  par  rapport  à  x,  y,  Zy  représente  un  cône 
ayant  pour  sommet  Torigine  (n^  254);  cependant,  le  lieu  peut 
se  réduire  à  deux  plans,  à  une  droite,  ou  à  un  point.' 

480 — Nous  avons  vu  que  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface  sont 
situées  dans  un  même  plan;  il  n'y  a  d'exception  que  lorsque 
les  coordonnées  du  point  annulent  à  la  fois  les  trois  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  Téquation  par  rapport  à 
x,y,z.  Dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré,  un  pareil 
point  est  centre  de  la  surface;  ce  point  étant  aussi  situé  sur  la 
surface,  quand  on  y  transporte  Torigine  des  coordonnées,  la 
constante  F^  est  nulle;  ainsi,  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  Texception  n'a  lieu  que  dans  le  cas  du  cône,^quand  le 
point  est  le  sommet. 

PLANS  DIAMÉTRAUX. 

481 — Une  ligne  droite  ne  perce  une  surface  du  second 
degré  qu'en  deux  points;  la  surface,  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  les  cordes  parallèles  à  une  même  direction,  a  été 
appelée  surface  diamétrale. 

Soient  m  et  n  les  paramètres  constants  qui  définissent  la 
direction  des  cordes;  transportons  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  un  point  quelconque  de  Fespace,  ayant  pour 
coordonnées  a,  6,  c,  l'équation  (i)  prend  la  forme  (4).  Une 
droite,  menée  par  la  nouvelle  origine  dans  la  direction  donnée 
est  représentée  par  les  équations  a?  =  mj5,  y=nz.  On  obtient 
l'équation  qui  donne  les  coordonnées  z  des  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  la  surface,  en  remplaçant  dans  Féquation  (4) 
a?  par  ms,  y  par  nz;  on  a  ainsi 


(8)    (Am*H-A'n«+A''-f-2Bn-f-2B'm-f-2B*mn)js* 

(w/'i-hn/i-hfc)i5-f-f(o,  6,  c)=o. 


Pour  que  le  point  (a,  6,  c)  soit  le  milieu  de  la  corde  menée 
par  ce  point  dans  la  direction  donnée,  il  faut  que  l'équation 
précédente  ait  ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
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ce  qui  exige  que  les  coordonnées  a^  b,  e  Tériflent  la  relation 

Celte  équation^  étant  yérifiée  par  les  coordonnées  du  point 
milieu  de  Tune  quelconque  des  cordes  de  la  série  considérée^ 
représente  le  lieu  cherché.  Remplaçons  a,  b,  c  par  x,  y,  z; 
cette  équation  s'écrit 

comme  elle  est  du  premier  degrés  elle  représente  un  plan. 
Ainsi^  dans  les  surfaces  du  second  degré,  quelle  que  soit  la  dt- 
rection  des  cordes,  la  surface  diamétrale  est  un  plan. 
489 — Si  les  paramètres  m  et  n  satisfont  à  la  relation 

Am*-h-  A'n«-4- A'^-H  2Bn+ aB'm  4-  aB'^mn  =  o, 

l'équation  (8)  s'abaisse  au  premier  degré,  c'est-à-dire  que  les 
droites  parallèles  à  la  direction  donnée  ne  percent  la  surface 
qu'en  un  point.  Dans  ce  cas^  le  plan  représenté  par  Téquation 
(g)  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  droites  menées  par  chacun 
d'eux  parallèlement  à  la  direction  donnée  ne  rencontrent  pas 
la  surface^  ou  sont  situées  entièrement  sur  la  surface. 

L'équation  (9)  est  vérifiée^  quelles  que  soient  m  et  n,  par  les 
valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisfont  à  la  fois  aux  trois  équations  qui 
déterminent  le  centre. 

il  en  résulte  que  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  le 
centre  de  la  surface,  quand  il  en  a  un^  ou  par  le  lieu  des 
centres,  s'il  y  en  a  une  inflnité. 

4S3 — Lorsque  la  surface  est  dépourvue  de  centre^  les  trois 
plans  définis  par  les  équations  (5)  sont  parallèles,  ou  la  droite 
d'intersection  de  deux  d'entre  eux  est  parallèle  au  troisième. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

^y  ^y  Pf  9  désignant  des  constantes;  l'équation  (9)  se  réduit  à 

(am4-Pn-4-i)/i+wp-l-nq  =  o; 
elle  représente,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  do  n,  des  plans 
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parallèles  entre  eux.  Dan»  le  second  cas^^  si  )e$  {dan»  défims 
par  les  deux  équations  /i=o>  fy=o  se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  au  plan  f,  =  Oy  Téquation  générale  des  plans 
qui  passent  par  la  droite  d'intersection  des  deux  premiers  étant 
o^fi+Pfy=o,  on  a 

a,  ^,  r  étant  des  constantes;  et,  par  suite,  l'équation  (9)  prend 

la  forme 

{m -f- a)fi-F  (n  4- P) /iJH- r  =  o; 

elle  représente  des  plans  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans 

fl=o,   /;=o. 

Ainsi  les  surfaces  dépourvues  de  centre  ont  leurs  plans 
diamétraux  parallèles  à  une  même  droite  ou  parallèles  entre 
eux. 

4S4 — Considérons  une  direction  à  laquelle  corresponde 
un  plan  diamétral  ;  si  Ton  prend  pour  axe  des  z  une  des  cordes^ 
pour  axe  des  x  et  des  y  deux  droites  situées  dans  le  plan  dia«- 
métral^  Féquation  de  la  surface  devra  être  vérifiée  par  deux 
valeurs  de  z  égales  et  de  signes  contraires,  pour  chaque  sys- 
tème de  valeurs  attribuées  arbitrairement  aux  variables  x  et  y; 
elle  aura  donc  la  forme 

f^[Xy  y)  désignant  une  fonction  qui  ne  renferme  plus  que  les 
variables  j;  et  y  et  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  2.  Déplaçons 
les  axes  des  x  et  des  y  dans  le  plan  XOY  en  conservant  à  Taie 
des  z  sa  direction;  ce  changement  de  coordonnées  s'effectue 
par  les  formules  de  la  Géométrie  plane.  Lorsque  la  fonction 
f\  (^9  y)  est  ^^  second  degré,  nous  avons  vu  (liv.  III^  chap.  iij^ 
que  l'on  peut  d'une  infinité  de  manières  choisir  les  nouveaux 
axes  OX^  OY;  de  telle  sorte  que  cette  fonction  se  réduise  à 
Tune  des  formes 

et  alors  l'équation  de  la  surface  sera  elle-même  ramenée  à 
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(I)    Mx»+Nff*-f-Ps«-hF4=o,  ,.^. 

(H)   Ny'-f-P^j'H-Qxrrio, 
(III)  Ny«-4-Ps«+F,=o. 

Si  la  fonction  Fj  est  da  premier  degrés  on  la  ramène  par  le 
mêitie  changeoieiit  à  la  forme  Qx,  et  Téquation  de  la  turteee 

devient 

(IV)  P5*-f-Qa:  =  o. 

Enfln,  si  F^  ne  contient  pas  les  variables  x  et  y,  réquation  de 

la  surface  est 

(V)  Pj5*-hF,  =  o, 

4Sft— Dans  ce  qui  précède^  les  lettres  H^  N,  P,  Q  désignent 
des  constantes  différentes  de  zéro  et  F^  une  constante  qui  peut 
être  PuUe,  L'équation  (III),  si  elle  a  des  solutions  réelles^  re- 
présente un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  une  droite^ 
ou  deux  plans  qui  se  coupent.  L'équation  (IV)  représente  un 
cylindre  parabolique.  Si  l'équation  (V)  a  des  solutions  réelles^ 
elle  représente  deux  plans  parallèles^  ou  un  plan  unique.  Ainsi, 
quand  on  fait  abstraction  des  cylindres^  on  \oit  que  Téquation 
du  second  degré  peut^  d'une  infinité  de  manières^  être  rame- 
née à  Tune  des  formes  (I)  et  (11). 

Considérons  l'équation  (I)  ;  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
partielles  de  son  premier  membre^  on  obtient  trois  équations 
qui  ont  une  solution  unique;  la  surface  admet  donc  un  centrô 
unique^  l'origine  des  coordonnées.  Chacun  des  plans  des  coor- 
données est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à  l'inter- 
section des  deux  autres  ;  à  cause  de  cette  propriété,  on  les 
nomme  plans  diamétraux  conjugués. 

L^équation  (II)  représente  dessurfaces  dépourvues  de  centre, 
puisque  l'équation  fi=o  se  réduit  à  (}  =  o.  Le  plan  XOZ 
partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  OY  et  le 
plan  XOY  les  cordes  parallèles  à  OZ;  les  lignes  parallèles  i  OX 
ne  percent  la  surface  qu'en  un  point,  et  il  n'y  a  pas  de  plaii^ 
diamétral  correspondant, 

DIAMÈTRES. 

489— Nous  avons  vu  que  les  sections  faites  par  des  plans 
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parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre  sont  des  courbes 
bomothétiques  (n**473);  quand  ces  courbes  sont  des  courbes 
à  centre,  le  lieu  des  centres  s'appelle  diamètre. 
Le  plan  sécant  est  représenté  par  une  équation 

(lo)    00? -j- 6y -h  CJ5  5=  I 

dans  laquelle  a,  6,  e  sont  des  constantes,  et  l  un  paramètre 
variable;  si,  dans  Téquation  de  la  surface  f{x,  y,  js)  =  o,  on 
remplace  z  par  sa  valeur 

(il)    z  = ^ 

'  c 

tirée  de  Téqualion  du  plan^  on  obtient  l'équation  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  àesxy;  pour  avoir  le 
centre  de  la  courbe  projection,  il  faudra  égaler  à  zéro^  les  déri^ 
vées  relatives  à  a;  et  à  j^.  Hais  on  peut  obtenir  ces  dérivées 
sans  faire  la  substitution;  il  suffit  d'appliquer  à  la  fonction 
f(x,  y,  z)  le  théorème  des  fonctions  composées  en  regardant  z 
comme  une  fonction  des  deux  variables  xely  donnée  par  la 
formule  (i  i)  ;  on  a  ainsi  les  deux  équations 

Quand  on  projette  une  courbe  sur  un  plan,  il  est  évident  que 
le  centre  de  la  courbe  proposée  se  projette  au  centre  de  la 
courbe  projection;  les  équations  (12),  jointes  à  Féquation  du 
plan,  détermineront  donc  le  centre  de  la  courbe  d'intersec- 
tion. Comme  les  équations  (12)  ne  contiennent  pas  le  para- 
mètre variable  2,  elles  représentent  le  lieu  des  centres;  ainsi 
le  diamètre  est  la  droite  représentée  par  les  équations 

(i3)   (^^^:z=l^. 
^    '   a      h      c 

PLANS  PRINCIPAUX. 

487— Parmi  les  plans  diamétraux  d'une  surface  du  second 
degré,  on  distingue  en  particulier  ceux  qui  sont  perpendicu- 
laires aux  cordes  qu'ils  divisent  en  deux  parties  égales;  ce  sont 
des  plans  de  symétrie  de  la  figure  ;  on  les  nomme  plans  pnn- 
cifaux.  Dans  ce  qui  précède,  les  axes  de  coordonnées  étaient 
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[iielconquès;  dans  la  recherche  des  plans  principaux^  nous 
apposerons  les  axes  rectangulaires.  Si  Ton  désigne  par  ol, 
^y  y  les  cosinus  des  angles  que  fait  arec  les  axes  une  direc- 
ion  donnée^  les  équations  d'une  corde  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 

,,,    X  —  a     y  —  6      z  —  c 

0^9  b,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  particulier  I  de  cette 
corde,  et  x,  y,  z  celles  d'un  point  quelconque  de  cette  même 
corde.  La  lettre  p  désigne  la  distance  du  premier  point  au 
second^  affectée  du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'elle 
est  comptée  dans  la  direction  donnée  ou  dans  la  direction 
opposée. 

On  obtient  l'équation  qui  donne  les  distances  du  point  I  aux 
points  de  rencontre  de  la  corde  et  de  la  surface  en  remplaçant 
dans  réquation  (4)  les  lettres  x,  y,  z  par  ap,  Pp,  yp,  ce  qui 

donne 

(i5)    Sp*-HTp-hR  =  o, 

en  posant^  pour  abréger^ 

S  =  Aa»-f-A'P*-+-AY-H2BPy-h2B'Y«-+-28"'=^P^ 
T  =  a^:(a,  6,c)-hP/;(a,  6,  c)-Hy/:(«,  b,c), 

Si  Ton  suppose  le  point  I  fixe  et  que  l'on  fasse  varier  les  angles 
a,  p,  y,  on  peut  regarder  l'équation  (i5)  comme  représentant 
la  surface  en  coordonnées  polaires.  Le  coefflcient  S  de  p*  ne 
dépend  que  de  la  direction  du  rayon  vecteur,  le  terme  con- 
stant R  ne  dépend  que  de  la  position  du  point  1^  tandis  que  le 
coefficient  T  varie  à  la  fois  avec  la  direction  du  rayon  vecteur 
et  la  position  du  point  I. 

4SS— L'équation  du  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  a 
la  direction  (a,  p,  y)  prend  la  forme 

c'est-à-dire 

(17)    (Aa4-B''P-hB^y)a;-h(B/'a-|-A^p-4-By)î/ 
(B'a-}-BP4-A''y)2-hCa-hC'P-hC^y=5  0.^ 


(16) 
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Soient  X,  (a,  v  les  cosinus  des  angles  que  fatt  a?ec  k»  aiaè  des 
coordonnées  la  normale  à  ce  plan  diamétral,  6  Faogle  de  la 
normale  avec  la  direction  des  cordes,  on  a 


a>  -f-  Ph^  +  Y^ "  C086 

~a(Aa-hB"p-4-B'y)  +  P(B"a-4-...)  +  ..."^    S,  * 

Pour  que  le  plan  diamétral  soit  un  plan  principal,  il  faut  que 
la  normale  au  plan  coïncide  avec  la  direction  des  cordes;  on 
doit  donc  aToir  les  relations 


l«*dM*Ma^Ml» 


Aa-hB"P-+-B'Y      B"a  +  A'P  +  By""B'a  +  BP4-A''y""S^ 

alors  réquation  du  pian  principal  devient 

(19)    S(aa?-hPy-l-yx)4-Ca-f-C'p  +  C"Y  =  o. 

4S9 — Les  équations  (18)  donnent  les  suivantes 

/  (A  — S)a4-B'P  +  B'y  =  o, 

(20)      BV  +  (A'  — S)p  +  By  =  o, 

(  B'a  +  Bp-hCA"— S)y=o; 

en  y  joignant  la  relation 

(21)     a*+P*-hy*=i, 

OB  a  à  résoudre  un  système  de  quatre  équations  à  quatre  in- 
connues* 

Les  trois  inconnues  ol,  p,  y  ne  pouvant  être  nulles  ea  même 
temps,  puisque  la  somme  de  leurs  carrés  doit  être  égale  à 
l'unité.  Tune  au  moins,  par  exemple  y,  est  différente  de  zéro. 
Pour  résoudre  ce  système  d'équatiiws,  on  imaginera  les  pre- 
miers membres  des  trois  équations  (20)  divisés  par  y,  on  tirera 

a   fl 
des  deux  premières  les  valeurs  des  rapports  -»  -;  substituant 

T  T 
dans  la  troisième,  on  aura  une  équation  ne  renfermant  plus 

que  Tauxiliaire  S;  la  quantité  S  connue,  comme  on  a  déjà  les 

valeurs  des  rapports. -t  ~»  on  obtiendra  les  cosinus  au  moyen 
de  réquation  <âi), 
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Au  lieu  de  diviser  par  y,  supposons  qu'on  tire  des  deux  pre- 
mières des  équations  (20)  les  valeurs  de  a  et  Ç^,  et  qu'on  substitue 
dans  la  troisième,  on  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 
D,Y=o  ;  puisque  y  est  différent  de  zéro,  on  posera  D|=o;  c'est 
l'équation  en  S.  Mais  il  est  évident  que  le  polynôme  D^  n'est 
autre  chose  que  le  dénominateur  commun  des  formules  de 
résolution  du  système  (20)  considéré  comme  un  système  à 
trois  inconnues  c,  f^,  y.  On  observe  aussi  que  Ton  peut  former 
ce  polynôme  en  remplaçant  dans  le  polynôme  que  nous  avons 
appelé  D  (n«  477)  les  lettre  A,  A',  A''  par  A  —  S,  A'—  S,  A'^— S. 
L'équation  qui  donne  l'inconnue  S  est  donc 

(na)    {A  — S)(A'  — S^A^'-^S)  — (A--S)B«  — (A'--8)B^» 

-  (A'^  —  S)  B"«H.  îxBB'B'^  =  o; 

■ 

quand  on  développe  le  polynôme  par  rapport  aux  puissances 
de  Sy  on  voit  que  le  terme  indépendant  de  S  est  la  quantité  D 
elle-même, 

41IO— Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B';  B^'  sont  différents 
de  zéro,  on  arrive  à  une  forme  d'équation  plus  commode  à 
discater,  en  faisant  réiimination  d'une  autre  manière  :  multi- 
plions les  équations  (20)  respectivement  par  B,  B'^  Bf^  et  re- 
tranchons les  résultats  deux  à  deux,  il  vient 

(23)[(S— A)B+B'B^a=[(S-AOB'+B''B]P=[(S-A")B''+BB']y, 

ou 

^     «  _  P  ^  Y 


m  !'• 


(S  —  A)  B  -h  B'B"      (S  —  AO  B'  -h  B"B      (S  —  A")  B^-h  BB' 

Si  Ton  substitue  dans  l'une  des  mêmes  équations,  la  première, 
par  exemple,  à  la  place  de  a,  ^,  y  les  quantités  proportion- 
nelles^ on  trouve 


(S— A)B  H-  B'B'  ^  <S— A')B'H-B''B  ^  (S— A")B''H-BB' 

OQ 

W  B'B  By  _ 

(S— A)B4-B'B'  "^  (S— AOB'-I-B'B  "^  (S— A'')B"-hBfl'      '~°' 
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ou  encore 

{   A\  I  1  I I^_  

^'^^    B»(S— a)  "*"  B''(S— 6)  "*"  B"*(S— c)  ~  B»  B"  ~    ' 

en  désignant  par  a,  b,  c  les  quantités 

.      B'B^      .,     B^B      .,     BB^ 
A         g-»     A— -gp»     ^""B"' 


DISCUSSION  DE  l'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGBÉ. 

401 — Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  général^  celui  où 
aucun  des  coefficients  B,  B^  B''  n'est  nul.  Prenons  Téquation 
en  S  sous  la  forme  (24) . 

L— Supposons  que  les  trois  quantités  a,  6,  e  soient  diflë- 
rentes  et  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Substituons 
successivement  à  la  place  de  S,  dans  le  premier  membre  de 
réquation  (24),  les  quantités  a  die,  bàzz!,  c±  ^,  (e,  e',  e^ 
désignant  de  très-petites  quantités  positives.  Par  la  première 
substitution,  le  premier  terme  de  l'équation  prend  la  valeur 

±— *  très-grande  numériquement,  tandis  que  les  autres 

termes  conservent  des  valeurs  finies;  ce'premier  terme  demie 
donc  son  signe  au  polynôme.  De  même,  par  la  seconde  substi- 
tution, le  second  terme  prend  la  valeur  très-grande  ^gTn?' 

tandis  que  les  autres  termes  conservent  des  valeurs  finies;  ce 
second  terme  donne  donc  son  signe  au  polynôme.  De  même, 

par  là  troisième  substitution,  le  troisième  terme  dz-^^-n  donne 

son  signe  au  polynôme. 

Quand  S  varie  de  a  -f-  e  à  5  —  e',  le  premier  membre  reste 
fini  et  varie  d'une  manière  continue  ;  puisque  ces  deux  nom- 
bres donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ils  compren- 
nent entre  eux  une  racine  réelle  de  l'équation;  ainsi  il  y  aune 
racine  réelle  de  l'équation  comprise  entre  a  et  6.  On  reconnaît 
de  la  même  manière  qu'il  y  en  a  une  seconde  entre  h  et  c.  Il  y 
en  a  une  troisième  plus  grande  que  c  ou  plus  petite  que  a, 
suivant  que  BB'B^^  est  positif  ou  négatif;  en  effet,  quand  on 
donne  à  S  une  valeur  très-grande  numériquement,  le  premier 
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lembre  de  Téquation  (24)  se  réduit  à  —  p  p'/,  donc  si  la 

aantitéBB^B^'  est  positive,  le  premier  membre  change  de 
gne  quand  S  varie  de  c-f-e''  à  4-»,  et,  par  suite,  il  y  a 
ne  racine  réelle  plus  grande  que  c;  lorsque  la  quantité 
B'B^^  est  négative,  le  premier  membre  change  de  signe 
iiand  S  varie  de  — 00  à  a —  s;  dans  ce  cas,  la  troisième 
acine  est  plus  petite  que  a. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  les  trois  racines  de 
équation  sont  réelles  et  inégales.  A  chacune  de  ces  racines 
:orrespond  une  direction  des  cordes  unique  et  déterminée; 
;ar,  si  dans  les  relations  (28)  on  remplace  S  par  Tune  des  ra*» 
:ines,  les  trois  parenthèses  étant  différentes  de  zéro,  on  obtient 
K>ur  les  trois  cosinus  des  valeurs  finies  et  déterminées. 

IL — Supposons  que  deux  des  trois  quantités  a,  b,  Cy  par 
exemple  a  et  6,  soient  égales.  Les  trois  racines  sont  encore 
réelles  et  inégales;  mais  Tune  déciles  est  égale  à  a.  En  effet, 
l'équation  (24),  mise  sous  forme  entière^  devient 

(25)    B'*B''*  (S  —  6)  (S  —  c)  -f-  B''«B«  (S  —  c)  (S  —  a) 
4-B»B'*(S-a)(S  — 6)  — BB'B''(S  — a)(S  — 6)(S  — c)=:o. 

Quand  a  =  b,  le  premier  membre  est  divisible  par  S  —  a,  et 
Ton  a  réquation  du  second  degré 

B/'«(B*-+-B'«)(S— c)+B«B'«(S— a)^BB^B"(S  — a)(S— c)  =  o. 

Le  premier  membre  prenant  des  valeurs  de  signes  contraires, 
quand  on  attribue  à  S  les  valeurs  a  et  c,  cette  équation  a  ses 
deux  racines  réelles  et  Tune  est  comprise  entre  a  et  c. 

Si  dans  les  relations  (23)  on  remplace  S  successivement  par 
chacune  des  racines  de  Téquation  du  second  degré,  aucune 
des  trois  parenthèses  ne  s^annuUe,  et  chaque  racine  donne  une 
direction  unique  et  déterminée.  Pour  la  première  racine  a, 
les  deux  premières  parenthèses  sont  nulles,  sans  que  la  der- 
nière le  soit;  il  en  résulte  y  =  o.  Pour  vérifier  les  équations 
(20),  il  faut  prendre  en  outre  B'a-hBP  =  0,  ce  qui  détermine 
encore  une  direction  unique  parallèle  au  plan  des  xy. 

IIF.^Enfin,  si  les  trois  quantités  a,  6,  c  sont  égales^  deux 

BR.  28 
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racines  de  Téquation  (25)  deyiennent  égales  ka,  et  la  troisième 
est  donnée  par  l'équation  du  premier  degré 

A  cette  racine  simple  correspond  une  direction  unique.  Pcror 
la  racine  double,  les  trois  équations  (20)  se  réduisent  à  une 
seule  B^B^'a  +  B'^Bp  +  BB^Y^o,  et  îl  y  a  indétermination; 
toutes  les  directions  parallèles  au  plan  B'B".r-hB''flîf-f-BB'z=o 
conviennent  à  cette  racine  double. 

493 — Considérons  maintenant  le  casoù  les  trois  coefficients 
B,  B\  B^'  ne  sont  pas  différents  de  zéro, 

I. — Un  seul  coefficient  est  nul,  par  exemple  B'^  L'équation 
du  troisième  degré  (22)  devient 

(S-A)(8  — AO{S  — A'O  — (S  — A)B*— (S  — A')B'*  =  c. 

Soit  A< A';  les  substitutions  de  —00 ,  A,  A^  -h«  dans  le  pre- 
mier membre  donnent  des  résultats  affectés  respectivement  des 
signes  — ,  -f-,  — ,  -f-;  donc  Téquation  a  ses  trois  racines  réelles 
et  inégales.  Les  équations  (20)  donnent  pour  chacune  d'elles 
une  direction  délerminéc;  car  des  deux  premières  on  déduit 

des  Valeurs  finies  pour  les  rapports  ->  -• 

y  Y 

II. — ^Deux  coefficients  sont  nuls,  par  exemple  B'  et  B".  L'é- 
quation du  troisième  degré  (22}  se  réduit  â 

(S  -  A)  [(S  —  AO  (S  —  A")  -B*]  =  o; 

elle  admet  la  racine  A  et  deux  racines  réelles  et  inégales 
données  par  une  équation  du  second  degré.  Si  la  quantité 
(A  —  A!)  (A  —  A")  —  B*  est  différente  de  zéro,  aucune  des  deux 
racines  de  Téquation  du  second  degré  n'est  égale  à  Â,  et^  par 
conséquent,  les  trois  racines  sont  inégales;  pour  S  =5  A  les 
équations  (20)  se  réduisent  à 

(A^— A)p-f-BY=ao,    BpH-(A''--A)y  =  o, 

et  ne  peuvent  être  vérifiées  que  par  les  valeurs  P  =  o,  y =0, 
d'où  a  =  i,  ce  qui  donne  une  direction  bien  déterminée. 
Pour  chacune  des  deux  autres  racines,  ces  équations  se  rédui* 
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seotà  a=i=o,  (A'  — S)P-hBY  =  o,  ce  qui  donne  eDCore  Une 
direction  bien  déterminée. 

Si  Ton  a  (A  — AO(A  — A'O  — B*=o,  Fane  de«  rsMSinéi  àd 
réquation  du  second  degré  étant  égale  à  A^  Téquation  admet 
la  racine  double  A  et  une  racine  simple.  A  la  racine  simple 
correspond  une  direction  déterminée;  pour  la  racine  double  À, 
les  équations  (20)  se  réduisent  à  une  seule 

(A'— A)P4-By=o, 
ce  qui  donne  touics  les  directions  parallèles  au  plan 

(A'  —  A)y-hBjs  =  o. 

III.— Lorsque  les  trois  coefficients  B,  B'^  B'^  sont  nuls  à  la 
fois,  réquation  en  S  se  réduit  à 

(S  — A)(S  — A'XS  — A'0=o, 

et  admet  pour  racines  A,  A',  A'^  Quand  ces  trois  racines  sont 
inégales,  les  équations  (20)  montrent  qu'à  ces  racines  corres- 
pondent des  directions  respectivement  parallèles  à  chacun  des 
trois  axes  coordonnés.  Si  A  =  A',  à  cette  racine  double  coi*- 
respondent  toutes  les  directions  parallèles  au  plan  des  œy. 
Enfin,  si  A  =  A'  =  A^^,  à  cette  racine  triple  correspondent 
toutes  les  directions  de  l'espace;  il  y  a  ici  indétermination  ab- 
solue; car  les  équations  (20]  deviennent  alors  des  identités. 

Ainsi,  en  résume,  Véqualion  du  troisième  degré  en  S  a  tou- 
jours ses  trois  racines  réelles.  A  une  racine  simple  correspond 
une  direction  déterminée:  à  une  racine  double  toutes  les  direc- 
tions parallèles  à  un  plan;  à  une  racine  triple  toutes  celtes  de 
l'espace. 

49a— Soient  (a,  p,  y),  (a',  p^,  f)  les  cosinus  des  angles 
que  font  avec  les  axes  des  coordonnées  les  directions  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  différentes  S  et  S^  On  a,  en  vertu 
des  équations  (20)> 

Aa+B"P-i-B^y  =  S3f,        (  Aa' -f-B^P'-t-BY  —  S^o'. 
BV  +  A'p  +  By  =Sp,  BV-HA'P'H-By'  =S'P<, 

ir«-f-Bp  +A''y=Sy^        \Woi/  +  B^  +AY=Sy- 
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à  eux-mêmes  au  cantre  de  la  surface;  Téquation  générale  du 
second  degré 

(i)    jLx^-hAfy*'hAf^z^'h2Byz-h2WzX'\-2B^'xy 

devient 

(2)    Ax*4-  A'y*-i-  A"j5'-H  28^2  -H  28^ zx  +  2B''a?y  -4-  F^  =  o; 

les  coefficients  des  termes  du  second  degré  ne  changent  pas^ 
et  nous  avons  appris  à  calculer  la  constante  F^  (n'  479)- 

Supposonsd'abord  les  trois  racines  de  Téquation  du  troisième 
degré  en  S  différentes  et  désignons-les  par  S^  S^  S'';  soient,  de 
plus,  (a,  p,  y),  (a',  p',  yO>  {^'\  P".  Y*^  ^^^  cosinus  des  angles  que 
font  avec  les  axes  les  directions  qui  correspondent  à  ces  trois 
racines.  Si  Ton  change  les  axes  des  coordonnées  en  prenant 
ces  trois  directions  pour  celles  des  nouveaux  axes^  les  formules 
de  transformation  sont 

y  =  pa/^-PY-f-pV, 

et  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme 

puisqu'elle  ne  doit  plus  contenir  les  produits  des  variables. 
Hais  on  a 

M  =  Aa«  +  A' p*+ A^' Y*  ■+- 2BPy -h  2»  ya  4- 2B^'ap, 

c'est-*à-dire  H=S  (a^^).  Par  la  mêm«  raison^  on  a  N^S' 
et  P  =  S^^  Ainsi^  dans  ce  cas,  Téquation  réduite  est 

49T — ^11  est  facile  de  vérifier  que  les  coefficients  des  rec* 
tangles  des  variables  dans  la  nouvelle  équation  sont  nuls. 
Prenons,  par  exemple^  le  coefficient  26^  du  terme  en  j^js',  on  a 

B,  =  Aa^a''-f-A'P'P''+A'Yf'  +  B(PY'+yP'0 
-h  W  (fa''  -f-  a' y'O  4-  B"  {ol^^^  -h  ^a/^). 


RÉUUCTION  DE  L'^iOUATlON  UU  SJiXONO  DEGRÉ  àd9 

c 

Si  Ton  multiplie  les  deqx  membres  da  chacune  des  relations 

B''a'  +  A'p'H-B  Y  =  ^P^ 
respectivement  par  a'',  P'^j  y"  et  que  Ton  ajoute^  il  vient 

Les  deux  directions  (a',  fi',  y),  (a'',  P'',  yo  étant  rectangu- 
laires, on  en  conclut  que  Bi  =  o.  On  verrait  de  même  que 
B^,  =  B';  =  o. 

4198 — Lorsque  4w%  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  sont  égales^  à  la  racine  simple  correspond  un  plan  prin* 
cipal  déterqiiné,  et  à  la  racine  double  une  infinité  (Je  directions 
de  corder  pjStrallèles  à  ce  pl^n;  si  l'on  prend  pour  nouveaux 
axes  deux  droites  rectangulaires  situées  dans  ce  plan  et  la 
perpendiculaire  au  plan,  la  méthode  précédente  est  applicable^ 
et  Ton  obtient  l'équation 

S  (a/*  -f-  y'»)  -+-  S"  5'»  -+-  Fi  =  G, 

qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ^ 
Enfin,  si  les  trois  racines  sont  égales,  en  prenant  trois  nou- 
veaux axes  rectangulaires  quelconques,  l'équation  est  toujours 
S(j;'*+î/''-h2'")-f-Fj=o;  elle  ne  peut  représenter  qu'une 
sphère. 

DEUXIÈME  CAS.  D  =  0. 

4L99 — Dans  ce  cas,  commençons  par  changer  la  direction 
des  axes,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  directions  qui 
correspondent  aux  racines  de  l'équation  du  troisième  degré, 
ou,  si  cette  équation  a  des  racines  égales,  un  des  systèmes  en 
nombre  infini  de  trois  directions  rectangulaires  déterminées 
par  ces  racines.  On  démontre^  comme  on  l'a  tait  algébrique* 
meot  A%n&  le  cas  précédent,  que  Bi ^  B^  =^ B^  =  o;  les  coeffi- 
cients des  carrés  des  variables  ont  encore  pour  valeurs  S,  S^,  S^^ 
Si  donc  une  seule  racine  S  est  nulle,  et  qqe  l'on  prenne  pour 
axe  OX'  la  direction  déterminée  par  celte  racine,  l'équation  de 
la  surface  est 
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Les  coefOcients  G^,  C^^  C[  ont  pour  Talenrs 

C.=Ca  +C^p  -hC^y, 

CÏ=Ca''-f-C'P''  +  C'Y'. 

En  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  ramène 
réquation  précédente  à  la  forme 

si  Cj  est  différent  de  zéro>  et  à  la  forme 

S^y*4-S''«*H-F.=:o, 

si  Cl  est  nuL  Le  coefficient  C^  qui  subsiste  dans  Téquation  ré- 
duite est  celui  qui  correspond  à  la  racine  simple  S  =  o. 

500 — Si  deux  racines  S  et  S'  sont  égales  à  zéro^  par  la 
première  transformation  l'équation  devient 

S''j5'«-h2C4a/4-2Ciî^-f2CÎJ5'-f-F  =  o. 

Nous  avons  vu  que,  pour  cette  racine  double  S=:o,  les  rela- 
tions (20)  du  n**  489  se  réduisent  à  une.  Pour  déterminer  l'une 
des  directions  correspondantes,  on  peut  joindre  à  cette  équa- 
tion une  seconde  cquaiion  prise  à  volonté;  nous  prendrons 

de  cette  manière  on  aura  C{  =0.  L'autre  direction  sera.ensuite 
complètement  déterminée,  ainsi  que  le  coefficient  C^.  Cela 
posé,  en  déplaçant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on 
ramènera  Téquation  à  la  forme 

S"js«H-2C4a?  =  o, 

si  C^  esl  différent  de  zéro,  et  si  C^  est  nul^  à  la  forme 

S"2»+F,=o. 

Remarque.  Lorsque  deux  racines  S'  et  S^'  sont  égales  sans 
être  nulles,  la  surface  est  une  surface  de  révolution.  Si  les 
trois  coefficients  B,  B',  V  sont  différents  de  zéro,  les  condi- 
tions pour  qu'il  y  ait  une  racine  double  sont  (n**  491) 

B^B'^_  B;^_  Bff. 

B    ""  B'  ""  B" 

et  si  Ton  appelle  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  de  la  direction 
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de  Taxe  de  révolution  avec  les  axes  des  coordonnées^  on  a 

iL-   P  -JL 


Lorsqu'un  seul  des  coefficients  B^  B^,  B^^  est  égal  à  zéro, 
réquation  en  S  n'a  jamais  de  racine  double.  Si  deux  coefficients 
W,  B"  sont  nuls,  la  condition  pour  Texistence  d'une  racine 
double  est  ^n"*  49^) 

{A'— A)(A''--A)  — B*  =  o; 

et,  dans  ce  cas,  on  a 

P  Y 


CHAPITRE  III 


SOI — ^Nous  ayons  ramené  Téquation  des  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  un  centre  unique  à  la  forme 

Sa;*-i-S'y»-hS''2*  =  H, 

en  rapportant  la  surface  à  ses  trois  plans  principaux. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  racines  aient  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +.  Si  le  terme  constant  H  est  négatif, 
réquation  n'est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'aucun  point  de 
Tespace.  Si  le  terme  constant  H  est  égal  à  zéro,  l'équation  n'est 
satisfaite  que  pour  x  =  y  =  z^=-o;  elle  représente  un  seul 
point,  l'origine.  Considérons  enfin  le  cas  où  H  est  plus  grand 
que  zéro,  et  posons 

réquation  se  met  sous  la  forme 

,  ,     ic*      y»      js* 

La  coordonnée  x  ne  peut  varier  que  de  —  a  à  -4-  a,  y  de— ft 


1 
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k  -hb,  z  de  --c  k  -hc;  preoops  sur  Taxe  de$  a?,  de  pari  et 
d'autre  de  l'origine,  des  longueurs  OA  et  OA'  égales  à  a,  sur 
Taxe  des  y  deux  longueurs  OB  et  OB'  égales  à  6,  sur  Faxedes  z 
deux  longueurs  OC  et  OC  égales  à  c  (fig.  271).  Par  les  points 
A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  Imaginons  des  plans  respectÎTeracnt 
parallèles  aux  plans  YOZ,  ZOX,  XOY,  la  surface  sera  entière- 
ment comprise  dans  le  parallélîpipède  rectangle  ainsi  formé. 
On  a  donné  à  cette  surface  le  nom  d'ellipsoïde. 

&08— L'origintt  est  un  centre  de  l'ellipsoïde.  Les  plans  co- 
ordonnés, qui  sout  les  trois  plans  principaux  de  Tellipsoïde, 
coupent  la  surface  suivant  trois  ellipses  ABA',  BCB^  CAC^  que 
Ton  appelle  seclions  principales  de  rellipsoïde. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  YOZ, 

on  obtient  pour  section  Fellipse 


Zi 


Cl 


A' 


1^- 


y 

6* 


-.    ?!—  — ^ 


a* 


Fig.  271. 


4ont  le  centre  I  est  sur  Taxe 
^  des  X.  Les  points  de  la  courbe 
étant  deux  à  deux  9yniéirî(|ues 
par  rapport  au  centra  I,  les 
points  de  la  surface  sont  symé- 
triques deux  à  deux  par  rapport  à  la  droite  OX,  qui  est  ainsi 
un  axe  de  la  surface.  A  mesure  que  le  plan  sécant  s'éloigne  da 
plan  principal  YOZ,  c'est-à-dire  quand  x  Tarie  de  o  à  a,  l'el- 
lipse d'intersection  reste  toujours  semblable  à  l'ellipse  CBC^ 
mais  diminue  jusqu'à  se  réduire  à  un  point.  Il  en  est  de  même 
des  sections  parallèles  à  chacun  des  deux  autres  plans  princi- 
paux. Ainsi  rellipsoïde  admet  trois  axes  qui  sont  les  intersec- 
tions des  pians  principaux  deux  à  deux.  Les  extrémités  des 
axes  sont  les  sommets  de  rellipsoïde.  Si  Ton  suppose  a>b>e, 
2a  sera  l'axe  majeur,  2b  Taxe  moyen,  2c  l'axe  mineur. 

Soit  H  un  point  quelconque  de  rellipsoïde  (fig.  272);  par  ce 
point  et  le  grand  axe  faisons  passer  un  plaa;  ce  plan  coupe  la 
surface  suivant  une  courbe  du  second  degré  fermée,  par  con- 
séquent, suivant  une  ellipse;  à  c^use  de  la  symétrie,  les  axes 
de  cette  ellipse  sont  la  droite  AA^  et  le  diamètre  Diy  suivant 
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lequel  le  plap  sécant  coupe  rellipse  principale  CBC^B^;  le  rayon 

OD,  compris  entre  les  deux  axes 
6  et  c  de  celte  ellipse  principale^ 
est  plus  grand  que  c;  mais  d'un 
autre  côté  le  rayon  OM  est  com- 
pris entre  OD  et  a;  ce  rayon  ^i 
donc  compris  eaU^  c  et  a.  On 
conclut  de  là  que  le  plus  grand 
Fig.  37:2.  rayon  de  rellipsoïde  est  le  demi- 

grand  axiS  OÀy  le  plus  petit  le  demi-pelit  axe  OC. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. 

503— Considérons  une  série  de  cordes  parallèles  à  la  droite 

?  —  ?  —  ?. 

le  plan  diamétral  correspondant  (n*  4S1)  a  pour  équation 

Réciproquement^  tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral;  soit,  en  effet,  le  plan 

Aa?-hBy-f-Cx  =  oj 

ce  plan  coïncidera  ayec  le  plan  diamétral  précédent,  si  Ton  a 

^^^    a'A     5TÎ     c«C 

Telles  sont  les  relations  qui  existent  entre  la  direction  des 
cordes  et  celle  du  plan  diamétral  conjugué.  Il  est  évident  que 
le  plan  diamétral  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  fermée 
du  second  degré,  et,  par  conséquent,  suivant  une  ellipse. 
Chaque  point  de  cette  ellipse  est  le  point  de  contact  d'une 
droite  parallèle  aux  cordes  et  tangente  à  la  surface;  ces  tan- 
gentes forment  un  cylindre  langent  à  l'ellipsoïde  tout  le  long 
de  cette  ellipse  et  Tenvcloppant. 

ft04 — Nous  savons  que  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  daps  rellipsoïde  sont  des  ellipses  bomolbétiques 
(n*473),  Soit  Aa;-|-By-hC;?  =  f,  l'équation  d'un  plan,  dans 
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laquelle  Â^  B,  C  sont  des  coefficients  constants^  { un  paramètre 
variable;  le  lien  des  centres  de  ces  ellipses^  ou  le  diamètre,  est 
la  droite  (n«  486) 

(4) 


passant  par  le  centre  de  la  surface. 

La  direction  du  diamètre  est  conjuguée  du  plan  diamétral 
parallèle  aux  plans  sécants;  car  les  coefficients  de  la  droite  et 
du  plan  vérifient  les  relations  (3). 

Réciproquement,  toute  droite  passant  par  le  centre  est  un 
diamètre;  car  si  Ton  mène  le  plan  diamétral  conjugué  de  cette 
direction,  et  des  plans  sécants  parallèles,  le  lieu  des  centres 
coïncidera  avec  la  droite  donnée. 

L'équation  du  plan  tangent  (n^"  4^)  se  réduit  ici  à 

xX      yY      zZ 

a*  ^  6*  ^  c' 


(5) 


+  iT+-7r  =  i 


Ce  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  va  du  centre  au  point  de  contact;  car  ce  dia~ 

X      Y      Z 

mètre  ayant  pour  équations  —=—=-»   ses  coefficients  et 
^       ^         ^  X      y      z 

ceux  du  plan  tangent  vérifient  les  relations  (3). 

DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 

S05 — On  dit  que  trois  diamètres  forment  un  système  de 
diamètres  conjugués,  quand  chacun  d'eux  est  conjugué  du 
plan  des  deux  autres.  Nous  avons  déjà  reconnu  Texistence  de 
pareils  systèmes  de  diamètres  (n**  485);  menons  arbitrairement 
un  premier  diamètre  OD  (fig.  273)  et  considérons  le  plan  diamé- 
tral conjugué;  ce  plan  coupe 
^'  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse; 
prenons  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  OE,  OF  de 
cette  ellipse;  les  trois  diamètres 
OD,  OE,  OF  formeront  un  sys- 
tème de  diamètres  conjugués; 
^*8-  ^^'  car  si  Ton  prend  poui;  axes  des 
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coordonnées  les  trois  droites  OD,  OE,  OF  et  que  Ton  appelle 
a',  V,  d,  les  longueurs  des  trois  rayons  OD,  OE,  OF,  d'après 
le  raisonnement  qui  a  été  fait  précédemment  (n®  484}>  l'équa- 
tion de  l'ellipsoïde  se  mettra  sous  la  forme 

• 
On  en  conclut  que  les  trois  axes  des  coordonnées  forment  un 
système  de  diamètres  conjugués,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  trois  plans  des  coordonnées  forment  un  système  de 
plans  diamétraux  conjugués. 

On  Toit  bien,  à  Taide  de  cette  équation,  comment  varient 
les  sections  parallèles;  si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  diamétral  Y'OZ^  on  a  une  ellipse 

homotbétique  à  Vellipse  diamétrale  EOF  et  ayant  son  centre 
au  point  I  sur  le  diamètre  OD;  cette  ellipse  va  en  diminuant  à 
mesure  que  le  plan  sécant  s'éloigne  du  plan  diamétral;  elle  se 
réduit  au  point  D,  quand  le  plan  sécant  passe  par  ce  point 
et  alors  le  plan  est  tangent  à  la  surface;  au  delà  le  plan  ne 
rencontre  plus  la  surface;  en  d'autres  termes,  il  la  coupe 
suivant  une  ellipse  imaginaire  dont  le  centre  est  réel  et  si- 
tué sur  le  prolongement  de  OD.  Il  en  est  de  même  de  Tautre 
côté. 

600 — Cherchons  maintenant  les  relations  qui  existent 
entre  les  directions  des  trois  diamètres  conjugués  OD,  OE,  OF. 
Désignons  par  a,  p,  y  les  coefficients  du  premier  diamètre, 
par  a/,  P',  ^  ceux  du  second,  par  a'^,  p^',  ^'  ceux  du  troisième. 
Le  plan  conjugué  du  diamètre  OD  a  pour  équation 

ce  plan  contenant  le  diamètre  OE,  on  a  la  relation 

a*       6*       c* 
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On  obtient  ainsi  les  trois  relations 

o«  "^  6«  "^  c«  ""^^ 

qtii  expriment  qne  chaque  diamètre  est  conjogoé  do  plan  des 
dent  autres.  La  première  de  ees  relations  signifie  qne  les  deux 
diamètres  OD^  OE  sont  conjugués  entre  eux. 

AUT-^Considérons  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués 
ODEF,  OIVE^F  («g.  S74).  Soit  00  le  diamètre  suivant  lequel 
se  coupent  les  deux  plans  EOF^  E'OF,  OH  et  OH'  les  diamètres 
conjugués  de  OG  dans  ces  deux  plans.  Si,  conservant  OD,  on 

remplace  les  diamètres  conjugués 
OE,  OF  par  deux  autres  diamètres 
conjugués  OG,  OH  de  la  même  el- 
lipsC;  la  somme  des  carrés  ne  change 
pas;  de  même^  si,  conserrant  OIK, 
on  remplace  les  deux  diamètres  cou' 
Fig.  274.  jugués  OE',  OF'  par  deux  autres  dia- 

mètres conjugués  OG,  OH'  de  la  même  ellipse,  la  somme  des 
carrés  ne  change  pas.  On  a  alors  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  OGHD,  OGH'iy,  qui  ont  un  diamètre  commun  OG, 
les  deux  autres,  étant  situés  dans  le  plan  diamétral  conjugué 
de  OG,  appartiennent  à  la  même  ellipse;  donc  la  somme  des 
carrés  est  la  même.  Ainsi,  la  somme  dei  carrés  de  trois  dia- 
mètres conjugués  est  constante  ei^  par  conséquent,  égale  à 
là  somme  des  carrés  des  axes. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  le  volume  du  parai- 
lélipipêde  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  est  constant; 
lorsqu'on  remplace  le  système  ODEF  par  le  système  ODGH,  le 
volume  ne  change  pas;  car  les  deux  parallélii)ipèdes  ont  des 
bases  équivalentes,  les  parallélogrammes  EOF,  GOH,  et  même 
hauteur,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  D  sur  le  plan 
des  bases* 
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D 


Fig.  975. 


SECTIONS  CIB€ULAI1I£S. 

SOS^Parmi  les  sections  planes  de  rcllipsoîde^  il  importe 
d'examiner  en  particulier  les  sections  circulaires.  Supposons 
qu'un  plan  diamétral  coupe  rcllipsoïde  suivant  un  cercle 

(flg.  2^5);  soit  OD  le  diamètre  conju- 
gué; si^  dans  le  plan  du  cercle ^  on 
prend  la  projection  OE  de  OD  et  un 
diamètre  OF  perpendiculaire  à  OE,  on 
aura  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués;  or  le  diamètre  OF  est  per- 
pendiculaire au  plan  diamétral  conju- 
gué DOE;  donc  ce  plan  est  un  plan  principal  et  OF  Tun  des  axes 
de  la  surface.  Ainsi  les  plans  diamétraux  qui  coupent  Tellip- 
solde  suivant  des  cercles  passent  par  Tun  des  axes  de  la  sur- 
face. Gel  axe  est  Taxe  moyen  BB'  de  rcllipsoïde;  car,  nous  avons 
vu  (n''  5o2)  que^  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  le  grand  axe 
AA^  les  deux  axes  de  l'ellipse  diderent  nécessairement;  il  en 
est  de  même  quand  le  plan  sécant  passe  par  le  petit  axe  CC^ 

Lorsque  le  plan  sécant  passe  par  Taxe  moyen  BB^  les  deux 
axes  de  Tellipse  d'intersection  sont  l'axe  BB'  et  le  diamètre  DIX 

suivant  lequel  le  plan  sécant  coupe 
l'ellipse  principale  ACA'  (flg.  276). 
La  longueur  de  ce  diamètre  DD^  va- 
riant de  ce  à  A  A^,  pourra  être  égale 
à  BB^^  et  alors  la  section  sera  un  cer- 
cle. Du  point  0  comme  centre^  avec 
un  rayon  égal  à  6  et  dans  le  plan 
principal  ACA'  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  l'ellipse 
principale  en  D  et  E;  menons  les  diamètres  OD  et  OE;  les 
deux  plans  diamétraux  BOD^  BOE  couperont  Tellipsoïde  suivant 
des  cercles.  On  conclut  de  là  que  l'ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux admet  deux  séries  de  sections  circulaires. 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution^  les  deux  plans  BOD,  BOE 
se  confondent  avec  le  plan  principal  perpendiculaire  à  Taxe  de 
rotation^  c'est-à-dire  avec  Téquateur  de  la  surface.  On  n*â  plus 
alors  qu'une  série  de  sections  circulaires* 
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On  peut  mettre  en  évidence  Texistence  des  sections  circu- 
laires en  écrivant  l'équation  de  l'ellipsoïde  sous  la  forme 


-=^(^-si)-'-(?-^)= 


I 


si  on  désigne  par  --;  ^^  "î  ^^  quantités  positives  ^ ;  et 

-5—  gj»  réquation  devient 

£±^_,  =  (£+é)(£_£). 

L'intersection  de  la  surface  par  le  plan  — h-=a,  a  étant 
une  constante  arbitraire,  est  située  sur  la  sphère 

on  a  ainsi  une  première  série  de  sections  circulaires.  Le  plan 

=  B  donne  une  seconde  série  de  sections  circulaires. 

m     n     ^ 

L'équation  précédente  signifie  que  le  carré  de  la  tangente 

menée  d'un  point  quelconque  de  Tellipsoïde  à  la  sphère 

x*+y*+J3'  =  b'  est  au  produit  des  distances  de  ce  même 


X*       z* 


point  aux  deux  plans  diamétraux  — j î  =  o^  que  Ton  ap- 
pelle plans  cycliques,  dans  un  rapport  constant. 


CHAPITRE  IV. 

Des  hypcvbolofdes. 


Considérons  maintenant  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équa^ 
tion  en  S  n'ont  pas  le  même  signe;  supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  racines  S  et  S'  soient  positives,  et  la  troisième 
négative, 

CÔNE. 

509— Si  le  terme  constant  H  est  nul,  Téquation 

Saî«+S'y«-4-SV  =  o, 
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CTs^ 


—S" 


étant  homogène  par  rapport  à  Xy  y,  z,  représente  un  cône 
(n*»454).  Si  l'on  pose 

tanga=i/- 
réquation  prend  la  forme 


tangp  =  Y/ 


(I) 


y' 


—  «' 


G. 


tang*a      tang'^ 

Le  plan  principal  XOZ  coupe  la  surface  suivant  deux  droites 

OAy  OA^  faisant  avec  OZ  un  angle  égal  à 
a;  le  plan  principal  YOZ  suivant  deux 
droites  OB,  OB'  faisant  avec  OZ  un  angle 
égal  à  ^  (flg.  277).  Le  plan  principal  XOY 
coupe  la  surface  suivant  un  éeul  point  0. 
Tout  plan  parallèle  au  plan  XOY  donne 
une  ellipse  ABÂ'  ayant  pour  équation 


X' 


+ 


y 


=  **; 


Fig.Sfn. 


tangua      tang^fi 

cette  ellipse  qui  a  son  centre  I  sur  Faxe 
OZ^  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  le  plan  sécant 
s*éloigne  du  sommet.  Ainsi  on  peut  regarder  le  cône  comme 
engendré  par  une  droite  OM^  qui  tourne  autour  du  point  0  en 
glissant  sur  Tellipse  ABA^  En  supposant  S  plus  grand  que  S'  et, 
par  conséquent,  a  plus  petit  que  ^,  on  voit  que  Tangle  que 
fait  la  génératrice  OM  avec  Taxe  OZ  varie  de  a  à  p.  Le  cône  est 
formé  de  deux  nappes  égales  situées  de  part  et  d'autre  du 
sommet.  L'équation  des  cônes  du  second  degré  se  ramenajit  à 
la  forme  (i),  il  en  résulte  que  tout  cône  du  second  degré  peut 
être  considéré  comme  un  cône  droit  à  base  elliptique. 

Les  plans  perpendiculaires  à  chacun,  des  deux  autres  axe^ 
OX  et  OY  coupent  le  cône  suivant  des  hyperboles  ayant.leurs 
centres  sur  ces  axes.  Les  trois  axes  des  coordonnées  sont  des 
axes  du  cône;  l'un  OZ  est  situé  à  l'intérieur  du  cône,  les  deux 
autres  à  l'extérieur.  Par  rapport  à  chacun  de  ceux-ci,  un  point 
quelconque  du  cône  a  son  syméttique  sur  l'autre  nappe;  par 
rapport  au  premier,  un  point  a  son  symétrique  sur  la  même 
nappe. 

BR.  29 
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lioroqu^m  a  S  sa  S^»  ou  a  e=^^  te  o&ne  est  de  réf^utton  au- 
tour de  la  droite  OZ. 

fiYrEIOlOLOlDE  A  fJHB  KAPPB* 

ftlO— SupiH)sons  que  le  terme  cposlaot  H  ait  UPe  v^ur 
positive  et  posons 

l'équation  de  la  wriace  prendra  Ja  foroie 

.  ,    ^     »•     *» 

Le  pian  prineipal  XOY  coupe  la^urfaee  suivant  une  ettipse  ABA' 

<&g.  s^8);  te  plan  principal  XOZ  sui- 
^nt  une  hyperbole  dont  A' A  est 
l'axe  transverse  et  OZ  Taxe  imagi- 
naire; le  plan  principal  YOZ  coupe 
de  même  la  surface  suivant  une 
hyperbole  dont  B6'  est  Vexe  trans- 
verse et  OZ  Taxe  imaginaiFe.  Si  fon 
coupe  la  surface  par  des  plans  paral- 
lè^  m  plan  XOYj  «onade^^eU^ttes 
hoaiQthétiq«es 

Fig,  ^n.  qui  tonl  leurs  centres  snr  OZ,  M  tjui 

vevrt  «n  augmentent  Indéftnknent  à  mesure  que  le  plan  sécant 
iféloigne  dn  plan  principal  d'un  côté  tm  de  fautre;  f ellipse 
minimum  ABA'  déterminée  par  te  (dan  principal  ^'appelle 
^^tnSpuéey^rfft.  On  voit  par  là  (jue  !a  sutfaee  est  formée  d'une 
leule  nappe  eonfinne  qnf  %'élenâ  indéiniment  en  s'onvrant  de 
fliMsen  pins  de  thaqne  cMé  du  plan  de  felUpse  de  goi^.  On 
%,  donné  %  ^eette  ^surface  le  nom  é^hyptrboloîde  à  une  nappt. 

ties  plans  paraSètes  an  plan  XOZ  coupent  ht  surface  suivant 
des  h^fperboles  homotiiéliq'ues  ayant  leurs  centres  sur  0¥;  de 
Même  les  fians  parallèles  an  plan  YOZ  coûpefl^  la  surface  sm- 
vaut  des  hyperboles  homothétiques  ayant  leurs  centres  sur  OX. 
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a  rémUa  da  1&  que  Thyperboloîde  i  uns  nwfjm  mUnet  toNs 
axee^  deux  réels  AA'  et  Bh/,  ua  imaginaire  0Z«  Les  deux  aies 
réeU  aonl  le»  axes  de  l'ellipse  de  gorge;  Taxa  iinagiiiaira  OZ  mi 
situé  à  l'intérieur  de  la  surface. 

Lorsque  les  deux  axes  réds  devieaneat  égaut,  les  sections 
parallèles  au  plan  Wï  étant  des  cereksi,  la  surlaoe  est  de  séw- 
lution;  elle  est  eBgendrée  par  une  hypexbok  tournant  ûvàamc 
de  son  axe  imaginaire  OZ. 

HTPERBOLOÏDB  A  DEUX  JAPPES. 

ftflfl— Examinons  enfin  le  cas  où  le  tanna  constant  H  a  une 
Taleur  négative;  si  Ton  |W66 

réquation  prend  la  forme 

(3)    f^  4- 6-^=^1. 
^  '    a»      6*      c* 

Les  deux  plans  principaux  XOZ,  YOZ  coupent  la  surïaçe  suivant 

des  hyperboles  dont  Taxe  transverse  CG 
a  une  longueur  égale  à  2C  et  est  dirigé 
suivant  Taxe  OZ  (flg.  279).  Le  plan  prin- 
cipal XOY  ne  rencontre  paa  la  surface. 
La  section  faite  par  ud  plan  parallèle  au 
plan  XOY  est  une  ellipse 


qoisst 


Fig.  S79. 


mais  cette  ellipse  n'est  réelle  que  si  la 
valeur  absolue  de  z  est  plus  grande  que 
c;  si  donc  par  chacun  des  points  C  et  C^ 
on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  XOY, 
il  n'y  aura  aucun  point  du  lieu  situé 
entre  ces  deux  plans.  Si  la  plan  sécant 
s'éloigne  &  partir  du  point  G,  l'ellipse, 
réduita  à  un  potot ,  attgmettte  is^éfiniment)  et 


dsnâna  de  l'autre  aM^  à  partir  àa  point  (y.On'^t  parla 
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qné  la  sur&tce  se  compose  de  deux  nappes  infinies  et  séparées 
l'une  de  l'anti-e;  on  lui  a  donné  le  nom  à'hgperbokfide  à  deux 
nappa.  La  surface  a  trois  axes,  un  réel  CG',  deux  imaginaires 
OX  et  OY. 

Ouand  lès  deux  axes  imaginaires  za  et  26  deviennenl  égaux, 
la  earface  est  de  rérolntion;  elle  est  engendrée  par  une  hyper- 
bole tournant  autour  de  son  axe  transverse  CC'. 

CÔNE  ASYMPTOTE. 

ftlV— On  dit  que  deux  hyperboloïdes'sont  conjugués,  lors- 
qu'ayant  même  centre  et  mêmes  axes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, les  axes  réels  dans  l'un  sont  imaginaires  dans  l'autre;  il 
est  clair  que  les  équations 

a*      D*      c'  ' 

représentent  deux  hyperboioïdes  conjugués.  Va  plan  sécant 
mené  par  l'axe  OZ  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  des  hyper- 
boles; l'hyperbole  située  sur  l'byperboloïde  à  deux  nappes  a 
pour  axe  transverse  CC;  celle  qui  est  située  sur  l'hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  a  pour  axe  transverse  le  diamètre  suivant 
lequel  le  plan  sécant  coupe  l'ellipse  de 
gorge.  Soit  y  =:  mx  l'équation  du  plan 
sécant;  l'équation 

X*     m' g* ^ ^ 

provenant  de  l'élimination  de  y  donne 
les  projections  des  courbes  d'intersec- 
tion sur  le  plan  XOZ  ;  ces  courbes  pro- 
jections sont  des  hyperboles  coi^uguées 
ayant  pour  asymptotes  communes  les 
deux  droites  représentées  par  l'équatioD 

Flg.  980. ^  G. 

o'        fc'        c' 
Si,  à  cette  équation,  on  joint  celle  du  plan  sécant  y  =  mx,  on 
aura  les  asymptotes  des  hyperboles  dans  l'espace.  Imaginons 
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actuellement  que  le  plan  sécant  tourne  autour  de  Taxe  OZ  ; 
ces  asymptotes  décriront  un  cône  que  nous  appellerons  cône 
asymptote  deshyperboloides;  on  obtient  son  équation  en  éli- 
minant le  paramètre  variable  m  entre  les  deux  équations  pré- 
cédentes, ce  qui  donne 


â^'^F 


c 


Ainsi  les  deux  hyperboloïdes  conjugués  ont  même  cône  asymp- 
tote. L'byperboloïde  à  deux  nappes  est  situé  à  Tintérieur  du 
cône^  rhyperboloïde  à  une  nappe  à  Textérieur  (fig.  280). 

&fl3 — Plus  généralement  le  cône  asymptote  est  le  lieu  des 
asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  déterminées  dans  les  deux 
surfaces  par  des  plans  passant  par  le  centre.  En  effets  soit 
z  =  mx  +  ny  Téquation  du  plan  sécant^  les  courbes  d'inter- 
section ont  pour  projections  sur  le  plan  XOY 

x^     y^     (mx  •+-  ny)* 

les  asymptotes  sont  représentées  par  Téquation 

X*  .  y»      (fiu?+»y)* 

a«"^i»  c*        ^^' 

jointe  à  celle  du  plan  sécant.  Il  arrive  ici  que  Ton  peut  éliminer 
à  la  fois  les  deux  paramètres  variables  m  et  n  entre  ces  équa* 
tions^  ce  qui  reproduit  le  cône  asymptote 

a;'      y] *• 

û?'^6*      c*~^' 

Nous  ferons  remarquer  que,  lorsqu'un  hyperboioïde  est  rap- 
porté à  ses  axes  y  si  dans  l'équation  on  supprime  le  terme 
constant,  on  obtient  le  cône  asymptote^  et  que^  si  Ton  change 
le  signe  de  ce  terme  constant^  on  obtient  rhyperboloïde  con- 
jugué. Il  est  clair^  d'après  les  formules  de  transformation  des 
coordonnées,  que  la  même  propriété  a  lieu  quand  la  surface 
est  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  quelconques  passant 
par  le  centre. 
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métrai  dépend  de  la  direction  des  cordes.  Par  le  centre, 
menons  une  parallèle  aux  cordes  ;  si  cette  droite  est  située  à  Tin- 
térieur  du  cône  asymptote,  il  est  évident  que  chaque  sécante 
rencontre  les  deux  nappes  du  cône  et  que,  par  conséquent,  le 
point  milieu  est  entre  les  deux  nappes;  le  plan  diamétral, 
ayant  tous  ses  points  entre  les  deux  nappes^  coupe  le  cône 
suivant  un  point.  L^fayperboloïde  à  une  nappe,  étant  situé  à 
l'extérieur  du  côneasyroptote»  sera  coupé  parle  fdan  diamétral 
suivant  une  ellipse  réelle;  cette  ellipse  est  la  courbe  de  contact 
d'un  cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  aux  sécantes 
et  circonscrit  à  Thyperboloïde  ;  le  cylindre  circonscrit  est 
situé  à  l'intérieur  de  Thyperboloïde.  L'byperboJoîde  à  deux 
nappes  étant  silné,  au  contraire,  à  Tintérieur  du  cône  asymp- 
tote, le  plan  diamétral  ne  rencontre  pas  la  surface;  aucune  des 
sécantes  ne  devient  tangente,  et  il  n'existe  pas  de  cylindre  cir- 
conscrit dans  cette  direction. 

Si  la  droite,  menée  par  le  centre,  est  située  à  rextérieur  du 
cône  asymptote,  une  parallèle  rencontrant  le  cône  percera 
une  même  nappe  en  deux  points,  et,  par  conséquent,  le  point 
milieu  sera  situé  à  l'intérieur  du  cône;  le  plan  diamétral, 
pénétrant  à  Tintérieur  du  cône,  coupera  ce  cône  suivant  deux 
droites,  et,  par  conséquent,  les  byperboloides  suivant  des  hy- 
perboles conjuguées.  Chacune  de  ces  hyperboles  sera  la  courbe 
de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  arêtes  parallèles 
à  la  direction  donnée. 

ftflS — Il  est  un  cas  où  il  n'y  a  plus  de  plan  diamétral;  c'est 
lorsque  la  droite  menée  par  le  centre  appartient  au  cône 
asymptote;  dans  ce  cas,  toute  parallèle  ne  rencontre  la  surface 
qu'en  un  point  et  le  point  milieu  est  à  l'infini.  Cependant  l'é- 
quation (6)  représente  encore  un  plan  passant  par  le  centre; 
c'est  la  position  limite  vers  laquelle  tend  le  plan  diamétral, 
quand  la  droite  (5)  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  cône.  Le 
plan  tangent  au  cône  au  point  (x^  y,  z)  a  pour  équatioi\ 

xX      yX      zZ_ 
^i  le  point  de  contact  appartient  à  la  droite  (5),  cette  équation 
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devient 

aX      PY      vZ 

c'est  réquation  (6)  ;  ainsi,  quand  les  sécantes  deviennent  paral- 
lèles à  une  arête  du  cône  asymptote,  le  plan  (6)  coïncide  avec  le 
plan  tangent  au  cône  suivant  cette  arête. 

HL9 — ^Les  sections  faites  dans  les  hyperbolmdes  et  dans  le 
cône  asymptote  par  un  même  plan  étant  concentriques»  le  lieu 
des  centres  des  sections  parallèles  est  le  même  dans  les  hyper- 
boloïdes  et  dans  le  cône;  or,  il  est  évident,  à  cause  de  la  simi- 
litude, que  dans  le  cône  ce  lieu  est  une  droite  passant  par  le 
sommet  du  cône. 

Lorsque  les  sections  sont  des  ellipses,  le  lieu  des  centres,  ou 
le  diamètre,  étant  situé  à  Tintérieur  du  cône,  rencontre  Thy- 
perboloïde  à  deux  nappes,  mais  ne  rencontre  pas  Thyperboloîde 
aune  nappe.  Lorsque  les  sections  sont  des  hyperboles,  le  dia- 
mètre étant  à  Textérieur  du  cône,  rencontre,  au  contraire, 
Thyperboloïde  à  une  nappe  et  ne  rencontre  pas  Thyperboloïde 
à  deux  nappes. 

On  obtient  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  de 
Thyperboloïde  à  une  nappe  en  prenant  un  diamètre  quel- 
conque, et,  dans  le  plan  diamétral  conjugué,  deux  diamètres 
conjugués  de  la  section.  Il  est  aisé  de  voir  que^  de  ces  trois 
diamètres  conjugués,  deux  OD,  OE  sont  toujours  réels,  un  OF 
imaginaire.  En  effet,  si  le  premier  diamètre  est  réel,  le  plan 
diamétral,  comme  nous  Tavons  dit  (n°  517),  coupe  la  surface 
suivant  une  hyperbole,  dans  laquelle  un  second  diamètre  sera 
réel,  le  troisième  imaginaire.  Si,  au  contraire,  le  premier 
diamètre  est  im^^inaire,  le  plan  diamétral  conjugué  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse  réelle,  dans  laquelle  deux  diamètres 
conjugués  sont  réels.  L'équation  de  là  surface  rapportée  à  ces 
diamètres  conjugués  prend  la  forme 

Deux  hyperboloïdes  conjugués,  ayant  le  même  diamètre 
pour  la  même  série  de  plans  sécants,  admettent  les  mêmes 


.^ 


IM  LlVae  VI,  GHAPllRE  Vf. 
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systèmes  de  diamètres  conjugués;  seulement  un  diaoDàfare, 
réel  dans  Tun^  est  imaginaire  dans  Tautre^  de  sorte  que^ 
dans  rbyperboloïde  à  deux  nappes^  de  trois  diamètres  conju- 
gués, deux  sont  toujours  imaginaires,  et  un  réel. 
;  Pour  former  un  système  de  diamètres  conjugués,  nous  a^ons 
nené  par  le  centre  une  première  droite  arbitrairement;  il  faut^ 
loutefoid,  que  cette  droite  n'appartieuM  pas  i^u  cône  asymptote. 
.  SSO^U  nous  est  facile  maintetiant  de  compléter  Tétude 
^es  sections  planes  ded  byperbolmdes«  Imaginons  la  surface 
rapportée  à  un  système  de  plans  diamétraux  ooiyngués  dont 
Tun  soit  parallèle  au  plan  sécant;  l'équation  prendra  la  forme 

Considérons  d*abord  rbyperboloïde  à  une  nappe.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  DOE^  la  section  est  une  ellipse 


î?«  +  g7i  — ï-^-pî» 


toujours  réelle,  dont  le  centre  est  sur  le  diamètre  imaginaire 
OF;  et  qui  augmente  indéfiniment  à  mesure  que  le  plan  sécant 
s'éloigne  du  plan  diamétral,  d'un  côté  ou  de  Tautre.  Si  le  plan 
sécant  est  parallèle  au  plan  EOF,  la  section  est  une  hyperbole 

y2_^^ £l 

dont  le  centre  est  situé  sur  le  diamètre  réel  0D>  et  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  à  celles  de  l'byperbole  déterminée 
par  le  plan  diamétral  a;  =  o;  cette  byperbole  admet  aussi  deux 
diamètres  conjugués  respectivement  parallèles  à  ÛE  et  à  OF. 
Quand  a;  varie  de  o  à  a^,  le  diamètre  réel  est  parallèle  à  0£,  et 
diminue  de  V  ko;  pour  x  =  q/,  Tbyperbole  se  réduit  à  deux 
droites  passant  par  le  point  0,  et  le  plan  devient  tangent  à  la 
surface  au  point  D;  quand  j?  croit  ensuite  à  partir  de  a^,  le  dia- 
mètre réel  est  au  contraire  parallèle  à  OF  et  augmente  de  zéro 
à  Tinâni;  l'byperbole  a  changé  de  disposition;  d'abord  située 
dans  les  angles  des  asymptotes  qui  comprennent  le  diamètre 
Oë,  elle  a  passé  dans  les  angles  supplémentaires.  I^  tranmtion 
s'opère  par  le  système  de  deux  droites. 
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S91«^€0Dfidéroiis  maintenaiit  l'hyperMoide  à  4et» 
nappM.  Les  secthnois  poraUëlet  au  plan  DOE  sont  des  ellipses 


dont  les  centres  sont  situés  sur  le  diamètre  réel  OF  ;  quand  z 
Tarie  de  okd,  Tellipse  est  imaginaire;  pour  iS  =  (K^  elle  se 
réduit  à  un  point;  quand  z  croit  à  partir  de  dy  Tellipse  détient 
réelle  et  augmente  indéfiniment.  Les  sections  parallèles  au 
pian  fiOF  sont  des  byp^boles 


t 


d^  ^~  '      a'*' 


dont  le  diamètre  réel  est  toujours  parallèle  à  OF  et  augmente 
indéfiniment.  L'hyperbole  a  toujours  la  même  disposition. 

ftSIS—Nous  n'avons  parlé  jusqu'à  présent  que  des  sections 
elliptiques  ou  hyperboliques.  La  transformation  précédente  ne 
peut  plus  être  effectuée,  lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à 
un  plan  tangent  au  cône  asymptote;  dans  ce  cas  la  section  est 
une  parabole,  égale  à  celte  que  détermine  le  plan  sécant  sur 
le  cône  asymptote^  et  il  est  évident^  d'après  la  similitude^  que  le 
paramètre  de  la  parabole  tracée  sur  le  cône  par  le  plan  sécant 
augmente  proportionnellement  à  la  distance  de  ce  plan  au 
centre. 

Pour  étudier  la  position  de  la  courbe^  nous  nous  servirons 
d'une  autre  forme  extrêmement  simple^  sous  laquelle  on  peut 
mettre  l'équation  de  l'hyperboloïde.  Prenons  pour  axe  des  y 
l'arête  suivant  laquelle  le  plan  tangent  au  cône  asymptote 
touche  ce  cône  (fig.  âSi)^  pour  axe  des  z  une  autre  arête  du 
cône  asymptote^  et  pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué  du 
plan  YOZ^  l'équation  des  hyperboloïdes  se  réduira  à  la  forme 

(7)    Aa;«-+-Byz=±i; 

car  elle  ne  dc»t  pas  contenir  de  terme  du  premier  degrés  et^ 
lorsqu'on  y  fait  a)c=^Oy  on  doit  obtenir  l'équation  d'une  hyper- 
boto  rafHporté^  à  ses  asymptotes.  On  peut  toujours  supposa  les 
de«x  constantes  A  et  B  positives.La  surface  et^t  un  byperbdoiciè 
à  une  nappe  ou  à  deux  nappes  suivant  que  le  second  membrr 
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est  positif  ou  aégatif  ;  puisque  le  plan  2=0  coupe  la  surface 

dans  le  premier  cas  et  ne  la  ren- 
contre pas  dans  le  second  cas. 
Les  sections  des  deux  surfaces  par 
le  plan  YOZ  sont  des  hyperboles 
conjuguées.  L'équation  du  cône 
asymptote  est 

Ax^-hByz  =  o; 

elle  montre  que  les  plans  XOY  et 
XOZ  sont  tangents  au  cône  sui- 
vant les  arêtes  OY  et  OZ.  Si  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à 
une  nappe^  elle  est  coupée  par  le  plan  z  =  o  suivant  deux 
droites  AB,  A'B^  parallèles  à  OY  (fig.  281)  ;  tout  plan  parallèle 
j5  =  Y  coupe  la  surface  suivant  une  parabole  Ax*-h  Byy  =  i, 
qui  a  pour  diamètre  la  trace  CD  du  plan  sécant  sur  le  plan 
YOZ.  L'extrémité  C  de  ce  diamètre  appartient  à  Thyperbole 
GH,  G' H',  suivant  laquelle  le  plan  YOZ  coupe  la  surface. 

La  direction   du   diamètre 
change  avec  le  signe  de  y* 
D'\   \  \  \  /  /  Les  sections  faites  dans  Thy- 

perboloïde  à  une  nappe  par 
les  plans  z  ==t=  y  ont  la  dis- 


Fig.  981. 


position  indiquée  sur  la  fig. 

281.  Quand  les  deux  plans 

sécants  se  rapprochent  du 

plan  XOY,  les  points  C  et  O 

s'éloignent  indéfiniment  sur 

^*«'  ^^-  les  branches  d'hyperbole  CG, 

C'G^^  et  les  deux  paraboles  tendent  vers  le  système  des  deux 

droites  parallèles  ÂB,  A^B^ 

Si  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes^  le  plan 
2  =  G  ne  rencontre  pas  la  surface^  et  les  deux  paraboles  don- 
nées par  les  plans  z=±y  ont  la  disposition  indiquée  parla 

%ure  282.  Quand  y  tend  vers  zéro,  les  deux  paraboles  s'éloi- 
gnent à  linfini. 
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SECTIONS  CIRCULAIRES. 

S 93— Considérons  d'abord  Thyperboloïde  à  une  nappe. 
D'après  les  raisonnements  qui  ont  été  faits  à  propos  de  Tellip- 
soïde  (n^  5o8]^  on  reconnaît  qu'un  plan  diamétral^  qui  coupe 
rhyperboloïde  suivant  un  cercle^  doit  passer  par  l'un  des  axes 
réels  de  la  surface. 

Lorsqu'un  plan  60D  (fig.  283]^  mené  par  Taxe  OB^  coupe  la 
surface  suivant  une  ellipse^  l'un  des  axes  de  l'ellipse  est  OB, 

l'autre  la  trace  OD  du  plan  sécant  sur 
le  pian  XOZ;  mais  la  longueur  de 
OD  est  plus  grande  que  OA;  pour 
que  OD  soit  égal  à  OB^  il  est  néces- 
saire que  OB  soit  plus  grand  queOA. 
^  Ainsi,  le  plan  sécant  passera  par  le 
plus  grand  axe  OB  de  l'ellipse  de 
gorge.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  OB  pour  rayon,  décrivons  dans 
le  plan  XOZ  un  cercle  qui  coupera 
l'hyperbole  en  deux  points  D,  D^; 
les  deux  plans  BOD,  BOIV  couperont  l'hyperboloïde  suivant  des 
cercles. 

Tout  plan  parallèle  à  l'un  de  ces  plans  couperd  suivant  des 
cercles  l'hyperboloïde  proposé,  le  cône  asymptote  et  l'hyper- 
boloïde conjugué.  Lorsque  la  surface  est  de  révolution,  les 
deux  séries  de  sections  circulaires  se  confondent  et  devien- 
nent perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation. 

On  peut,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  pour  l'ellip- 
soïde (n^  5o8),  mettre  en  évidence  les  sections  circulaires  sur 
l'équation  même.  Considérons  en  particulier  le  cône 


Fig.  S8d. 
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on  écrira  cette  équation  sous  la  forme 

en  désignant  par  -i  et  -5  les  quantités  positives  — — ri  ®' 
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T;-i--r»  on  voit  que  les  plans =  a  et  -■-+-  — =  p  don- 

nent  deux  séries  de  sections  circulaires;  Téquâtion  signifie  que 
le  produit  des  sinus  des  angles  que  fait  une  arête  quelconque  du 

cène  avec  les  deux  plans  ey cliques  *-; ^  ss  o  est  constant. 

Par  le  centre  menons  un  plan  qui  coupe  le  cône  suivant 
deux  arêtes  OM,  OM^  et  les  plans  cycliques  suivant  deux  droites 
OP,  OQî  appelons  «  et  p  les  angles  que  fait  Tarête  OM  avec  les 
plans  cycliques,  a'  et  p^  les  angles  que  fait  l'arête  OM'  avec  ces 
mêmes  plans;  appelons  en  outre  y  et  ^  leâ  angles  du  plan 
sécant  avec  les  plans  cycliques;  on  a 

sin  a = sin  MOP  sin  y,    sin  p  =  sin  MOQ  sin  J, 
sin  a'  =  sinM'  OF  sin  Y^    sin  P' = sin  M'  0Q(  sin  5  ; 

^  la  relation  sinasÂn^sasinoc^sinP'  on  déduit 

sin  MOP  sinMOÛ  =  sînM'OF  sinWOQf  ; 

On  voit  facilement,  d'après  cela,  que  les  angles  MOP,  M'OQ 
sont  égaux.  Ainsi,  lorsquun  plan  sécant,  men4  par  le  centre ^ 
coupe  le  cône  mivant  deux  arêtes,  ces  arêtes  font  des  angles 
égaux  avec  les  traces  du  plan  sécant  sur  les  plans  cycliques. 
Quand  le  plan  devient  tangent,  Tarête  de  contact  fait  des  an- 
gles égaux  avec  les  traces  du  plan  tangent  sur  les  plans  cycliques. 
5S4 — Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  cône  du  second 
degré  peut  être  considéré,  de  deux  manières  différentes^  comme 
un  cône  oblique  à  base  circulaire.  Lorsqu'on  donne  un  cône 
circulaire  oblique,  il  est  facile  de  démontrer  géométriquement 

Texisience  d'une  seconde  série  de 
sections  circulaires.  Soit  S  le  sommet 
d'un  cône  oblique  ayant  pour  base  le 
cercle  AB  (flg.  284);  par  la  droite  SO 
qui  va  du  sommet  au  centre  0  de  la 
base,  menons  un  plan  ASB  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  base  ;  tout 
plan  parallèle  à  la  base  coupant  le 
Fig.^ai.  (îtee  suivant  un  cercle  qui  a  {mmit 

diamètre  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  ASB,  il  en  résulte 
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que  ce  tiàna  ASB  diviw  le  ctoe  eo  deux  p^rtias  «rmétriqHea; 
c'est  dmc  ao  plan  principal  et  le  système  des  deux  droite^  SA 
et  SB  eet  la  seetion  priDCipale  correapoudante.  Dans  le  plan 
^odpal  ASB  menons  la  ligne  B' A^  antiparallèle  à  AB,  c'est-à- 
dire  telle  que  TangleSA^B^  soit  égal  à  SAB;  puis,  par  )a  droite 
A^fi^^  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  au  plan  principal 
ASB;  la  seetkm  du  cdne  par  ce  plan  sera  un  cercle  B'HA^  Kn. 
effet»  par  nn  point  quelconque  H  de  la  courbe  B^HA^  menons 
un  plan  parallèle  i  te  base;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  w 
cercle»  et  le  plan  B'ttA'  suivant  une  ligne  HI  perpendiculaire 

à  la  section  principale.  Dans  le  cercle  DHE  on  a  Hl' = DI  x  IB. 
IKautre  part^  les  triangles  semblables  DIB',  EIA^  donnent 

DIxIEœD'IxIA';  doncffi*=B'IxIA',  et,  par  conséquent, 
le  point  H  est  un  point  du  cercle  décrit  sur  B'Â^  comme  dia- 
mètre. Les  sections  parallèles  à  CHA'  sont  dites  antiparallèles 
à  la  base. 

La  bissectrice  de  Tangle  ASB  est  taxe  intérieur  du  cône  ;  la 
bissectrice  de  Tangle  supplémentaire  est  un  second  axe  ;  une 
perpendiculaire  menée  par  le  sommet  S  au  plan  principal  ASB 
est  le  troisième  axe.  On  connaît  ainsi  les  trois  axes  et  les  trois 
plans  principaux  du  cône. 

GÉNÉRATRICES  REGTILIGMES  DE  L'HYPERBOLOÏDE  A  UNE  ^APPE. 

l^jift-*No«s avons  vu  {n""  4^),  que,  lors^u^une  droite  a  plus 
4e  deux  points  situés  sur  une  surface  du  Second  ordre^  elle  ept 
trat  fentjèfie  située  sur  la  (urCace.  D'après  cela^  on  comprçAd 
qu'il  est  impossible  de  placer  sur  un  ellipsoïde  une  portion  de 
dmte,  SI  iietite  qu'elle  sait;  car,  si  cette  portion  de  droite  avait 
seukment  trois poÎAts  communs  aT6c  la  surface^  la  droite  in- 
définie 8eraitfiituée/totttenitièi:)e  sur  la  surface,  et  il  est  évident 
(pi'une  droite  indéfinie  ne  peiiit  ^(iftiirte^r  à  une  9urf^e  limi- 
tée comme  TelUpselde^  il  est  impossiUe  ajwi  de  placer  une 
dr<Nte  «HT  l^yperteloide  à  4ew  «afipes;  nous  remarquons 
d'abord  ^e  cette  droite  ne  pe^t  être  perpendiculaire  à  Taxe 
réel,  puisque  toutes  les  sections  peipendiculaires  à  cette  droite 
sent  4es  eUifpses;  la  dwHte  irait  donc  d'nne  nappe  à  l'autre^  et 
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il  y  aurait  une  portion  intermédiaire  qui  n'appartiendrait  pas 
à  la  surface.  La  même  impossibilité  n^existe  pas  pour  Thyper- 
boloîde  à  une  nappe.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  étudiant  les 
sections  planes  (n"^  52o),  que^  lorsque  le  plan  sécant^  mené  par 
un  point  de  la  surface,  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué 
du  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  la  section  se  réduit  à  deux 
droites;  il  en  résulte  que^  par  tout  point  de  la  surface  passent 
deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface.  Nous  allons 
étudier  les  propriétés  des  droites  situées  sur  rhyperboloïde  à 
une  nappe;  mais  nous  reprendrons  d'abord  la  démonstration 
du  théorème  fondamental. 

ftSS— Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface;  prenons 
pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  en  ce  point,  et  pour  axes 
des  y  et  des  z  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  dia- 
métrale correspondante;  Téquation  de  Fhyperboloïde  aura  la 

forme 

a:*  .  t/*      z 

En  coupant  la  surface  par  le  plan  x  =  a^,  on  a  deux  droites 

y*       js* 

Ainsi^  par  tout  point  M  de  la  surface  passent  deux  droites 
sittiées  sur  la  surface. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  (n**  480)  que  les  tangentes  à 
toutes  les  courbes  tracées  par  un  même  point  sur  une  surface 
du  second  degré  sont  situées  dans  le  même  plan  ;  il  n'y  a  d'ex- 
ception que  pour  le  cône  et  au  sommet.  Par  un  point  H  passent 
deux  droites  situées  sur  la  surface;  le  plan  de  ces  deux  droites 
est  le  plan  tangent.  Il  est  impossible  de  mener  par  le  point  M 
une  troisième  droite  située  sur  la  surface;  car  cette  droite 
serait  aussi  contenue  dans  le  plan  tangent  x  =  a',  et  ce  plan 
ne  coupe  la  surface  que  suivant  deux  droites. 

Nous  ferons  remarquer  aussi  que  la  surface  est  coupée  par 
le  plan  tangent;  une  partie  est  située  d'un  côté  de  ce  plan, 
l'autre  partie  de  l'autre  côté. 

S!if --Dans  le  même  système  de  coordonnées,  le  cône 
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asymptote  a  pour  équatioo 

si  l'on  coupe  le  cftne  par  le  plan  a;  =  o,  on  a  leB  deux  arêtes 

Ces  deux  arêtes  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites 
déterminées  par  le  plan  x  =  (i  sur  la  surface  de  l'iijperbo- 
loîde.  Ainsi,  les  droites  situées  sur  l'hyperbolotde  sont  respecti- 
vement parallétts  aux  aréles  du  ctfne  asymptote. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  le  plan  x= — af,  on  a  deux 
droites  parallèles  aux  précédeules  ;  ainsi  les  droites  qui  passent 
par  deux  points  H  et  M',  symétriques  par  rapport  au  centre, 
sont  respectivement  parallèles  entre  elles,  et  aux  mêmes  arêtes 
du  cône  asymptote. 

Sl*8 — Nous  allons  faire  voir  que  les  droites  situées  sur 
l'hyperboloïde  peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont 
chacune  constitue  toute  la  surface.  On  opère  commodément 
cette  distinction,  et  l'on  se  rend  bien  comple  de  la  position  des 
droites,  à  l'aide  de  l'ellipse  de  gorge. 
Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites,  il 
est  clair  que,  par  tout  point  D  de 
l'ellipse  de  gorge,  passent  deux 
droites  DG,  DH  situées  sur  la  stii^ 
^    face  (fig.  285). 
-''  Si,  conservant  pour  axe  des  s 

v;- '"  l'axe  imaginaire  de  la  surface,  on 

prend  pour  axe  des  x  le  diamètre 
Fit;,  ass.  OD  de  l'ellipse  de  gorge,  et  pour 

axe  des  y  le  diamètre  conjugué  OE,  l'hyperboloïde  a  pour  équa- 
tion 

*'       Vl     2*  — 

Le  plan  x=^a',  mené  par  le  point  D  parallèlement  au  plan 
ZOE,  a  pour  trace  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  la  tan- 
gente ST  à  cette  ellipse;  ce  plan  coupe  l'hyperboloïde  suivant 
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deux  droites 


5^     c'" 


qui  fo  projeitMt  sur  le  plan  de  Tellipse  de  gorge  suivant  la 
tangente  ST.  Ainsi^  toute  tangente  à  rellipse  de  gorge  est  la 
projection  de  deux  droites  situies  sur  Vhyperbolotde. 
Le  cône  asymptote  a  pour  équation 

x^     a*     z* 

il  est  coupé  par  le  plan  rmo  attirant  deux  droites  OGi,  OH,, 
qui  ont  pou^  équation 

Bt  qui  sont  respectivement  parallèles  aux  deux  droites  DG^  DH 
situées  sur  Tliyperboloïde.  Les  deux  axes  des  coordonnées  OE 
et  OZ  étant  rectangulaires,  il  résulte  de  ce  qui  précèdo  que  les 
deux  droites  DG^  DH  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  de 
l'ellipse  de  gorge,  ou  avec  la  parallèle  à  l'axe  OZ  menée  parle 
point  D;  si  l'on  appelle  y  ce  dernier  angle,  on  a 

tangy  »=  -• 

6 SO— Imaginons  maintenant  que  le  point  D  parcoure  Tel- 
lipse  de  gorge  daos  le  sens  ÂB;  toutes  les  droites,  dont  les 
parties  supérieures  au  plan  de  Tellipse  de  gorge  font  avec  les 
tangentes  prises  dans  le  sens  du  mouvement  des  angles  aigus, 
formeront  un  premier  système;  toutes  celles  dont  les  parties 
supérieures  font  avec  cette  même  tangente  des  angles  obtus, 
formeront  un  second  système.  Ainsi,  la  droite  DG  appartient 
au  premier  système,  la  droite  DH  au  second.  Il  est  clair  que 
ces  deux  systèmes,  tels  que  nous  venoqs  de  les  dé&nir^  com- 
prennent toutes  les  droites  situées  sur  la  surface;  nous  remar- 
quons d'abord  qu'une  drcôte  quelconque  située  sur  la  surface 
n'est  pas  parallèle  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  puisque  les 
sections  parallèles  à  ce  plan  sont  des  ellipses;  cette  droite  per- 
cera donc  le  plan  en  un  point  D  de  Tellipse;  or,  par  le  point  D, 
passent  seulement  deux  droites  DG,  DH,  appartenant,  l'une 
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an  premier  systèm^^  Taiitre  au  second;  la  droite  coo^iidé^^ 
coïncidera  donc  avec  Tune  de  ces  deux  droites. 

Si,  en  même  temps  que  le  point  D  se  meut  sur  l'ellipse; 

V 
l'angle  y  ^arla  d'après  la  formule  tangy  =  — f  la  droite  DG 

coïmsîdera  euocesàvemeiit  aveo  toutes  les  droites  du  premier 
système,  la  droite  DH  ayee  toutes  celles  du  second  système.  U; 
est  visiMe  que  chacune  d'elles  engiHidre  la  surface  entière  de 
rfayperboloide.  Ainsi  Thyperboloide  à  une  nappe  est  une  sur- 
face réglée,  qui  peut  âtre  engendrée  de  deux  manières  par  le 
mouvement  d'une  ligne  droite.  Voilà  pourquoi  les  droites  de 
chaque  système  ont  été  appelées  les  génératrices  rectilignes  de 
rfayperbcdotde. 

D  est  bon  de  se  rendre  compte  de  )a  variation  de  l'angle  y. 
Cet  angle  acquiert  sa  valeur  minimum  quand  la  drdie  passe 
par  Pime  des  extrémités  B  do  graad  axe  de  l'ellipse  de  gesges,» 
et  sa  valeur  maximum,  quand  elM  paoïe  parlHitie  de«exfarémi*t 
tés  A  du  petit  axe.  Le  point  D  allaside  B  ^pi  Aj  l'anig^  yismAk 
de  sa  valeur  minimum  à  sa  valeur  maiimum  (  eet  angle  dénrptA 
ensuite  pour  erottre  de  nouveau,  etc.  Lorsque  es»6,  t'esl4«<iire 
IcHrsque  l'ellipse  de  gwge  devient  un  cercle,  l'angle  y  citsCSn-' 
stant,  et  la  surface  est  engendrée  par  chacune  des  deQX;dreit«B 
hGy  DH  tournant  mtour  de  l'axe  OZ  et  liée  Âavuriajblasieiii  à 
cet  axe;  c'est  Thyperindoide  de  réjvokltiofi  à  we  lOa^peiq»^ 
nons  avons  déjà  considéré  cômtne  exemple  des  suriiiees  de 
révolution  (n*  4^9)  • 

SSO--41hacune  des  droites  mobiles  engendrant  la  surface 
entière,  il  est  clair  que  le$  deux  droites  qui  passent  par  un 
point  quelconque  delà  surface  appartiennent,  l'une  au  premier 
sysiême  de  génératrices,  Vautre  au  second  système.  On  le  re- 
connaît d'ailleurs  d'une  manière  très-nette  en  construisant  ces 
deux  drdtes  à  l'aide  de  Tellipse  de  gorge.  Soit  M  un  point  de 
la  surface,  que  nous  supposeronasitué  au-dessus  du  plan  de 
l'eltipse  d^  gorge  (fig.  286);  ée  point  se  projette  sur  ce  plan  en 
un  point  m  extérieur  à  l'ellipse;  par  le  point  m  menons  des 
tangentes  mD,  mE  à  l'ellipse^  par  le  point  de  contact  D  de  la 
prmiàre  tengiote,  menons  la  droite  DG  du  premier  système, 
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et  par  le  point  decoatact  Ede  la  seconde  tangente  la  droite  EL 
dnsecondsystème.Lesptansprojelants 
GDm,  LEm  de  ces  deux  droites  se  cou- 
pent suivant  une  droite  HH'  perpen- 
diculaire au  plan  de  l'ellipse  de  gorge; 
cette  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  m  perce  la  surface  en  deux 
pcàota;  l'un  est  le  point  H  situé  au- 
"l  dessus  du  plan  de  l'ellipse,  l'autre  est 

le  point  symétrique  H'  situé  au-des- 
I  sous.  La  drtHte  DG,  faisant  avec  Dm 

;  un  angle  aigu,  rencontre  la  partie  sa- 

I  périeure  mU  de  la  droite  UH',  et  elle 

i  passe  au  point  M,  puisque  cette  partie 

tig.ssï.  supérieure  ne  rencontre  la  surface 

qu'en  un  point.  De  même  la  droite  EL,  faisant  avec  le  prolon- 
gement de  mE  un  angle  obtus,  ou  avec  Etn  un  angle  aigu, 
Kiwoatre  la  partie  supérieare  mH  de  la  même  droite  au  même 
point  H.  Ainsi,  par  le  pmnt  H  passent  les  deux  droites  AÎD,  ME, 
qsi  appartiennent,  l'une  au  premier  système,  l'autre  au  second. 
Ul — NoQS  avons  vu  (a*528]queleB  génératrices  rectilignes 
de  la  surface  se  projettent  sur  ie  plan  de  l'ellipse  de  gorge  sui- 
vant des  tangentes  à  celte  ellipse.  La  même  propriété  a  lieu 
par  rapport  à  chacun  des  plans  principaux. 
Considérons  le  plan  principal  COA  mené  par  l'axe  imagi- 
naire OC  et  l'un  des  axes  OA  de 
l'ellipse  de  gorge  (fig.  287);  on  dé- 
montrera, comme  précédemment, 
que  la  tangente  MDi  au  point  N  à 
l'hyperbole  principale  est  la  pro- 
jection de  deux  droites  HD,  HIV 
situées  sur  la  surface.  Quand  le 
point  H  s'éloigne  à  l'infini  sur  l'hy- 
perbole, la  tangente  D,M.tend  vers 
'~\  ■■,  l'asymptote  OH,;  cette  asymptote 
''v  '  est  la  projection  des  deux  droites 
Fig.  MT.  BH,  B'H',  qui  passent  par  les  extrè- 
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mités  de  l'autre  axe  de  Tellipse  de  gorge.  L'autre  asymptoie 
OGi  est  la  projection  des  droites  BG,  B'G^  qui  passent  par  ces 
mêmes  points. 

S39— Les  génératrices  rectilignes  de  Tbyperboloïde  jouis- 
sent de  quelques  autres  propriétés  remarquables  que  nous  al- 
lons démontrer.  Soient  DG,  EL  (flg.  288)  deux  génératrices  de 
systèmes  diiférents;  ces  droites  se  projettent  sur  le  plan  de 

l'ellipse  de  gorge  suivant,  des  taor 
gentes  Dm,  Em  à  cette  elUpse; 
en  général  les  deux  tangentes  se 
coupent  en  un  point  m  et  les  deux 
plans  projetants secoupentsuivant 
une  droite  MH^  perpendiculaire  au 
plan  de  l'ellipse.  Comme  nous  Ta- 
vous  expliqué  plus  haut^  les  deux 
droites  DG^  EL^  appartenant  à  des 
systèmes  différents,  rencontrent  la 
perpendiculaire  MH^  d'un  même 
côté  du  plan  de  Tellipse  de  gorge  et 
par  conséquent^  se  coupent  au  point  M^  où  cette  perpendiculaire 
perce  la  surface.  Ainsi,  en  général^  deux  génératrices  de  sys- 
tèmes différents  se  rencontrent. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  des  deux  droites  soient 
parallèles;  ceci  a  lieu  quand  les  deux  droites,  telles  que  DG, 
B^W,  passent  par  deux  points  D  et  IV  diamétralement  opposa 
de  rêllipse  de  gorge.  Dans  ce  cas,  les  deux  plans  projetants  sont 
parallèles;  un  plan  parallèle  mené  par  le  centre  coupera  le 
cône  suivant  deux  arêtes  OG|f  OH^;  il  est  clair  que  les  d^ux 
génératrices  DG,  IVH^  sont  parallèles  à  la  même  arête  OG^  du 
cône  asymptote,  et,  par  conséquent,  sont  parallèles  entre  elles. 
On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  de  systèmes  différents 
se  rencontrent  ou  sont  parallèleSy  c'est-à-dire  sont  toujours 
dans  un  même  plan. 


I     I 

!  / 


Fi«.  888. 


i — Considérons  maintenant  deux  génératrices  DG,  EK 
du  même  système.  Les  plans  projetants  de  ces  deux  droites  se 
coupent  suivant  la  droite  MH'  perpendiculaire  au  plan  de  Tel* 
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JUpse  de  gotge.  La  droite  D6,  faisant  avec  sa  projection  Dm 
lU)  angle  aigu,  rencontre  la  droite  MM^  au-dessus  du  plan  de 
Tellipse  de  gorge;  la  droite  ER^  faisant  avec  le  prolongement 
de  mE  un  angle  aigu,  rencontre  cette  même  droite  au-dessous 
du  pian;  le  plan  DMM'  qui  contient  la  première  droite  DG  et 
un  point  M^  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde  droite; 
ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Il  peut  arriver  que  les  projections  soient  parallèles;  soient 
les  deux  droites  DG,  IVG'  du  même  système,  passant  par  deux 
points  diamétralement  opposés  de  Tellipse  de  gorge;  ces  deux 
droites  sont  parallèles  respectivement  aux  deux  arêtes  0G„ 
OÏIi  du  cône  asymptote;  le  plan  GDD^  qui  contient  la  première 
et  lin  point  D^  de  la  seconde,  ne  contient  pas  cette  seconde 
droite;  ainsi  les  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
On  conclut  de  là  que  deux  génératrices  du  même  système  ne 
sont  jamais  dans  un  même  plan. 

S34 — Chaque  arête  OGj  du  cône  asymptote  est  parallèle 
à  deux  génératrices  DG,  D'H'  de  systèmes  différents;  on  les 
obtiendrait  de  cette  manière  :  soit  OFla  trace  sur  le  plan  de 
l*elllpse  de  gorge  du  plan  ZOG,;  menons  lô  diamètre  Diy 
conjugué  de  OF;  les  tangentes  en  D  et  D'  étant  parallèles  à  OF, 
les  plans  tangents  CDH,  G'D'H'  en  ces  points  sont  parallèles  au 
plan  ZOGj  qui  .coupe  le  cône  suivant  deux  arêtes  OG^,  OH^;  les 
deux  génératrices  DG,D'H^  de  systèmes  diflerents,  sont  paral- 
Ifelés  à  OG^;  les  deux  autres  génératrices  DH,  IVG^  sont  paral- 
lèles à  OH4.  Il  est  impossible  qu'une  troisième  génératrice  de 
l*liyperboloïde  soit  parallèle  à  l'arête  OG^;  car  si  trois  généra- 
trices de  rhyperboloïde  étaient  parallèles  à  une  même  arête 
dti  cône,  deux  appartiendraient  au  même  système  et  seraient 
Jiâralléles  entre  elles,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 
'  Le  diamètre  OD  étant  conjugué  du  plan  ZOF,  ou  G^OHj,  on 
sait  (»•  522)  que  le  plan  DOG^  est  tangent  au  cône  suivant 
l'arête  OGi-  Ainsi  le  plan  de  deux  génératrices  parallèles  DG, 
IVH'  est  tangent  au  cône  asymptote. 

RjamaFqibaiis  e&eore  que  trois  génératrices  du  même  sys- 
lèmô  ne  penlf^eiit  être  parallèles  à  un  même  Jïlan;  car,  en 
medmt  par  le  coitre  des  parallèles  à  ces  génératrices,  on 
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aurait  trois  arêtes  différentes  du  cône  asymptote  situées  dans 
le  même  plan^  ce  qui  est  impossible. 

ftSS^^Ge  qui  précède  nous  permet  de  distinguer  les  deux 
systèmes  de  génératrices  par  un  autre  procédé.  Soit  DH  une 
droite  quelconque  située  sur  la  surface^  toutes  les  droites 
telles  que  DG>  EK, ...  qui  rencontrent  cette  droite  fixe,  avec 
une  droite  D^G'  qui  lui  est  parallèle^  constituent  Tun  des 
systèmes^  par  exemple^  le  premier  système.  Toutes  les  autres 
constituent  le  second  système. 

5S4I — Nous  savons  qu'il  faut  trois  directrices  pour  définir 
le  mouvement  d'une  ligne  droite  (n^  4^0).  Prenons  comme 
directrices  trois  droites  fixes  Â,  B^  G  appartenant  au  second 
sjstème^  et  supposons  qu'une  droite  mobile  glisse  suf  ces  trois 
directrices;  si,  par  un  point  quelconque  M  de  la  droite  A  et 
chacune  des  droites  B  et  G,  on  fait  passer  un  plan,  Tintersectiop 
de  ces  deux  plans  déterminera  la  position  de  la  droite  mobile 
qui  passe  en  ce  point;  la  droite  mobile,  coïncidant  ainsi  succes- 
sivement avec  ioutfr  les  droites  du  premier  système,  engen- 
drera Thyperboloïde  à  une  nappe.  De  même,  une  droite  mobile, 
glissant  sur  trois  droites  fixes^  appartenant  au  premier  système, 
engendrera  Tbyperboloïde.  Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  en- 
gendrer un  byperboloïde  à  une  nappe,  en  faisant  glisser  une 
droite  mobile  sur  trois  droites  fixes. 

■ 

S37 — Nous  allons  faire  voir  que,  réciproquement,  une 
droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  quelconques, 
non  parallèles  à  un  même  plan,  engendre  un  byperboloïde. 
Soient  AB,  GD,  EF  les  trois  directrices  données.  Si,  par  chacune 
d'elles,  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  Tune  des  deux  autres, 
on  a  six  plans  qui  forment  un  parallélipipède;  prenons  pour 
origine  le  centre  du  parallélipipède  et  pour  axes  des  coordon- 
nées des  parallèles  aux  arêtes,  dont  nous  désignerons  les  lon- 
gueurs par  2(1,  2b,  2<T.  Les  équations  des  trois  directrices 
sont^  pour  la  disposition  adoptée  dans  la  figure  289, 

ABJ»=-*'        CD  i  *=-'"'        EPi*=r«' 
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Une  droite  MN  qui  rencontre  les  deux  droites  AB,  CD  peut 

être  regardée  comme 
M>^  rintersection  de  deux 
plans  menés^  Tun  par 
la  droite  AB^  Tautre  par 
la  droite  CD  ;  ces  deux 
plans  ont  des  équations 
de  la  forme 

dans  lesquelles  X  et  V 
Fig.'jHO.  .  désignent  des  paramè- 

tres arbitraires.  Hais  la  droite  HN  doit  rencontrer  la  troisième 
directrice  EF;  il  en  résulte  entre  les  deux  paramètres  >.  et  Via 

relation 

(9)    Va-l->.6-l-c=o. 

On  obtiendra  Téquation  de  la  surface  enjfendrée  par  la  droite 
MN  en  éliminant  les  deux  paramètres  >.  el  V  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9),  ce  qui  donne 

(10)    ayz  -h  bzx  -H  cxy  H-  abc  =  o. 

Le  lieu  est  une  surface  du  second  degré  ayant  un  centre 
unique;  ce  i\'est  pas  un  cône^  puisqu'elle  ne  passe  pas  parie 
centre;  c'est  donc  un  hyperboioîde  à  une  nappe. 

Les  trois  directrices  appartenant  à  la  surface^  les  trois  axes 
des  coordonnées,  qui  leur  sont  parallèles^  sont  des  arêtes  du 
cône  asymptote;  on  peut  remarquer  que  les  trois  arêtes  AC^ 
DE^  BF  qui,  dans  le  parallélipipède,  sont  parallèles  et  opposées 
aux  directrices,  appartiennent  aussi  à  la  surface;  par  exemple^ 
la  droite  AC,  qui  rencontre  les  deux  directrices  AB  et  CD,  et 
qui  est  parallèle  à  EF,  est  une  position  particulière  de  la  géné- 
ratrice, et,  par  conséquent,  appartient  à  la  surface.  Il  résulte 
de  là  que  les  faces  parallèles  ABF,  CDE  du  parallélipipède 
sont  tangentes  à  la  surface  aux  points  B  et  D,  et  de  même  les 
autres.  Les  trois  directrices  et  les  trois  arêtes  opposées  for- 
ment un  hexagone  gauche  ACDEFBA  situé  sur  la  surface. 
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SSS — ^Étant  donné  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  soient  AB 
et  CD  deux  droites  quelconques  du  même  système  (flg.  289)  ; 
A  un  point  fixe  pris  à  volonté  sur  la  première  droite^  C  le  point 
correspondant  de  la  seconde^  c'est-à-dire  le  point  où  cette 
seconde  droite  est  rencontrée  par  la  génératrice  mobile  de 
Tautre  système^  quand  elle  passe  par  le  point  A.  A  Taide  de  la 
droite  EF  du  premier  système  qui  est  parallèle  à  AC,  on  peut 
former  le  parallélipipède  considéré  précédemment.  La  gé- 
nératrice mobile ,  dans  une  de  ses  positions^  rencontre  les 
deux  droites  fixes  en  H  et  N;  elle  a  décrit  sur  ces  deux 
droites^  à  partir  de  sa  position  initiale  AC^  des  longueurs  AH 
et  GN  que  nous  désignerons  par  a  et  ^,  en  les  affectant  du 
signe  +^  quand  elles  sont  portées  dans  les  directions  AB  ou  CD, 
et  du  signe  — y  quand  elles  sont  portées  dans  les  directions 
contraires.  Si  Ton  projette  la  droite  MNP  sur  le  plan  ABF, 
parallèlement  à  la  droite  EF^  la  longueur  CN  se  projettera  en 
yraie  grandeur  suivant  AN^  En  prenant  pour  axes  des  coor- 
données^ les  droites  AB  et  AD^  et  exprimant  que  la  droite 
mobile  MN^  tourne  autour  du  point  fixe  F^  on  a  la  relation 

Réciproquement,  lorsqu'une  droite  mobile  MN  décrit  sur 
deux  droites,  fixes  AB,  CD,  à  partir  dMne  position  initiale^ 
des  longueurs  qui  vérifient  la  relation  (11),  cette  droite  en- 
gendre un  byperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  soit  AC  la 
position  initiale  de  la  génératrice;  par  le  point  A,  menons  une 
parallèle  AIV  à  la  droite  CD,  formons  le  parallélogramme 
AiyPB,  dont  les  côtés  AB  et  AD'  sont  égaux  à  2a  et  à  26^ 
et  par  le  point  F,  menons  une  parallèle  FE  à  la  droite  AC;  si 
Ton  prend  AB  et  AD'  pour  axes  des  coordonnées  dans  le  plan 
du  parallélogramme,  la  relation  (11)  signifie  que  la  droite  MN', 
projection  de  la  droite  HN  sur  le  plan  du  parallélogramme 
parallèlement  à  AC,  passe  constamment  par  le  point  F;  donc 
la  droite  MN  rencontre  la  droite  EF.  Cette  droite,  glissant  sur 
trois  droites  fixes  AB,  CD,  EF,  engendre  un  hyperboloïde  à 
une  nappe. 
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S31l-^Nou9  a¥ons  dit  que  Thyperboloïde  à  un^  n2\|iiM  ad- 
met deux  systèmes  de  généralrices  rectilignes.  Il  est  facile  de 
déduire  de  Téquation  de  la  surface  les  équations  de  ces  deux 
systèmes  de  droites.  £n  effet>  Tcquation  de  Thyperboloïde  rap* 
porté  à  ses  axes  est 

ff^     ^ _  ^* . 

chacun  des  membres,  étant  la  différence  de  deux  carrés,  peut 
être  décomposé  en  facteurs  du  premier  degré,  et  Téquation 
devient 

<")  (i-f)(i-f)=(-:-)(-i)- 

Considérons  les  deux  équations  du  premier  degré 

dans  lesquelles  le  paramètre  X  est  arbitraire.  Pour  chaque  va- 
leur de  "k,  ces  équations  représentent  une  droite.  Or^  si  Ton 
multiplie  ces  deux  équations  membre  à  membre^  oa  retrouve 
réquation  (12)  ;  il  en  résulte  que  les  équations  (\)  représentent 
un  système  de  droites  situées  sur  la  surface. 

Si  Ton  combine  autrement  les  facteurs,  on  obtient  deux 
autres  équations  du  premier  degré 

renfermant  un  paramètre  arbitraire  ^,  et  qui  représentent  un 
eeeond  système  de  droites  situées  sur  la  surface* 
On  peut  attribuer  aux  paramètres  X  et  [a  des  valeurs  nulles 

fit 
ou  infinies.  Si  Ton  pose  X  =  — »  les  équations  (k)  prennent  )a 

forme 

"(«-?)="'(-5>  "{i^D-'i-^y 

on  fera  dans  ces  équations  m  =  o,  ou  n  =:  o. 

La  surface  étant  le  lieu  des  droites  (k),  il  est  évident  que  par 
tout  point  de  la  surface  passe  une  droite  de  ce  système.  Pour 
déterminer  la  droite  qui  passe  par  un  point  H^  ayant  pour  co- 
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'  ordonnées  od^  yf^  z',  dans  les  équations  (k)  on  remplacera  x,  y, 
js  par  o/^  yfyZ'eX  Ton  déduira  de  chacune  d'elles  la  même  Taleur 
pour  X.  De  môme^  par  tout  point  de  la  surface  passe  une  droite 
du  second  système»  D'ailleurs,  ces  dem;  droites  diOèrent;  car^ 
pour  que  les  droites  représentées  par  les  équations  Çk\  et  (\l) 
fussent  les  mêmes^  il  faudrait  que  Ton  eût 


(-S=K-S 


quelle  que  soit  Xy  c'est-à-dire  à  la  fois  X  =  -»  X  = »  ce  qui 

est  impossible.  11  résulte  de  là  que  les  équations  (X]  et  (\l)  re- 
présentent toutes  les  droites  situées  sur  l'hyperboloïde  à  une 
nappe. 

S40'Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  (X) 
ont  pour  équations 

/«»V       Z       ^  X       1/       %  IX 

^    '    b     c        abc         Xa 

l'élimination  du  paramètre  X  donne  l'équation  du  cône  asym- 
ptote 

Les  parallèles  menées  par  le  centre  aux  droites  ((a)  ont  pour 

équations 

/  /x    y  .  2        X     y     z  IX 

^^'6      c      ^a     b     Q         (xa 

et  rélimination  du  paramètre  [a  conduit  encore  au  cône  asym- 
ptote. On  voit  d'ailleurs  que  les  deux  systèmes  de  parallèles 

coïncident;  car  si  l'on  donne  à  [a  la  valeur  —  r-t  les  équations 

(i4]  sont  les  mêmes  que  les  équations  [i3).  Ainsi  les  droites  de 
run  et  l'autre  système  sont  respectirement  parallèles  aux  arêtes 
du  cône  asymptote. 

541— Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  droites 
représentées  par  les  équations  (X)  constituent  l'un  des  systèmes 
que  nous  avons  définis  précédemment  par  des  considérations 
géométriques  à  l'aide  de  l'ellipse  de  gorge,  et  que  les  droites 
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représentées  par  les  équations  ((x)  constituent  l'autre  système. 
Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  toutes  les  droites  da 
premier  groupe  rencontrent  une  droite  fixe  du  second  groupe^ 
excepté  une^  qui  lui  est  parallèle.  Considérons  deux  droites 
représentées  par  les  équations  (k)  et  {[l),  quand  on  attribue  à  X 
et  à  (X.  des  valeurs  quelconques;  on  obtiendra  le  point  d'inter- 
section de  ces  deux  droites^  en  regardant  ces  quatre  équations 
comme  simultanées;  en  comparant  la  première  et  la  qua- 
trième^ la  seconde  et  la  troisième^  on  en  déduit  les  deux 
équations 

qui  se  réduisent  à  une  seule  et  qui  donnent 

I "klL 

x=^a r-*-- 

Si  le  dénominateur  i  +  ^[i.  n'est  pas  nul^  on  obtient  pour  œ,  y,  z 
des  valeurs  finies  vérifiant  les  quatre  équations;  ainsi  les  deux 
droites  se  coupent.  Si  Ton  a  ï-f->.(jL  =  o,  les  parallèles  (i3)  et 
(i4)  menées  par  le  centre  à  ces  deux  droites  coïncident^  et^  par 
conséquent^  les  droites  sont  parallèles. 


CHAPITRE  V, 

Des  jpMNiboloIdes. 


Les  surfaces  du  second  degré  dépourvues  de  centre  sont  re- 
présentées par  réquation 

(ï)    S'y»-+-SV-hPj?=:o. 

Cette  seconde  classe  se  sobdivise  en  deux  genres^  suivant 
que  les  coefficients  S^^  S''  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires. 

PARA]K>L0ÏDE  ELLIPTIQUE. 

54* — Considérons  le  cas  où  les  deux  racines  S^  et  S"  ont 
le  même  signe,  par  exemple  le  signe  -h.  On  peut  supposer  P 
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réquation  devient 


(2)     ^H =  20?. 

p    q 


p 


La  surface  passe  à  Torigine;  les  sections  faites  par  les  plans 

principaux  YOX,  ZOX  sont 
deux  paraboles  P  et  Q,  qui 
ont  pour  axe  commun  la 
droite  OX  (ûg.  290). 

Coupons  la  surface  par  des 
plans  perpendiculaires  à  la 
droite  OX.  Pour  a:=o,  la 
section  se  réduit  au  point 
0;  en  attribuant  à  x  des  va- 
leurs positives  de  plus  en 
Fïg-  sdo.  plus  grandes^  on  obtient  des 

ellipses  homotbétiques  qui  ont  leur  centre  sur  la  droite  OX 
et  qui  augmentent  indéfiniment.  Les  plans  situés  à  gauche  du 
plan  YOZ  ne  coupent  pas  la  surface.  Ainsi,  la  surface  se  com^ 
pose  d'une  nappe  indéfinie  située  tout  entière  à  droite  du  plan 
YOZ;  on  lui  a  donné  le  nom  de  parabolotde  elliptique.  La 
droite  OX  est  un  axe  de  la  surface;  le  point  0  en  est  le  sommets 
Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 
sont  des  paraboles  égales  à  la  parabole  P,  ayant  leurs  som- 
mets sur  la  parabole  Q  et  leurs  axes  parallèles  à  OX.  Il  en 
résulte  que  Fon  peut  regarder  la  surface  comme  engendrée 
par  la  parabole  P  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même^  son 
sommet  décrivant  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par 
des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paraboles 
égales  à  la  parabole  Q,  et  Ton  peut  regarder  la  surface  comme 
engendrée  par  la  parabole  Q  se  mouvant  parallèlement  à  elle- 
même,  son  sommet  décrivant  la  parabole  P, 
54S — ^Les  sections  de  la  surface  des  plans 

AX'-\-By-hCz  =  l, 
non  parallèles  à  Taxe  sont  des  ellipses,  dont  les  projections  sur 
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le  plan  YOZ  ont  pour  équations 

p       q  A  ' 

On  voit  que  ces  projections  sont  des  ellipses  homothétiques 
entre  elles,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant. 

Lorsque  le  plan  sécant  By  +  Cz  =  l  est  parallèle  à  Taxe  du 
paraboloïde^  la  section,  dont  la  projection  sur  le  plan  XOY  a 
pour  équation 

^t  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  à  Taxe  du  paraboloïde. 
Le  paramètre  de  cette  parabole  étant  indépendant  de  l,  il  en 
ré9ulte  que  des  plans  parallèles  entre  eux  et  parallèles  à  Taxe 
coupent  la  surface  suivant  des  paraboles  égales. 

S44 — Considérons  en  particulier  le  cas  où  p  =  q;  Téqua- 
tion  de  la  surface  devient  y*+z*==2pa?;  les  sections  par  les 
plans  perpendiculaire^  à  Taxe  OX  sont  des  cercles;  ^inai,  la  sur- 
face est  de  révolution  ;  elle  est  engendrée  par  la  parabole  P 
tournant  autour  de  son  axe  OX.  Les  sections  par  des  plans  non 
paraU^es  à  Taxe  sont  des  ellipses  qui  se  projettent  sur  le  plan 
YOZ  suivant  des  cercles.  Les  sections  par  des  plans  parallèlei 
à  l'axe  «ont  de3  paraboles  égales. 

PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. 

ft4JI,'^LQ  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite 

a  pour  équation 

,3)   Êif+P=:«; 

P      q 

c^est  un  plan  parallèle  à  Taxe.  Ce  plan  coupe  la  surface  suivant 
une  parabole;  cette  parabole  est  la  courbe  de  contact  du  para- 
boloïde et  d'un  cylindre  circonscrit  ayant  ses  génératrices  pa 
rallèles  à  la  direction  des  cordes.  Réciproquement,  tout  plan 
parallèle  à  Taxe  est  un  plan  diamétral. 
Lorsque  les  droites  sont  parallèles  à  raxe>  chacune  d'elles  ne 
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rencontre  la  dtirhe^  qa'en  tin  points  et  il  li'y  a  plus  de  plan 
diamétral.  Le  plan  diamétral  s'est  éloigné  à  Tinfini» 

Le  lieu  du  centre  de  la  section  faite  par  le  plan  représenté 
par  Féquation  Aa?  +  By-f-Cz  =  î,  dans  laquelle  l  est  un  para- 
mètre variable,  a  pour  équation 

c^est  une  droite  parallèle  à  Taxe.  En  d'autres  termes,  les  pro* 
jectièns  des  sections  parallèles  sur  le  plan  YOZ  sont  des  ellipses 
homothétiques  et  concentriques.  Réciproquement,  tq^te  droite 
parallèle  à  l^axe  est  un  diamètre. 

S40— Ptenons  pour  origine  des  coordonnées  un  point 
quelconque  M  de  la  surface,  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui 
passe  en  ce  point,  et  pour  plan  des  xy  un  plan  quelconque  mené 
par  la  droite  MX;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  para- 
bole; nous  prendrons  pour  axe  des  y  la  tangente  à  la  parabole 
au  point  M,  et  pour  axe  des  z  la  parallèle  menée  par  le  point  M 
à  la  direction  conjuguée  du  plan  XMY.  L'équation  de  la  sur*- 
face,  ne  contenant  pas  de  terme  du  premier  degré  en  z,  et 
devant  se  réduire,  quand  on  y  fait  2==o,  à  celle  d'une  parabole 
rapportée  à  un  diamètre  et  à  la  tangente  à  l'extrémité,  sera 
de  la  forme 

les  deux  paramètres  p^  et  ^  auront  le  même  signe,  par  exemple 
le  signe  +,  sans  quoi  les  sections  par  des  plans  quelconques 
seraient  des  hyperboles.  On  voit  par  là  que  le  plan  XMZ  est 
conjugué  de  la  direction  MY.  Les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  au  plan  YMZ  sont  des  ellipses  rapportées  à  deux  dia- 
mètres conjugués. 

On  peut  obtenir  d'una  autre  manière  le»  axe^  des  coordop- 
ttéts  atixquelt  nous  venons  de  rapporter  la  surface.  Considé- 
rons un  plan  quelconque  non  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse;  par  le  centre  de 
reUipse^  manona  iioa  parallèle  à  Taxe  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  mutt^m,  et  ]iar  ce  i^nt,  des  parallèles  à  deux  diamètres  con- 
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jugués  de  l'ellipse;  Téquation  de  la  surface  se  réduira  à  la 
forme  précédente. 

8BGTI0NS  CIRCULAIRES. 

ti4kf — Considérons  une  série  de  plans  parallèles  coupant  la 
surface  suivant  des  cercles;  les  centres  de  ces  cercles  sont  en 

ligne  droite;  le  plan  mené  par  ce 
diamètre  perpendiculairement  aux 
plaus  des  cercles,  divisant  chacun  de 
ces  cercles  en  deux  parties  symétri- 
ques, est  un  plan  principal.  Âinsi^ 
les  plans  des  sections  circulaires 
sont  perpendiculaires  à  Tun  des 
plaus  principaux. 

Par  le  sommet  0(fig.  29i)menons 
un  plan  YOX^  perpendiculaire  au 
Fig.  S91 .  plan  pri  ncipal  XOZ  ;  appelons  6  Tan- 

gle  X^  OX  et  cherchons  Téquation  de  la  courbe  d'intersection  par 
rapport  aux  deux  axes  OX^  et  OY  situés  dans  son  plan .  Soi  t^j;^  y^  z 
les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  sécant  par  rapport  aux 
axes  0\,  OY9  OZ^  œ^  etj/  les  coordonnées  de  ce  même  point  par 
rapport  aux  axes  OX^  et  OY  ;  on  a  d'abord  f/  =  y;  on  a  ensuite 

a;  =  OQ  =  OPcose=a/cosO,    2  =  PQ  =  OPsinO  =  a/sin6; 

si  Ton  met  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  l'équation  de  la  surface^ 
on  obtient  réquation  de  la  courbe  d'intersection 


y'*  .  iï/»sin«6  ,      . 

^ — =  2ar  cos9. 

P  9 


VI- 


dut  que  le  paraboloïde  elliptique  admet  deux  séries  de  sections 
circulaires,  qui  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale 
de  moindre  paramètre,  et  également  inclinées  sur  l'autre  sec- 
tion principale. 

On  peut  aussi  reconnaître  sur  l'équation  delà  surface  l'exis- 
tence des  sections  circulaires.  U  suffit  pour  cela  de  mettre  l'é- 
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PABABOLOÏDB  HTPBKBOLIQUB. 

ft4S--<Ionsidérons  maintenant  le  cas  où  S'  et  S^  sont  de 
signes  contraires.  Supposons  que  le  coefficient  P  ait  le  même 
signe  que  S%  et  posons 

réquation  deyient 

(5)  ï!-?!=2^. 
p     « 

Les  section^  faites  par  les  plans  principaux  XOY>  XOZ  sont  deux 

paraboles  P  et  Q  (flg« 
292)  dont  les  axes  sont 
dirigés  en  sens  con- 
traires. Le  plan  ZOY 
coupe  la  surface  sui- 
vant deux  droitesOA^ 
OB,  qui  font  avec  OZ 
un  angle  dont  la  tan- 
gente a  pour  valeur 


v^l- 


Les  sections  fai- 


tes par  des  plans  pa- 
rallèles au  plan  YOZ 
Fig.999.  sont  des  hyperboles 

1iomothétiques>  mais  dont  la  disposition  varie  ;  si  le  plan  est 
du  côté  OX,  l'axe  réel  de  Fhyperbole  est  parallèle  à  OY;  s'il 
est  de  Vautre  côté^  Taxe  réel  est  parallèle  à  OZ.  La  surface 
est  formée  d'une  seule  nappe  qui  s'étend  indéfiniment  à  droite 
et  à  gauche  du  plan  YOZ;  on  lui  a  donné  le  nom  de  para- 
hclotde  hyperbolique.  La  droite  OX  est  un  axe  de  la  surface; 
le  point  0  en  est  le  sommet. 
Les  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  principal  XOY 

BU.  31 
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sont  des  paraboles  égides  à  la  {)«rabole9  T?  et  ayant  leurs  seoir 
mets  sur  la  parabole  Q.  De  même,  les  sections  par  des  plans 
parallèles  au  plan  principal  XOZ  sont  des  paialyoles  égales  à  la 
parabole  Q  et  ayant  leurs  sommets  sur  la  parabole  P  ;  de  sorte 
qu'on  peut  conceToir  la  sur£ai:e  comme  engendrée  par  une 
parabole  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  son  sommet 
décrivant  une  autre  parabole. 
&  40— Les  sections  par  des  plans 

non  parallèles  à  Taxe,  sont  des  hyperboles  doat  les  proJactîoxM 
sur  le  plan  YOZ  sont  représentées  par  Téquation 

p      q  A  • 

On  voit  que  ces  des  hyperboles  sont  homothétiques  entre  elles, 
quelle  que  soit  la  direction  du  plan  sécant 
{«orsque  le  plan  sécant 

By-j-Cz^l 

est  paraHèle  à  Taie  du  paraboloïde,  la  section,  dont  la  projec- 
tion sur  le  plan  XOT  a  pour  équation 

est  une  parabole  «y^ïit  son  axe  parallèle  à  l'axe  du  parab^ïde; 
les  tsoUons  parallèles  sont  des  paraboles  égales.  On  peut  écrire 
tétpj^àkm  préoédoile  sous  la  forme 


(^-^^y 


i|Mikl  on  a  |r  ^=Ji±:i/^p  cette  éqniilsoB  se  féduil  au  premier 

degré;  ainsi  11  y  a  deux  séries  de  plans  qui  coupent  la  surface 

chacun  suivant  une  droite.  Les  planp  de  ces  deux  séries  sont 

espectivement  parallèles  aux  deux  plans  définis  par  Péquation 

P         « 
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plans  qui  passent  par  Taxe  OX,  et  chacune  des  droites  ÛA,  OB, 
suîTant  lesquelles  le  plan  tangentaasommetOcoupe  la  surface. 

MANS  DIAMiTRAtJX  fiT  DIAMÈTRES. 

« 

SSO — ^Le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction 
a  pour  équation 

Pi/  ; 

il  est  paraUèle  i  VêOLB*  Lorsque  les  droUês  dettetinéiit  pa^ftl^ 
lèUs  à  l'asc,  elles  m  rencontrent  la  surface  qu^en  un  f^oint^  ^ 
le  plan  diamétral  s'éloigne  à  l'inftil.  Une  droite  pandlèlâ  :ft 
Pun  des  deux  plans  AOX,  BOX  ne  reneonti^e  aussi  la  surflioé» 
qu^en  an  point;  car  le  plan^  mené  par  Ift  droite  paraltèlemenf 
à  Tim  de  ces  deux  plans^  eonpe  la  surface  suivant  «ne  drôtte*.; 
Si  l'on  considère  une  direotios  parallèle  lîi  plan  AOK/^nxik 
non  parallèle  è  raxe»  l'équation  ^)  représniter  tin  ptam  patfaU> 
lèle  à  Taxe  et  ooupiAt  la  forfaoe  s«rrant  unt  parallèle  i'^ettsr 
direction. 

Toai  plan  parallèle  à  Taxe  M  un  plan  ^amétral,  excepté 
knqne  œ  ifim  est  parallèda  à  ïim  des  plans  AOX>  BOX. 

On  vernit^  comme  pour  le  parabol^rikle  ^ipli(pie>  qfui  le 
dianaètve  oa  le  lieu  d«  centues  d'une  série  de  sections  pcrftt» 
lèlaa  est  one  droite  ptrallèls  à  Taae. 

ftftfl*-Si  Vaa  prend  peut*  origine  des  ceordonnéea  unir 
point  quelconque  M  de  la  sorface^  pour  axe  des  œ  le  diamèére 
qui  passe  en  ce  points  pour  plan  des  «y  un  plan  quelcodqm* 
mené  par  la  droite  MX^  pour  axe  des  y  la  tangente  à  Ift  pn^ 
bole  au  point  M^  et  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  la  direction 
amjugnée  du  plan  XHY^  Téquation  de  la  surface  prendra  la 
forme 

y"     *'  _ 

Ceci  nous  permet  de  compléter  Fétude  des  sections  plames; 
le  plan  YMZ  coupe  la  surface  suiranl  deu^  droites;  les  ptons 


A. 
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parallèles  à  ce  plan  coupent  la  surface  suivant  des  hyperboles 
boniothétiques,  mais  dont  la  disposition  change  suivant  que 
lé  plan  sécant  est  d'un  côté  ou  de  Tautre  du  plan  YMZ.  Si  Ton 
prenait  pour  axes  des  y  et  des  z  les  deux  droites  qui  passent 
par  le  point  H^  Téquation  de  la  surface  se  réduirait  à  la  forme 

yz  =  kx. 

GiNÈRATElCBS  RBGTILIGNBS  DU  PABABOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

ftftS— Il  est  imposable  de  placer  une  droite  sur  le  parabo- 
loïde  elliptique;  car^  si  par  cette  droite  on  mène  un  plan,  ce 
plan  cqipera  la  siurface  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole. 
Mais  la  même  impossibilité  n^existe  pas  pour  le  paraboloîde 
liypert)olique.  Nous  avons  vu  que  tout  plan  parallèle  à  Tnn  des 
deux  plans  AOX,  BOX  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 
?ar  un  point  quelconque  M  de  la  surface^  menons  un  plan 
parallèle  au  plan  AOX;  ce  plan  coupera  la  surfoce  suivant  une 
droite  passant  par  le  point  M;  un  plan  parallèle  au  plan  BOX 
donnera  uHe  seconde  droite  passant  aussi  parle  point  M^  Ainsi^ 
par  iout  point  du  parabohnde  hyperbolique  pasient  deux  droites 
situées  sur  la  surface. 

he  plan  de  ces  deux  droites  est  le  plan  tangent  an  point  H. 
Il  est  impossible  de  mener  par  le  point  H  "une  troisième  droite 
située  sur  la  surface;  car  elle  serait  aussi  contenue  dans  le  plan 
tangent,  et  ce  |dan  ne  coupo  la  surface  que  suivant  deux 
droites.  Les  droites  situées  sur  la  surface  du  paraboloîde  hyper- 
bolique peuvent  être  distinguées  en  deux  séries,  dont  diacune 
constttae  toute  la  surface.  La  première  série  se  compose  des 
droites  parallèles  au  plan  AOX,  la  seconde  série  des  droites 
parallèles  au  plan  BOX;  ces  deux  plans  ont  reçu  le  nom  de 
plans  directeurs. 

II  résulte  de  là  que  les  projections  sur  le  plan  YOZ  des 
droites  d'un  même  système  sont  parallèles;  car  les  plans  pro* 
jetants  des  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 
directeur  AOX,  et,  par  conséquent,  leurs  projections  sont  pa- 
rallèles à  la  droite  OA.  De  même,  les  projecticms]  des  droites 
du  second  système  sont  parallèles  à  OB. 
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Projetons  mainlenant  les  droites  sur  l'un  des  plans  prinà- 
paux,  par  exemple  sur  le  plan  XOT.  Nous  remarquons  d'abord 
qu'une  droite  ne  peut  être  parallèle  à  ce  pian;  car  la  section 
faite  par  on  plan  parallèle  au  plan  XOY  est  une  parabole  égale 
à  la  parabole  P.  La  droite  perce  le  plan  principal  en  un  point 
de  la  parabole  P;  mais  la  surface  se  projette  sur  ce  plan  en 
dehors  de  la  parabole,  la  projection  de  la  droite  passant  par 
un  point  de  la  parabole  et  étant  située  en  dehors,  est  tangente 
à  celte  courbe.  Ainsi,  tes  projections  des  ginératricet  reetili- 
gnes  sur  les  plans  principaux  sont  tangentes  aux  sectiont  prin' 
cipaîes. 

Deux  génératrices  du  même  système  étant  situées  dans  deux 
plans  parallèles  au  même  plan  directeur,  et,  par  conséquent, 
parallèles  entre  eux,  ne  peuTent  se  rencontrer.  Elles  ne  soai 
pas  non  plus  parallèles;  car  leurs  projections  sur  le  plan  prin- 
cipal XOY»  étant  tangentes  à  la  parabole  P,  ne  sont  pas  paral- 
lèles. Ainsi,  deux  droiteâ  du  même  système  ne  lontjamait  dans 
un  mime  plan. 

Considérons  maintenant  deux  génératrices  de  systèmes  dif- 
férents; leurs  prcyections  sur  le  plan  YOZ  étant  respective- 
ment parallèles  aux  droites  OA  et  OB  se  rencontrent;  si  par  le 
point  d'intersection  des  proJeclloDS,  on  mène  une  parallèle  à 
l'axe  OX,  cette  parallèle  ne  perce  la  surface  qu'en  un  point,  et, 
par  conséquent,  rencontre  les  deux  droites  données  au  même 
point.  On  en  conclat  que  dettr  génératrices  de  systèmes  diffé- 
rents te  reneonlreiU  toujours. 
Stt3— Puisque  par  tout  point  de  la  surface  passent  deut 
droites,  il  est  clair  que  par  tout 
point  D  de  la  parabole  princi- 
pale P  (fig.  398)  passent  deux 
droites  DC,  DH  situées  sur  la 
surface.  Si  l'on  prend  pour  axes 
des  coordonnées  le  diamètre 
.    DX',  la  tangente  DS  à  la  para- 
bole principale,  et  laperpendk 
culaire  DZ'  au  plan  principal, 
Fig.  393.  et  si  l'on  désigne  par  0  l'angle 
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SDX^  la  surface  aura  pour  équation  (a^  212) 

lie  plaû  Z^DS  a  pour  trace^  sur  le  plan  principal,  la  tai^ente 
ST  à  ]a  parabfde  principale;  ce  (dan  â/:£^o  coupe  la  surface 
Rivant  tes  deux  droites  D6^  DH  représentées  par  Kéqaation 

p         q  "'^^ 

et  qui  se  projettent  sur  le  plan  principal  suivant  la  tangente 
ST.  Les  deux  droites  DG,  DH  font  des  angles  égaux  avec  le 
plan  principal  ou  avec  la  perpendiculaire  DZ^  à  ce  plan;  si 
Pou  appelle  y  ce  dernier  angle^  on  a 


tangY=Y/| 


X    ' 


9      sinO 

Qfawad  le  point  D^  partant  du  sommet  0>  pareouH  la  para- 
bole prinâpate  P>  Tangla  y  que  fcmt  les  deinr  droites  D6  et  DH 
avec  la  verticale  DZ'  augmente  de  plus  en  plus^  el  tend  vers 
un  wgle  droit» 

Les  deux  droites  UR,  D6  percent  le  plan  principal  XOZ  aux 
points  H  etK  appartenant  à  la  paratMrte  prtneipale  Q,  et  situés 
fiur  UDd  perpendîcttlaire  à  l'axe  OX,  au  point  où  il  est  rencon- 
tré pair  la  tangente  D8^  les  pn^ectlons  HD^^  KD^  de  ces  deux 
drcntes  mt  le  plan  pHncipal  XOZ  sont  tangentes  à  la  parabole 
û>  el  passent  par  k  point  D'^  pro}eetion  du  potnt  D«  Le  point  D 
se  projette  en  D''  sur  le  plan  YOZ;  les  points  H  et  K  se  projfet-» 
tisnt  en  H'  et  r;  en  joignant  VW,  D'r,  on  aura  les  ptri^ec- 
tiQilsD'H%  D^G'  des  deux  droites  DH,  DG  sur  le  plan  YOZ.  Les 
peinte  D  et  H  appartenant  aux  paraboles  principales^  on  a 

Bip'=ftttjBfX(My,  HÎ*=2ÇX0T;  les  deux  longueurs  OIV  et 
CMT  éitont  égales  aitre  elles,  i!  en  résulte 

od"_dd;_.^ 

(5ÏP^HT"~Vg' 

ûn  Moanoatt  ainsi  de  nouveau  que  la  projection  D'^H'^  de  la 
droite»  Mi  sui^  le  plan  YOZ  e(Miserve  une  direction  constante; 
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de  même,  la  projection  K^'D^'G''  de  la  droite  DG,  cQn&er\e\ine 
direçtioa  constante. 

Si  le  point  D  parcourt  la  parabole  principale  P  dans  un  sens 
déterminé  OD^  les  droites^  dont  les  parties  supérieures  au  plan 
principal  XOY  font  avec  les  tangentes  prises  dans  le  sens  du 
mouvement  des  angles  s^igus^  percent  Fautre  plan  principal XOZ 
au-dessous  du  premier,  leurs  projections  sur  le  plan  YOZ  sont 
parallèles  à  OA  et  ces  droites  forment  le  premier  système  de 
génératrices.  Les  droites,  dont  les  parties  supérieures  font  avec 
leâ  tangentes  des  angles  obtus,  ont  leurs  projections  parallèles 
à  OB  et  forment  le  second  système. 

Les  dùn%  droites  DD^  HH''  étant  égales  et  parallèles^  la  flgurç 
Diy^HH''  est  un  parallélogramme,  et,  par  conséquent,  les  diago- 
nales DH,  D^'H"  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales; 
ainsi  le  point  I,  où  lu  giéfiénitriee  DB  perce  le  plan  YOZ,  est  le 
milieu  de  la  portion  DH  de  cette  droite  comprise  entre  les  deux 
plans  principaux;  le  liea  du  point  I  est  la  droite  OA  du  premie^T 
système. 

SS4 — Nous  savons  qti^fl  fiiul  tr(rfd  directrices  pour  définir 
le  uiouvement  d'une  droil^^  Pi:enans  comnoe  directriee^  tfoîs 
droites  fixes  A,  By  C  appartenant  à  Tun  de&  systèsieSji  paur 
exemple  au  second;  ces  droites  seront  parallèles  au  second 
plan  directeur,  une  droite  mobile  glisMnl  sur  ces  trois  direc- 
trices coïncidera  successivement  avec  chacune  deç  droites  dn 
premier  système^  et„  par  canséquant^  epgenâi^er^  \^  p^rabc^ 
loïde  byi>erbolique* 

On  peut  aussi  définir  le  mouvenacat  d'une  drottq  en  Tassu- 
jellissant  à  glisser  sur  deux  droites  fixes  et  à  rester  [parallèle 
à  un  plan  fixe.  Si  Ton  prend  pour  directrices  deux  droites  A  et 
B  du  second  syslème,  et  pour  plan  fixe  le  preniier  plan  direc- 
teur il  est  évident  que  la  droite  mobile  coïncidera  successive- 
ment avec  chacune  des  droites  du  premier  système.  Il  résulte 
de  là  que  le  paraboloïde  hyp<n  boliquc  peut  être  engendré  par 
une  droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes  parallèles 
à  un  même  plan,  ou  bien  par  une  droite  mobile  qui  glisse  sur 
deux  droites  fixeç  en  pestant  constamment  parallèle  a  un 
même  plan. 
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ftftft  — Les  réciproques  sont  vraies.  Considérons  d'abord  nne 

droite  mobUe  assujettie  à  glisser  sur 
deux  droites  fixes  OZ  et  ÂB  (Bg.  294}, 
en  restant  parallèle  à  un  même  plan. 
Prenons  pour  axe  des  y  une  position 
particulière  OA  de  la  génératrice^  pour 
axe  des  z  la  directrice  OZ,  pour  plan  ' 
des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  direc- 
Fig.  994.  teur,  et  pour  plan  des  %x  un  plan  pa-     ' 

rallèle  à  la  droite  AB.  Cette  seconde  directrice  AB  aura  pour 
équations  y=^h,  x  =  az.  Soil  HN  une  position  quelconque  de 
la  génératrice;  cette  droite^  étant  parallèle  au  plan  XOY  et  ren- 
contrant l'axe  OZ,  a  des  équations  de  la  forme 

(7)    «=P>    y=iiwj, 

avec  deux  paramètres  variables  m  et  p.  Pour  qu'elle  rencontre 
la  seconde  directrice  AB,  il  faut  que  l'équation  de  condition 

<8)    amp  =  b 

soit  vérifiée.  Si  Ton  élimine  les  deux  paramètres  m  et  p  entre 
les  équations  (7)  et  (8),  on  obtient  l'équation  du  lieu 

(9)    ayz  —  bx=o. 

La  surface  est  du  second  degré;  elle  est  dépourvue  de  cen- 
tre; ce  n'est  pas  un  cylindre  parabolique,  puisque  les  droites 
OZ  et  AB,  non  parallèles,  sont  situées  sur  la  surface;  c'est  donc 
un  paraboloïde  hyperbolique. 

556— Considérons  maintenant  une  droite  assujettie  à  glis- 
ser sur  trois  droites  fixes  OZ,  AB,  A'B^  (fig.  295)  parallèles  à  un 
même  plan.  Prenons  pour  axe  des  z  la  Idirectrice  OZ,  pour 
axe  des  y  une  position  particulière  de  la  génératrice,  pour 
plan  des  zx  un  plan  parallèle  aux  trois  directrices  et  dans 
ce  plan  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  0  pour  axe 
des  X.  Les  deux  directrices  AB,  A^B'  sont  représentées  par  les 
équations 

Z  =  aX,  )  Z=:Qfx. 
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Une  droite  MM'  qui  rencontre  ces  deux  droites  peut  être  regar- 
dée comme  l'intersection  de  deux 
plans  menés,  l'un  par  la  droite 
AB^  Tautre  par  la  droite  A'B^; 
ces  deux  plans  ont  des  équations 
de  la  forme 

dans  lesquelles  "k  et  V  désignent 

des  paramètres  arbitraires.  La 

droite  MM'  detant  rencontrer  la 

^*«-  ^'  droite  OZ,  on  a,  entre  les  deux 

paramètres  la  relation 

(n)    6^  =  6^^. 

On  obtient  Téquation  de  la  surface  engendrée  par  la  droite  MM' 
en  éliminant  les  deux  paramètres  X  et  X'  entre  les  trois  équa* 
tions  (lo)  et  (ii)^  ce  qui  donne  Téquation 

(12)    ft(y-~6')(«  — ax)  — 6'(y  — ft)(a  — a'a?)=o. 

La  surface  est  du  second  degré;  on  reconnaît  aisément  qu'elle 

est  dépounrue  de  centre;  d'ailleurs  elle  contient  des  droites 

non  parallèles;  c'est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique, 

ftft 7— Nous  aifons  trouyé  (n^  538)  la  relation  qui  existe^  dans 

rhyperbôloïde  aune  nappe,  entre  les  deux  longueurs  décrites 

sur  deux  droites  fixes  AB,  CD  de  l'un  des  systèmes  par  une  droite 

mobile  de  l'autre  système.  La  relation  est 

beaucoup  plus  simple  dans  le  paraboloïde 

hyperbolique.  Soient  HN,  M'N',  M'N'  (flg. 

2g6)  trois  positions  quelconques  de  la  droite 

mobile;  si  par  chacune  d'elles  on  mène  un 

idan  parallèle  au  plan  directeur,  on  aura 

trois  plans  parallèles  entre  eux;  or^  on  sait 

Flg.  SM.         que  trois  plans  parallèles  déterminent  sur 

deux  droites  AB,  CD  des  segments  proportionnels^  on  a  donc 

la  relation 

MM^^MM" 
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Ainsi^  d^n&  le  paraboUnde  hyperbolique,  um  dfoUe  m^kHe  4e 
Vun  des  8y$lèfne&  décrit  sur  deux  droites  fixes  de  l'autre  sys^ 
tème  des  longueurs  proportionnelles. 

Réciproquemejdt^  lorsqu'une  droite  mobile  glisse  sur  deux 
droites  fixes  ÂB,  CD,  en  décrivant  sur  ces  droites  des  longueurs 
proporlionnelles,  elle  engendre  un  paraboloïde  hyperbolique. 
Soient  MN,  M'N^  deux  positions  particulières  de  la  génératrice; 
concevons  le  plan  parallèle  à  ces  deux  droites.  Soit  mainte- 
nant H^'^N''  une  position  quelconque  de  la  génératrice;  on  a  la 
relation 

Si  par  chacune  des  deut  droites  MN,  H^N^  on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  défini  précédemment,  et  que  par  le  point  M" 
on  mène  un  plan  parallèle  au  même  plan,  on  aura  trois  plans 
parallèles  qui  déterminent  sur  les  deux  droites  AB^  CEI  des 
Be^metiU  proportionnels;  le  plan  mené  pdr  le  point  W^  fiâssera 
donc  par  le  point  N^^  et  contiendra  la  droite  M^N^';  on  en  con^ 
dut  que  la  génératrice  mobile  M'^N^'  reste  constamment  paral- 
lèle à  un  même  plan;  elle  engendre  donc  un  paraboloïde 
}iyperbolique. 

55S--€'e0tâ'après  celte  propriété  remarquable  que  Vm 
eonstraii  des  modèles  en  fil  reprtsentant  le  iiarabobide  hyper- 
bolique. Imaginons  que  l'on  ait  fait  on  cadre  en  boie  ACOB, 
ayant  la  forme  d'un  qnadrilalcre  gaiicbe;  si  Von  divise  kl 
deux  cMés  opposés  AB,  CD  en  un  même  nombre  de  parties 
^alès;  et  que  Ton  joigne  par  des  fils  tendus  les  points  de  divi- 
sion correspondants^  ces  âts  représenteront  l'un  des  systèmes 
dé  génératrices  redilignes  d'un  paraboteide  hyperbolique.  Si 
fèn  divise  de  même  les  deux  côtés  opposés  AC^  BD  en  un  même 
nombre  de  parties  ègBie»^  et  que  Ton  joigne  par  des  fils  les 
points  correspondants;  on  oMiendra  le  seeond  système  de  gé- 
nératrices^ 

Si  le  quadrilatère  ACDB  était  plan^  le«  tih  sefttient  tous 
situés  dans  le  plan  du  quadrilatère;  niais^  que  Ton  défonbo  le 
quadrilatère  de  manière  à  le  rendre  gauche,  les  fils  cesseront 
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d'étve  «itiiéft  dans  un  mimé  plan  et  formeront  un  purabrtoïde 
hyperbolique;  c'eftt  pourquoi  on  a  donné  ansai  à  celte  sorfaee 
le  nom  de  plan  gauohé^ 

SSII— Il  est  facile  de  déduire  de  l'équation  du  paraboloïde 
hyperbolique 

(5)    K!_$!--2aj 

P      9 

les  équationa  des  deux  ayatèmea  de  géoératrkea*  En  effet,  on 
peut  Battre  l'équation  (5)  soua  la  forme 


4y4-4U 


ax. 


Les  deux  équations  du  premier  degré 

w    Y3         vp    vg     ^. 

dans  lesquelles  le  paramètre  >  est  arbitraire,  représentent  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface;  car^  en  multipliant 
ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  retrouve  Téqua- 
tion  (5).  Les  deut  équations 

dans  lesquelles  le  paramètre  (a  est  arbitraire^  représentent  un 
second  système  de  droites  situées  sur  la  surface.  Il  est  clair  que 
par  tout  point  de  la  surface  passent  deux  droites^  une  de  chaque 
système.  D*ailleurs^  la  première  des  équations  (k)  montre  que 
toutes  les  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 

■^ psso;  et  de  même  la  première  ded  équations  (a)  mon- 

VP      V9 

tre  que  toutes  les  droites  du  second  système  sont  parallèles  au 

plan  -^  +  *p  =^  o.  Ainsi,  les  syslèmes  d'équation»  (k)  et  (a) 

VP     V? 
représentent  bien  les  deux  systèmes  de  génératrices  rectflignes 

du  paraboloïde  hyperbolique^  tels  que  nous  les  avons  définis 

géométriquement  (n*552). 

ftSO— Nous  ferons  remarquer  que,  lorsqu'un  paraboloïde 
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hyperbolique  est  rapporté  à  ses  deux  plans  princii»ux  et  an 
plan  tangent  au  sommet^  si  l'on  égale  a  2éro  Tensemble  des 
termes  du  second  degré  dans  Téquation  de  la  surface^  on 

obtient  une  équation = o,  qui  représente  les  deux 

plans  directeurs.  La  même  chose  a  lieu  quand  la  surface  est 
rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  quelconques;  car,  si  Ton 
change  d'abord  la  direction  des  axes  en  conservant  la  même 
origine^  la  partie  du  second  degré  dans  la  première  équation 
donne  la  partie  du  second  degré  dans  la  nouTcUe  équation. 
Si  Ton  déplace  ensuite  Torigine  en  conservant  la  direction  des 
axes,  les  termes  du  second  degré  ne  changent  pas;  si  donc 
on  égale  à  zéro  Tensemble  de  ces  termes,  on  (Ibtient  des  plans 
respectivement  pardlèles  aux  deux  précédents. 
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DtocfUisloA  des  éqvatloBs  Amnérlqves  dvi  «ecoAd  degrés 


Étant  donnée  une  équation  numérique  du  second  degré,  on 
propose  de  déterminer  la  nature  de  la  surface  définie  par  cette 
équation. 

PREMIÈRE  MÉTHODE. 

ftOl. — On  appliquera  à  l'équation  proposée  la  méthode  de 
réduction  exposée  au  chapitre  II;  non-seulement  on  obtiendra 
par  ce  procédé  la  nature  de  la  surface,  mais  encore  on  déter- 
minera d'une  manière  précise  sa  situation  et  ses  paramètres. 
Lorsqu'on  veut  reconnaître  seulement  la  nature  de  la  surface, 
il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  tous  les  calculs  indiqués.  On 
commence  par  former  l'équation  du  troisième  degré  qui  donne 
S;  il  y  a  ensuite  plusieurs  cas  à  distinguer. 

i»  Quand  Téquation  du  troisième  degré  n'a  pas  de  racine 
nulle,  on  sait  que  la  surface  a  un  centre  unique,  et  que  son 
équation  peut  être  ramenée  à  la  forme  (n^  49^) 
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Pour  déterouner  la  nature  de  la  surface^  il  suffit  de  calculer 
Fj  et  d'examiner  les  signes  des  racines  S,  Sf,  S^  signes  qui  sont 
donnés  immédiatement  par  le  théorème  de  Descartes.  Si  Té-* 
quation  ayait  deux  racines  égales^  la  surface  serait  de  réTOlu- 
tion. 

2?  Quand  l'équation  du  troisième  degré  a  une  seule  racine 
nulle^  réquation  peut  être  réduite  à  l'une  des  deux  formes 

S^y*-hSV-hP«=o, 

S'tf'H-SV-hF.  =o. 

La  première  représente  des  surfaces  dépourvues  de  centre^  et 
la  seconde  des  surfaces  ayant  pour  centres  tous  les  points  d'une 
droite.  Pour  connaître  la  forme  qui  convient  à  l'exemple  donné, 
on  aura  recours  aux  équations  qui  déterminent  le  centre. 
Lorsque  ces  équations  sont  incompatibles^  le  lieu  est  un  para- 
boloïde^  elliptique  si  S' et  S''  ont  le  même  signe>  hyperbolique 
si  S^  et  S'^  ont  des  signes  contraires.  Lorsque  le  lieu  admet  une 
infinité  de  centres^  ce  lieu  est  un  cylindre^  dont  on  détermine 
la  nature  par  une  section  non  ^parallèle  à  Taxe.  Si  les  deux 
racines  S' et  S''  étaient  égales,  la  surface  serait  de  révolution. 

S""  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  a  deux  racines 
nulles^  l'équation  peut  être  réduite  à  l'une  des  formes  (n*  5oo) 

SV-hF,  =o. 

La  première  représente  une  surface  dépourvue  de  centre^  et  la 
seconde  une  surface  qui  admet  pour  centres  tous  les  points 
d'un  plan.  On  aura  encore  recours  aux  équations  qui  détermi- 
nent le  centre.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  le  lieu  est 
un  cylindre  parabolique.  Si  elles  se  réduisent  à  une  seule,  le 
lieu  est  l'ensemble  de  deux  plans  parallèles,  un  plan  unique, 
ou  l'équation  n'a  pas  de  solutions  réelles;  une  section  non 
parallèle  au  plan  des  centres  déterminera  la  nature  du  lieu. 


494  LIVRE  VI,  CHAKTRB  VI. 

S#9-^La  discussion  est  résumée  dans  le  tableau  snitant. 

ILes  troU    ra^/     F^  a  un  signe/ 
cines    de    même  I  contraire  k  celai  |     Ellipsoïde, 
ligne.                 Ideirtemcs.         ( 
Genre  ellipsoî-  j     F^  =  0 Un  point, 
de.                      I     Fj  de  même  si-(     vtUn^ 
Dent    racinesf     F^  a  un  signe/ 
de  même  signe, l contraire  à  celui!     HyperboMde  k 
une  d«  sign^Qon-ides  deux  pr^miè-june  nappe, 
traire.                  (res  racines.          ( 

Fi  =  0... Cône. 

F|  de  même  si«(     Hyperboloîde  à 
gne.  (deux  nappes. 


Surfaces  ayant 
un  centre  unique. 


Genre  hyperbo- 
leîde. 


»•  CLASSE. 


/Une  seule  r».f     Les  dew  antres/     p^raboloïde  cl- 
/«me  nuUe  et  pas! racines  de  "»^»«jimtioae 
I  de  centre.  I  signe.  (   P*  H 

Genre  pnrabo«*|     0e  signes  coa^-i     Paraboloîdeiij- 
lofde.  \traires.  (perbolique. 


L'équation   dul  /     L6sdettxtutres(  .  ^^^''^'*  ®**^''" 

troisième  degré  a  I    ^      ^y^  ra-  I?^^^*^*  ^^  "*^"*«     Wedroiee. 

oines  nulles.  /  i„finiié  de  centres { 

en  ligne  droite.    |  [     Cylindre hjper- 

I     De  signes  coa-|bolique. 

Surfis  p'ayanti  »'"''"•  L«;iLSL*"**'''' 

pas  de  centre,  ou  I     ^  •      /  »««o»pei«. 

„-^    :.A.:tA    j.  I     Deu*     racines! 
centra.  "' I  nulles  et  pat  «fej     CjKlMlre  parabolique. 

centre.  l 

.uHm  et  «eï^l     Bf^P'*" P««"èle». 
flnité  de  centresj    ï^ 
idansunpun.       \ 

RSMAHQîiK.^La  réduction  exi^iquée  au  chapitre  H  sappose 
les  ax€«  primitifs  rectangulaires*  Or,  il  eat  évident  que  si  Voa 
conitruit j  avec  deux  systèmes  d'axjes  diflérenis,  les  lieux  repré- 
«entés  par  une  inéme  équation  du  second  degré,  ces  liieux  seront 
toujours  damême  espèce;  cependant  F  une  des  sarfaces  pourra 
être  de  révolution  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  la  seconde.  Les 
conclusions  précédentes  s'appliquent  donc  à  un  système  d'axes 
quelconques. 
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ExBttpLK.  Quelles  sont  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

o(ac*H-2ys)H-*(y»-W2w)4-c(s"H-2iry)=i; 

dfl99  bqy$lle  a,  h,  e  désignent  des  parainètres  arbitraires? 

Quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres,  rorljgine  est  un 
centre  de  la  surface  :  ainsi  Téquation  ne  comprend  que  des  surfaces  Si 
centre.  L*éqnation  du  troisième  àegfé  ^S  99X 

(S-.a)(S-6){S-c)-a«(S-a)-6*(S--6)-c"(S-c)-2afrc=0, 
ou 
S*—  (a -h6  -+-  c)  S*—  (a*-4-b*H-c'—  6c— ca— <i6) S  -h  a*4-b*-Hî*--  3a6c=0.' 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  m  et  n  les  deux  sommes  a  +  6  +  c  et 
hc-^-ca-^-ah,  on  a  identiquement 

o' -h  6* -+■  c*— 6c — ca — a6  s=  m*— 3  n, 
et  Féquaiion  eu  S  prend  la  forme 

La  4|aMlicé  M^«*a«  ««  a*'^à*H^d*-*èe«-M-*aft'  étiirt  égaie  âi 


M  4M«ai  (amala  iié||^tl«i(  «Ile  aa  aa  lédait  I  aéra  (^t  ion^u'oa  a 
a«»A=««.  OiM  c«  «it,  réqiiatioA  praposéf  «e  réduit  à  ia  ^ra»« 

elle  représente  deux  plans  parallèles,  réels  ou  imaginaires,  suivant  que 
le  coefficient  a  est  positif  ou  négatif. 

Suppoaoaa  matotettaïkl  «^  les  Itata  cd«aW«nt8  a,  b^  e  na  soient  pas 
égaux  entre  eux,  et  représentons  par  k*  la  quantité  positive  m* — 3n;  les 
trois  racines  de  Téquatûn  «n  5  sont  i»  at  itik^  at  Téquaiion  proposée 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

fnx*-4-fcy'--fc2'=l 

par  une  transformation  de  coordonnées.  La  surface  est  un  hyperboloîde  à 
une  ou  à  deux  nappes,  suivant  que  le  coefficient  m  est  positif  ou  négatif. 
Lorsque  ce  coeiieicfU  «al  nul,  l'équaitOA  représenta  un  cylindre  dont  la 
seciion  droite  est  une  hyperbole  équilatère. 

L^hyperbolotde  sera  de  révolution,  si  Ton  a  m  =  di  A:,  ou  m*=fc*,  c^esl- 
à-dire  n^^O  ou  6c+ca+a^s«0«  Alors  la  direction  de  Taxe  est  déter- 
ninée  par  les  formules  (n*  600) 

aa=s6^=:CY, 
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8Î  les  trois  nombres  a»  fr»  e  sont  différents  de  zéro»  et  par  les  formules 

si  les  deux  coefGcients  b  et  e  sont  nuls.  Dans  ee  cas  Taxe  de  févolation 
est  la  bissectrice  de  l'angle  TOZ. 

DEUXlillB  MÉTHODE. 

&#S — On  forme  les  équations  qui  déterminent  le  centre 
de  la  surface;  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

i^  La  surface  admet  un  centre  unique.  Dans  ce  cas^  pour 
simplifier,  on  transporte  les  axes  au  centre^  et  Téquation  se 
réduit  à 

(i)     Aaî»-f-A'y«-HAV-4-aBy«-l-2B'«a:  +  aB''a?y-4-Fi=o. 

Lorsque  le  terme  constant  F^  est  nul,  le  lieu  est  un  point 
unique  ou  un  c6ne.  Pour  décider  la  question,  on  fait  une 
section  par  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés;  si 
la  section  est  une  courbe  réelle,  le  lieu  est  un  cône;  si  la 
section  est  imaginaire,  le  lieu  est  un  point. 

Examinons  le  cas  où  le  terme  constant  F|  est  différent  de 
zéro.  Supposons  que  Péquation  renferme  les  carrés  des  trois 
variables;  en  résolvant  par  rapport  à  %,  et  posant,  pour  abr^er, 

M=B'»— A^'A,    N=B'B— A''B",    P=B«— A''A', 
on  a 


A''jf=-.(B'«4-By)±:VM«"-haN«v-*-P»"— A'^F,. 

Le  plan 

(a)    A!f%^^(Vai^By) 

est  le  plan  diamétral  des  cordes  parallèles  à  OZ.  La  trace  de 
la  surface  sur  ce  plan  diamétral  se  projette  sur  le  plan  XOY 
suivant  la  courbe  définie  par  Féquation 

(3)    Maî»-f-aNaîy-^Py*— A''F»=so. 

Cette  courbe  admet  un  centre  unique;  car  on  a 

N«— aiP=*A''D, 

D  étant  le  dénominateur  ou  le  déterminant  relatif  aux  équations 
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du  centre.  En  outre,  le  terme  constant  —  A'^Fi  est  différent 
de  zéro. 

Supposons  que  le  lieu  défini  par  Téqualion  (3)  soit  du  genre 
ellipse;  ce  lieu  sera  une  ellipse  réelle  ou  une  ellipse  ima-* 
ginaire;  mais  pas  un  point.  Si  le  lieu  est  une  elHpse  réelle^  la 
courbe  a  pour  centre  Torigine^  et  Ton  sait  que  le  polynôme 
Ma?*+  aNay  -H  Py' — A^Pj  conserve  un  signe  invariable^  lors- 
qu'on remplace  â?  et  y  par  les  coordonnées  d'un  point  intéHeur 
(ce  signe  est  celui  du  terme  —  A^F^)  ;  pour  tous  les  points  exté* 
rieurs>le  polynôme  a  on  signe  contraire.  Si  la  quantité  —  A^^F^ 
est  poeitite^  tous  les  points  de  la  surface  se  projettent  à  Tinté^ 
rieur  de  TeUipse;  la  surface  est  donc  une  Ilipsoïde.  Si  la  quantité 

—  A'F  est  négative^  les  points  de  la  surface  se  projettent  en  de- 
hors de  Pellipse,  et  l'on  a  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Lorsque 
le  lieu  est  imaginaire,  la  fonction  Mx^-haNxy-hPy'— A'^Fj 
conserve  un  signe  invariable  pour  tous  les  points  du  plan  XOY 
(ce  signe  est  celui  du  terme  —A'TJ  et  ne  s'annule  pas;  si  la 
quantité  — A^'F^  est  positive^  la  surface  se  compose  de  deux 
nappes  indéfinies  séparées  par  le  {dan  diamétral;  c'est  un  hy- 
perboloïde à  deux  nappes;  si  la  quantité  —  A^'F^  est  négative; 
la  valeur  de  z  étant  toujours  imaginaire^  l'équation  (i)  n'a  pas 
de  solutions  réelles. 

Supposons  actuellement  que  l'équation  (3)  définisse  un  lieu 
du  genre  hyperbole;  le  terme  —  A"F,  étant  différent  de  zéro, 
le  lieu  est  toujours  une  hyperbole,  et  non  le  système  de  deux 
droites.  Si  la  quantité  —  A'^F^  est  positive,  tous  les  points  de  la 
surface  se  projettent  entre  les  deux  branches  de  l'hyperbole; 
la  surface  est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  la  quantité 

—  A^'Fj  est  négative,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

On  peut  remarquer  que  le  signe  de  la  quantité  —  A'^F^  indi- 
que si  le  diamètre  OZ  est  réel  ou  imaginaire.  Ce  diamètre, 
joint  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  section,  forme  un  sys- 
tème de  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface  qui  permet- 
tent de  reconnaître  immédiatement  l'espèce  de  cette  surface. 
Supposons  que  la  seclion  diamétrale  soit  une  ellipse  réelle;» 
cette  ellipse  admet  deux  diamètres  conjugués  réels;  si  la  quan- 

BR.  32 
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ti(Q  -^  A^'fi  est  positive»  le  troisième  dimnètre  étant  aniâ  réel, 
la  surface  est  un  ellipsoïde;  si  cette  quantité  est  négative^  tê 
troisième  diamètre  étant  imaginaire,  la  sorliioe  est  an  hyper- 
boloïde  à  une  nappe.  Lorsque  la  section  est  une  ellipse  imagi- 
naire) elle  admet  deux  diamètres  conjugués  imaginaires;  n  le 
tnNsième  diamètre  est  réel^  le  lieu  est  un  hyperboloide  à  deux 
nappes;  s'il  est  aussi  imaginaire»  le  lieu  est  uû  ellipsoïde  ima» 
ginaîre*  Supposons  maintenant  que  la  section  soit  nne  hyper- 
bole; de  deux  diamètres  conjugués  de  cette  hyperbole  »  Tun 
est  réel,  Tautre  imaginaire;  si  le  troisième  diamètre  est  véel^ 
la  surface  est  un  hyperboloide  à  une  n^>pe;  s'il  est  imagmaire^ 
la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  la  secticHi  diamétrale  est 
la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  a  la  surfiioe  et 
ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Faxe  des  c. 

Lorsque  deux  des  coefflcients  A^  A^  À/^,  par  exemple  A  et  A' 
sont  de  signes  contraires^  la  surface  est  un  byperboldlde;  car 
la  section  faite  par  le  plan  je  =  o  est  une  hyperbole^ 
.  Supposons  maintenant  que  Tun  des  coeffici^its  des  carrés^ 
A''  par  exemple,  soit  nul^  Téquation 

(4)    ^{By  +  Vùc)!-^ (Aa;»+  A'y*-f- 2B"aJy -h PJ  =  o 

étant  du  premier  degré  par  rapport  k  »,  k  tout  système  de 
valeurs  réelles  de  â;  et  de  y  correspond  une  valeur  réelle  de  z; 
ainsi  la  surface  s'étend  à  Tinfini;  c'est  donc  l'un  des  deux 
hyperboloïdes.  Le  cône  asymptote  est  représenté  par  l'équation 

a  (By -f- B<d5)  jB  H- (A»«4- AV+ 2B''iry)  =  o; 

on  voit  que  la  droite  OZ  est, une  arête  de  ce  cône.  Si  la  surfoce 
est  un  hyperboloïde  à  une  nappe^  deux  droites  parallèles  à  OZ 
sont  situées  sur  la  surface;  or^  les  équations  d'une  droite 
parallèle  à  OZ  sont  x  =  aL,  y=^^i  la  coordonnée  s  da  point 
d'intersection  de  cette  droite  et  de  la  surface  est  donnée  par 
réquation 

a(B(i-4-»^(3^«*f-Aa«-f-A^|î«-f-2B''aP-f.F,=iO. 

Pour  que  la  droite  appartienne  à  la  surface^  il  faut  que  Ton 
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puisse  choisir  a  et  p  de  manière  que  l'équation  précédélife  soit 
yérifiée  quelle  que  soit  z,  c'est-à-dîte  de  mailièt-e  que  Von  kit 
simultanément 

d'où 

La  surface  est  un  hyperbolofde  à  une  nappe,  si  la  yaleur  de  a* 
est  positive^  un  hyperboloïde  à  deux  aapfles^  si  cette  yalentr  est 
négative. 

2f  La  surface  est  dépourvue  de  centre.  Cette  surface  MfMt 
être  que  Tun  des  paraboloïdes  ou  le  cylindre  parabolique.  Si 
c'est  un  ptraboleSde>  Pan  au  moins  des  trois  fiatm  oogd^ilnéi 
n'est  pas  pandlèto  à  Taie,  et  donnera  une  sectiou  éUlpIfquli  M 
hyperbolique  suivant  que  le  paraboloïde  est  elliptique  Ott 
hyperbolique.  Si  la  surface  est  un  cylindre  parabolique^  les 
sections  par  les  trois  plans  coordonnés  sont  des  sections  para- 
boliques. 

Lorsque  la  surface  est  un  paraboloïde^  les  pians  diamétraux 
représentés  par  les  équations /^=:o^  fy^=^o,  /^  ^  o  se  coupent 

suivant  des  droites  parallèles  à  Taxe  de  Id  suff^ce  ;  de  deux  de 
ces  équations^  oft  déduira  les  coefficient  angulaires  et  et  6  dé 
l'axe.  Les  plans  perpendiculaires  à  Taxe  sont  définis  par  Téquar 
tion  ar-|-6yH-x=/;  le  lieu  des  centres  de  Ces  sections  paral- 
lèles^ ou  l'axe  de  la  surface,  est  donné  par  lesdqusrtîow  {tf  4^ 

a      b      i 

3^  La  surface  a  pour  centres  tous  les  points  d'une  droite. 
La  surface  est  un  cylindre;  l'un^  au  moins^  des  trois  plans 
coordonnés  n'est  pas  parallèle  à  son  axe;  la  section  du  cylindre 
par  ce  plan  détermine  son  espèce. 

4®  La  surface  a  pour  centres  tous  les  points  d'un  plan.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  est  l'ensemble  de  deux  plam  parallèles,  un  plan 
ttoique*  ou  l'équation  ne  représente  rien.  Pour  décîdM  la 
queftti<^n>  on  fait  une  section  par  l'un  des  plans  coordonné» 
non  parallèle  au  plan  des  centres. 
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Les  éqiutîont  qui  détermineiit  le  centf e  sont 

2aî4-y-HÎ«  =  0,    2a;4-3y4-2  =  0,    4aPH-9«-h4  =  0. 

7 
Ces  équations  n'admettent  qu^une  solution  37=5»  !/  =  — 3,  «==--2.  Si 

l'on  transporte  Torigine  su  centre,  le  ternie  constant  ptenà  la  valeur  —5, 
et  Téquatton  se  réduit  à 

4aj*-4-  3»'+  9z*'\-  Soc*  -h  4aî»  —  5  =  0. 
En  résoif  ant  psr  rapport  à  a;,  on  a 

2x=— y-i2«dbV— .2y*— 6«'-H4y2-h5. 

L*éqiiatîon 

-2y*-5s*4-4t/s-i-5  =  0 

représente  une  ellipse  réelle  ;  le  ternie  constant  sons  le  signe  radical  étabt 
positîfy  la  surface  se  projette  sur  le  plan  des  yz  ï  Tintérienr  de  Teilipse; 
c'est  donc  un  ellipsoïde. 

Si  Ton  remplaçait,  dans  Téquation  donnée,  le  terme  constant  9  par  44, 
la  nourelle  équation  ainsi  obtenue  ne  représenterait  plus  qu'un  point.  Si 
Ton  remplaçait  le  terme  constant  par  un  nombre  plus  grand  que  44,  Téqua- 
tion  n'admettrait  pins  de  solutions  réelles. 

EnwLE  H.  4œ*— 45y*-+-<*!/»-H4«^-+-^-^*^— ^y-f-î**— ^8=^' 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

2»  — »-+-«-+•  4  =sO,    2aî4-45y  — 7«H-47  =  0,    2aî-+-7y4*42=:0. 

3  3 

Elles  n'admettent  qu'une  solution  a:  =  — r»  y=-— 5»  s  =■  —  4.  Lors- 
qu'on transporte  Torigine  au  centre,  l'équation  de  la  surface  devient 

4a;*+15i/'+44y«  +  4za;^4irv  — 6  =  0. 
N     Celle*K;i  résolue  par  rapport  à  x  donne 

2.r  =  y  — s=fc  V«'—  44y»—  Myz-\-6 

L'équation 

s»— 44y»— 44ya-4-6  =  0 

représente  une  hyperbole  ;  le  terme  constant  sous  le  signe  radical  étant 
positif,  la  surface  est  un  hyperboloîde  à  une  nappe. 

Lorsqu*on  remplace  dans  l'équation  proposée  le  terme  ^48  par  —42, 
on  obtlnot  une  nouvelle  équation  qui  représente  un  cône  ;  si  l'on  remplace 
le  terme  constant  par  un  nombre  plus  grand  que  —  4  2,  on  a  un  liyperbo* 
loTde  ï  deux  nappes. 
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Les  équations  qui  déterminent  le  eenire  sont 

205  +  ^-^4  =  6^    2aîH-4y  — 6*4-4=0,    4y  — 8a  — 4  =  0. 

Si  l'on  retranche  la  première  de  la  seconde,  on  obtient  Téquation 

y  — 2«  =  0,    ou    iy  — 8«  =  0, 

incompatible  avec  la  troisième.  L'équation  proposée  représente  donc  une 
surface  dépourvue  de  centre.  L^équaiion  de  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  des  ODy  est 

4x*4- 4y'-h  4xy  +  4»  +  2y  =  0  ; 

cette  section  étant  une  ellipse,  la  surface  est  un  paraboloide  elliptiqiie. 
L*axe,  ayant  pour  coefficients  angulaires  ^  1  et  2,  est  représenté  par  les 
équations 

—  (8x-h4y-|-4)  =  2aî-|-4y  — 6«4-4=24s— 12y-+-3. 

Exemple  IV.  4ac*  — 2y«--425*+ 42y«-h4a?y-h4a?-f-2y-f-3»  =  0. 
Les  équations  qui  déterroinenl  le  centre  sont 

2a?-+-y  +  4  =  0,    2x  — 2y-t-6«  +  4=0,    4y--8s4-4  =  0. 

Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première,  on  obtient  Féqnation  y— 2s=0, 
iocompatible  avec  la  troisième;  ainsi  la  surface  n*a  pas  de  centre.  Le  plan 
des  xy  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole 

4x*  — 2y'H- 4a;y -H  4aî4- 2y  =  0, 

la  surface  est  un  paraboloîde  hyperbolique,  dont  les  équations  de  Taxe  sont 

"-(8x-+-Ay-f-4)=— 2y4-6«-4-2ir+4=— 24s4-42y  +  3. 

Exemple  V.  Jc'-f-2y*-f-4«'— 4y«— îajy-hïo?— 2y  — 4=aO. 
Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

aj  — y-|.4  =  0,    2y  —  2«  — 05  —  4  =  0,    y  — 2«  =  0. 

En  ajoutant  les  deux  premières  membre  à  membre,  on  obtient  la  troisième; 
donc  la  surface  admet  pour  centres  tous  les  points  de  la  droite  a7=2s— 4, 
y=: 2«;  sa  trace  sur  le  plan.XOY  est  Tellipse 

iB*+2y*  — 2a5yH-2aî  — 2y  — 4  =  0. 
Ainsi,  la  surface  est  un  cylindre  elliptique. 

TROISlèME  MÉTHODE. 

^•4-7^Cette  méthode  est  basée  sur  certaines  transforma- 
tions que  Ton  peut  faire  subir  à  une  fonction  du  second  degré 
à  trois  irariables^  et  elle  revient,  comme  nous  le  verrons,  à 
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une  tFamfonnaUon  de  coordonnées.  Dans  ce  qui  iuit^  les 
lettres  a,  b,  c,  k  désigneront  des  quantités  oopstantes,  et  les 
lettres  cl,  p,  y  des  fonctions  linéaires  d'une  on  d^  pli^sieurs  des 
yariables  x,  y,  fi. 

Considérons  en  premier  lieu  un  polynôme  du  second  degré 
à  une  seule  variable  x, 

"  (I)    Aa?*+Bx  +  C; 

k  * 

A 

le  coefficient  A  étant  dilSfêrent  de  zéro^  on  peut  écrire  le 
polynôme 

et^  par  conséquent^  le  ramener  à  la  forme 

(2)    a  a* -H*. 

Soit  maintenant  un  polynôme  du  second  degré  à  deux  va- 
riables 

(3)    kx^+Bxy-hCy^-hDx-hEy  +  F, 

4ans  lequel  nous  supposerons  d'abord  que  l'up  des  coefficients 
de  x^  et  de  j/S  C  par  exemple^  n'est  pas  nul*  Le  polynôme  (3)^ 
est  du  second  degré  par  rapport  à  y,  en  l'ordonnant  par  rap- 
port à  cette  variable^  on  a 

Cy« -h  (Bo;  4- E)  ï  4- Aoî*  H- Da? -h  F, 
ou 

La  seconde  partie  Aag*-4-Da?4-F  — ^  ^ft   ^   est  un  poly- 

.'  '•  4*^ 

nôme  en  xéu  second  ou  du  premier  degrés  ou  une  constante. 
Si  elle  est  du  second  degré,  on  la  mettra  sous  la  forme  b^^-hk; 
ainsi,  lorsque  le  coefficient  C  n'est  pas  nul,  on  peut  réduire  le 
polynôme  (3)  à  Tune  des  formes 

(4)  aa*-f-6p«4-A, 

(5)  aa»+p, 

(6)  aa«-f.*.  V 

Lorsque  les  deux  coefficients  A  et  C  sont  nuls  à  la  fois,  B  est 
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nrraiwiirfflnwit  différtbt  de  léro,  et  l'on  a 

Bxy  +  Da; -H  Ey  4- F  =  a;  (By  +  D)  +  Ey -H- F 
^(«^  +  |)(By+D)  +  (F-^); 

4 

le  polynôme  prend  la  forme 

(7)    ap  +  *. 

11  est  bon  de  remarquer  que  la  forme  (7)  se  ramènç  à  la 
forme  (4);  car  oa  a  identiquement 

Les  polynômes -^  ^     ^  contiennent  toutefois  les  deux 

variables  x  et  y,  tandis  que  dans  le  polynôme  (4)  la  fonction  ^ 
ne  renferme  que  \%  tariable  x. 
Considérons  enfin  un  polynôme  à  trois  variables 

(8)    Aa?*-hA'y*-(-A"«*+2By«4-2B^&r-+-aB''<ïf 
+  %{:x  +  iCJy  +  2ÇJ'%  +  Y^ 

et  supposèna  que  Tun  des  carrés,  s*  par  exemple,  ait  son  coef- 
ficient diflérent  de  aéro.  En  ordonnant  par  rapport  à  je,  on  a 

A'^j5*+2  (By-4-B'  aî-hC"  )  z-h  Aa?*4-A'y*-|-2  B"ic»-|-2  Ca?+2  C'y-hF, 
ou 

La  seconde  partie  est  un  polynôme  du  second  ou  du  premier 
degré  par  rapport  aux  variables  a?  el  y  ou  une  constante;  si 
elle  est  du  second  degré^  on  la  mettra  sous  Tune  des  formes 
(4),  (5),  (6);  ainsi  le  polynôme  (8)  prendra  l'une  des  formes 

(9)    a(3t«-+-6fi*-trCY*-f-*, 

(10)  aa'4-&p*H-y, 

(11)  aa*-h6^*  +  *, 
{12)     aa*4-fi, 

(i3)    aoL^  +  k. 

Lorsque  les  trois  coefficients  A,  A^^  A^^  sont  nuls  à  la  fois. 
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Tun  au  moins  des  coefficients  B,  B',  B^^  par  exemple  B,  est 


différent  de  zéro;  alors  on  a 

=  5{2By-H2B'x  +  2C'0 
/       B'^         C^\ 


2Ca;-h2C'y  +  2C''js-f-F 
2B''j;y  +  2Ca?  +  2C'y-+-F 

2B'aJH-2C0-H2Cfl5-hF 


2B'B''    ,      2B'/C'' 

X' r: X 


B 


B 


B 


X 


•BOB— i^v^-a  I 

B 


La  seconde  parlic  étant  un  polynôme  en  x  du  second  degré 
au  plus,  le  polynôme  proposé  peut  être  ramené  à  Tune  des 

formes 

(i4)  a[i  +  CY'-+-ft, 

(i5)  aJi-Hy, 

(i6)  afi^-A^ 

Si  Ton  remplace  le  produit  afi  par  ( -\  —  {^ -\  »  les 

formes  (i4),  (id),  (i())  se  ramènent  aux  formes  (9),  (10),  (11). 
%  SUS— Cela  posé^  lorsque  Ton  donne  une  équation  numé- 
rique du  second  degré,  on  commence  par  ramener  le  premier 
membre  de  cette  équation  à  Tune  des  formes  précédentes,  et  il 
est  facile  d'en  déduire  l'espèce  de  la  surface.  Considérons,  par 
exemple,  le  cas  où  Téquation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(17)    aa«H-6p*+cy'H-ft  =  o. 

Imaginons  que  Ton  effectue  une  transformation  de  coordonnées 

en  prenant  pour  plans  des  j/z^^  des 
z'x/y  et  des  xfyf  les  plans  définis 
par  les  équations  a=o,  P=o,  y=o. 
D'un  point  quelconque  M  de  l'espace 
(fig.  297)  abaissons  une  perpendicu- 
laire MN  sur  le  plan  X'  (V  Y'  et  menons 
MI  parallèle  à  (W  ;  désignons  par  x^ 
y  y  z  les  anciennes  coordonnées  du 
Fig.  297.  point  M,  par  xf.^yZ'  les  coordonnées 

nouvelles,  par  6  l'angle  des  deux  droites  MN,  MI,  angle  qui 
est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace,  et  soit  enfin 
y==:ma?-+-ny-*-pz  +  ç.  La  perpendiculaire  MN  a  pour  ex- 


// 
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pression  dans  le  premier  système  de  coordonnées  (n*  4a8) 

et  dans  le  second 

MN==±z'co86. 

Dans  chacune  des  formules^  le  signe  du  second  membre  change 
lorsque  le  point  M  passe  d'un  côté  du  plan  X'OY^  àTautre; 

si  donc  on  appelle  h  le  produit  cos6Vm*-t-n*+p*,  affecté 
d'un  signe  convenable^  on  aura  pour  tous  les  points  de  l'es- 
pace la  relation  Y  =  A5j'.  On  démontrerait  de  même  les  rela- 
tions ^  =  gy^f  oL  =  fx^.  Il  en  résulte  que  Téquation  de  la  sur- 
face^ par  rapport  aux  nouveaux  axes^  est 

(i8)    apx'^-i-bg^yf^-hch^z'^-hk^o. 

La  surface  est  une  surface  à  centre  unique^  et  les  nouveaux 
plans  des  coordonnées  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués. 
L'espèce  de  la  surface  est  indiqué  immédiatement  par  les 
signes  des  coefficients  a,  b,  c,  k. 

566 — Remarque  I.  La  transformation  des  coordonnées  sup- 
pose que  les  plans  définis  par  les  équations  a  =  o,  p=o,  y=o 
se  coupent  en  un  point  unique.  Cette  condition  peut  n'être  pas 
remplie^  lorsque  les  fonctions  linéaires  a,  p,  y  ^^^^  prises 
arbitrairement  ;  mais  elle  l'est  toujours  lorsque  ces  polynômes 
proviennent  de  la  transformation  d'une  fonction  du  second 
degré  d'après  la  méthode  indiquée. 

Remarque  IL  Lorsque  les  trois  coefficients  a,  b,  c  n'ont  pas 
le  même  signe^  la  surface  est  un  hyperbolo'ide;  si,  dans  l'équa* 
tion  (i8)^  on  supprime  le  terme  constant  k,  on  obtient  l'équation 
da  cône  asymptote  par  rapport  aux  nouveaux  axes;  on  en 
conclut  qu'en  supprimant  la  même  constante  k  dans  l'équation 
(17)^  on  obtiendra  l'équation  du  cône  asymptote  par  rapport 
aux  axes  primitifs. 

Remarque  IlL  Lorsque  a  et  6  sont  positifs^  ceik  négat|fs>  la 
surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  l'on  pose  c  = —  c^, 
k= —  k^,  cette  équation  devient 

a<x*—c^f=k^  —  b^\ 

les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  sont  donnés  par 
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les  équ^itons 

aVS-.yVcT=i(VÂ;~PVft),        aVs-yV^=^(V*;+pV6). 

dans  lesquelles  "i  ei  [l  sont  des  paramètres  arbitraires. 

56y — Lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  se  réduit 
à  la  forme  (lo),  on  reconnaît  par  la  même  transformation  que 
la  surface  est  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique,  sui- 
vant que  les  coefficients  a  et  6  ont  le  même  signe  ou  des  signes 
contraires.  Dans  ce  dernier  cas,  si  Ton  suppose  a  positif,  b 
négatif  et  égal  à  —  6^,  on  voit  que  les  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes  sont  définis  par  les  équations 

Ai  {*• 

les  droites  du  premier  système  sont  parallèles  au  plan 

aVâ-f-pV5^=o, 
celles  du  second  système  au  plan 

aVâ  — PV^=o; 

I^ensemUe  des  deux  plans  directeurs  est  représenté  par  IV 
quation  aa* — 6^  ^*  =;  o,  ce  qui  est  conforme  à  It  remarque  du 
n^56o. 

Lorsque  le  premier  membre  se  réduit  à  la  forma  (li),  en 
prenant  pour  nouveaux  plans  des  coordonnées  les  deux  plans 
«=0,  ^=0,  et  un  troisième  plan  non  parallèle  a  ladrmta 
d'intersection  des  deux  premiers,  on  voit  que  la  surface  est  un 
cylindre  elliptique  ou  hyperbolique.  La  forme  (12)  correspond 
au  cylindre  parabolique,  et  la  forme  (i3)  au  système  de  deux 
plans  parallèles. 

Les  formes  (14)9  (i5),  (16)  se  ramènent  aux  précédentes; 
mais  cette  réduction  n'est  pasi  nécessaire.  On  voit  directement 
que  la  fonne  (i4)  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  si  cet  i 
ont  des  signes  contraires,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes 
s'i)^  ont  le  même  signe,  Dans  le  premier  cas,  soit  c  positif, 
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k  négatif  et  égal  à  —  Ar^  ;  les  équations  des  deux  systèmes  de 
génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont 

La  forme  (i5)  correspond  au  paraboloïde  byperboUqua}  l«s 
deux  3yslème9  de  génératrices  rectilignes  sont  représentés 
par  les  équations 

Enfin  la  forme  (i6)  donne  un  cylindre  hyperbolique. 

S68— Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  les  axes  rec- 
tangulaires. On  peut  employer  la  même  méthode  de  transfor*' 
matioo  quand  les  coordonnées  sont  obliques^  et  Ton  reconnaît 

aisément  que  Ton  a 

.  pz^cos^ 

0  et  O'  étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  y  =  o  fait  ayec 
les  axes  OZ  et  Gtl  ;  il  en  résulte^  comme  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangles^  Y  =  ^^'^  ^  ^^^^^  ^^^  constante. 

premier  membre  de  Téquation,  ordonné  par  rapport  à  Xf  est 

4»«4- 4aî  (y  +  î«)  +  3y»4- 9z«-h  4y -h  8» -H  9, 
ou 

(2» -V- y  4- 1«>»  —  (y  4- «J)'-h  ay^-h  fx'-h  4y  ^- 8*  4- 9, 

et,  en  faisant  les  rédactions  dans  ta  seconde  partie, 

(2«-!-y4-«*)'-4-2y*4-55î*  — 4y«+4y4-8z4-9. 
La  seconde  partie,  ordonnée  par  rapport  à  y,  devient 

Enfin  la  dernière  partie  de  ce  nouveau  polynôme  est 

3ji«4- 42«  4- 7  cr  3  (* -f- 2)*- 5. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Téquation  proposée  peut  se  mettre  sous  la 

forme 

(2a?4-y4-25f)«4-2(y-«4-4)'4-3(a4-2)'-5  =  0. 

Cette  équation  représente  un  ellipsoïde,  ai  les  trois  plans  déinia  par  les 
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équations 

2aj-|-y-i-2;f  =  0.    y  — z-h^=0,    *-^2  =  0, 

sont  trois  plans  diaroétranz  conjugaés  de  la  surface.  Ces  plans  se  coupent 

7 
au  point  x  ==: -,  y  =—  3,  9  =—  2,  qui  est  le  centre  de  la  surface. 

ExnPLi  II.  4aj*— 45y*-+-UyarH-4«aî— 4a?y4-4aî— 34y-f-24*— 18=0. 
On  a  saocessÎTement 

4a?'— 46y*+Uy»-h42a?  — 4acy  +  4ap  — 34v-4-24«  — 18 
=  4a5"-f-4x(«  — y-M)  — 46y»4-<4y*  — 34y-+-24z  — 48 
=  (2ap  — y-Hz4-4)«— 46y»-h46y«  — «■— 32y-H22«  — 49; 

puis 

—  46y«+46y(*—2)  — «•-f-225  — 49=  — 4(2y— «-h2*-f-3««-+-6«  — 3; 

et  enfin 

3«*-+-6j5  — 3  =  3(«-+.4)»— 6. 

L*équation  proposée  prend  la  forme 

(îop  — y  +  *-f.4)^— 4(2y  — j5-h2)«4-3(s  +  4)»— 6=0; 

elle  représente  un  hjperboloîde  à  une  nappe.  Les  équations  des  deux  sys- 
tèmes de  génératrices  rectil ignés  de  la  surface  sont 

I  2x-+-3y-  5+5  =  X  [V6-h(5-+- 1  ) Vs]  y  (  2aH-3y-«  +5  =  pi  [ V6-{a4-4  ){l 

\  îa;-5y+3s— 3  =  i[V6-(2-+'4)V3];  j  2x-5y-+-3«-3  =  i[V6-HaH-<)V3 

l  A  \  Jt 

L*équaiion  du  cône  asymptoie  est 

(2cr  — y-+-«-f-4)"— 4(2y  — «4-2)«4-3(z-|-4)«=0. 

Exemple III.  4a7«H-4y*+425*  — 42y;?-h4a5y-4-4x-H2y-4-3«  =  0. 
On  a 

4a>»-f.4jr(y-h4)-f-4y«H-42a«— 42y»-h2y-4-3« 
=  (2a;-|-y-|-4)*+3y*-|-42«*—42y*  4-3^  —  4, 

3y*-+-422«— 42y«-i-3«— 4  ==3{y  — 2jk)'4-3«  — 4, 

et  Téquation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2a:  +  y  +  4)«+3(y  — 2«)«4-3«-4  =0; 

elle  représente  un  paraboloïde  elliptique. 

Exemple  IV.  4ûd*— 2y"— 42««+42y«-h4ajy-l-4aj-h2y-H3«=:0.  L'é- 
quation se  met  sous  la  forme 

(2a;4-y4-4)<— 3(y-2«)"-h(3-5-4)  =  0; 

elle  représente  une  paraboloïde  hyperbolique. 
Les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  de  la  surface  sont  donnés 
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par  les  éqnadoos 

Exemple  Y.  aî»-|-4y'H-«*— iy»— 2»aH-4ac!/-h6x4-4y— 5»-|-3=0.  Or- 
donné par  rapport  à  x,  le  premier  membre  s'écrit 

a;*-H2a;(2y— «-f-3)4-4y*-hs*  — Ay«-h4y  — 6«-l-3 
=  (x-t-2y  — *-t-3)*— 8y-+-«  — 6, 

et  Téquation  proposée  prend  la  Torme 

(a;  +  2y-:f-4-3)«4-(a-8y-6)  =  0; 

elle  représente  un  cylindre  parabolique  ;  les  arêtes  du  cylindre  sont  paral- 
lèles à  la  droite  déterminée  par  les  deux  équations 

x-^^y — r-4-3  =  0,    5  — 8y--6  =  0. 

ICxEMPLB  VI.  Indiquer  les  direrses  surfaces  représentées  par  Téquation 

05"-+.  (2m«-4- 4) (y*H- «•)  —  2 (y* -f- aa? -h ojy)  =s  2m»—  3mH- 4, 

dans  laquelle  m  est  un  paramètre  variable.  Le  second  membre  est  un  po- 

lynôme  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  4  et ■      ;  li  l'on  pose 

•S 

m'= ïr^»  m''==  -3^— — »  on  écrira  ce  polynôme  sous  la  forme 

2(m  — mO(m  — mOCm— 4). 

Lorsque  le  paramètre  m  est  différent  de  téro,  si  Ton  transforme  le  premier 
membre  en  une  somme  de  carrés,  Téquation  devient 

=  2  (m  —  m')  (m  —  m")  (m  —  1). 
Lorsque  le  paramètre  m  est  égal  à  zéro,  Téquation  se  réduit  à 

(aï  — y  —  ;j)*--4yaf  =  4. 

« 

La  racine  m"  est  plus  petite  que  l'unité,  la  valeur  absolue  de  m' est  au  con« 
traire  plus  grande  que  Tunité. 

4o  Qaand  le  paramètre  m  a  une  valeur  comprise  entre  —  oo  et  m\  les 
coefficients  des  carrés  étant  positifs  et  le  second  membre  négatif,  on  a  un 
ellipsoïde  imaginaire.  Lorsque  m  acquiert  la  valeur  m\  le  lieu  est  un  point. 

2<»  Quand  m  est  compris  entre  m'  et  —  4 ,  les  coefQcients  des  carrés  étant 
positifs,  ainsi  que  le  second  membre,  la  surface  est  un  ellipsoïde.  Pour 
m  ==:.:.  4 ,  Tellipsoïde  se  change  en  im  cylindre  elliptique* 
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30  Quand  m  est  compris  enire  ~  4  et  m",  le  lieu  est  un  hjperboklde  I 
une  nappe.  Cet  intervalle  comprend  la  valeur  m  =  0, 9i  laquelle  Be  convient 
pa&  la  première  forme  ;  mais  la  seconde  forme  montre  que  dans  ce  cas  la 
surface  est  toujours  un  hyperboloide  à  une  nappéi  Pour  m  =  m%  Tbypet'bo- 
loîde  se  change  en  un  c6ne. 

i»  Lorsque  m  est  compris  entre  m' et  +  4 ,  le  second  membre  devenant 
négatif,  on  a  un  byperboloîde  à  deux  nappes.  Pour  m  =  4 ,  on  a  une  droite. 

5*  Enfin  quand  m  est  compris  entre  4  et  +  •» ,  0*  a  de  nouveau  un 
ellipsoïde. 

Pour  que  la  surface  soit  de  révolution,  comme  les  trois  coefficMis  B» 
B',  B"  sont  différents  de  zéro,  il  faut  que  Ton  ait  les  relations 

B'B''_  B'B  BB' 

"*"  ""fi"*  *^  ^  "~"  "îp"  *~         "r/'** 

qui  se  réduisent  ici  à  m  =  0.  Dans  ce  cas,  Féquation  peut  être  mise  sous  la 
forme 

et  Ton  voit  par  cetle  fome  même  que  la  surface  est  de  révolution. 


CHAPITRE  va. 

Théorèmes  généraux  siir  !«■  surfaces  eu  second  degré. 


/équation  générale  dn  second  degré 

(i)    Aa?»-H  A'y'-h  A"z»-4-  2Bya  -+-  2Wzx  -4-  2B''arjr 
•4-  2Ca5  +  aC'y  -4-  2C^'«  -4-  F  =  0, 

entre  les  trois  variablei  x,  y,  «,  renferme  dix  termes,  et  la 
surface  définie  par  cette  équation  dépend  de  neuf  paramètres 
arbitraires,  les  rapports  de  neuf  coefficients  au  dixième.  Il 
faut  donc  neuf  conditions  gé()métriques  pour  définir  une  sur- 
face dû  Second  degré,  en  supposant  que  chaque  condition 
géométrique  s'exprime  par  une  relation  unique  entre  les 
Coefficients.  Ainsi,  par  exemple,  une  surface  du  second  degré 
est  déterminée  par  neuf  points. 

470— Pour  exprimer  qu'un  plan  Aa;4-By4-C«4-D?=o 
est  tangent  i  une  surface  F  {x,  y,  z) = o^  on  observe  que  les 
coordonnées  (x^  y,  g)  du  point  de  contaet  doivent  vérifier  à  la 
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fois  réqu&tion  de  la  surface  et  celle  du  plan;  en  otitre,  ce  plan 
dètant  cotttcider  avec  le  plan  tangent  qui  a  pour  équatkm 

(X-a;)Fi+(Y-y)F;-h(Z-5j)F:=o, 
on  devra  avoir  les  relations 

Fi^F/_F: 
A"'B""C' 

L'éliinifiatioli  de  â$,  y,  s  entre  ces  quatre  équations  dcmne 
uAe  relation  entre  les  coefflcients  variaUes  renfermés  dans 
réquatlon  de  la  surface.  Puisque  le  contact  d'un  plan  el  d'une 
surface  quelconque  s'exprime  par  une  seule  équation,  il  faut 
également  neuf  plans  tangents  pour  déterminer  une  surface 
du  second  degré. 

On  peut  faire  le  calcul  d'une  autre  manière^  quand  la  surface 
est  du  seccmd  degré  ;  car  la  ligne  d'intersection  d'une  surface  du 
second  degré  et  d'un  pian  tangent  se  compose  de  deux  drates/ 
ou  se  réduit  i  un  points  c^estpà»dire  à  deux  droites  imaginaires 
conjuguées.  Pour  exprimer  qu'un  plan  est  tangent  à  la  surface^ 
il  suffira  donc  d'écrire  la  condition  pour  que  la  ligne  d'inter** 
section  se  réduise  à  deux  droites. 

On  voit  facilement  qu'un  plan  tangent  avec  le  point  de 
contact  équivaut  à  trois  conditions* 

Pour  exprimer  qu'une  surface  du  secoiid  degré  est  uii  cône/ 
on  écrira  que  les  coordonnées  du  centre  vérifient  Féquatioti 
de  la  surface^  ou  que  le  nouveau  terme  constant,  quand  où 
transporte  l'origine  au  centre^  est  nul,  ce  qui  donne  une  rela- 
tion entre  lès  coefficients*  On  exprimera  que  la  surface  est  un 
parabololde  en  égalant  à  séro  le  dénominateur  commun  bu  le 
détermiMnt  des  coordonnées  du  centre.  Ainsi  huit  points  snf* 
fisent  pour  déterminer  un  cône  du  second  degré  ou  un  para^ 
boloïde.  On  exprimera  que  la  surface  est  un  cylindre  en  égalant 
à  zéro  le  dénominateur  des  coordonnées  du  centre  et  l'un  des 
numérateurs»  ce  qui  fait  deux  conditions;  ainsi  sept  points 
sutBsent  pour  déterminer  un  cylindre  du  second  degré. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats  par  la  dét^omposition  en 
carrés.  Pour  que  la  surface  soit  un  cône,  il  faut  qu'après  avoir 
formé  tes  troid  éarrés  variables,  on  obtienne  utie  partie  cens*- 
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taote  DoUe.  Pour  que  la  surface  soit  un  paraboloïde,  il  faut  qu'a- 
près avoir  formé  les  deux  premiers  carrés,  la  partie  restante 
soit  une  fonction  du  premier  degré  à  une  seule  variable;  on 
égalera  donc  à  zéro  le  coefficient  du  terme  du  second  degré. 
Pour  que  la  surface  soit  un  cylindre,  il  faut  que  cette  partie 
restante  soit  une  constante,  on  égalera  donc  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  termes  du  premier  et  du  second  degré.  Pour  que  la 
surface  soit  un  cylindre  parabolique,  il  faut  qu'après  avoir 
formé  le  premier  carré,  la  partie  restante  soit  une  fonction  du 
premier  degré  à  deux  variables  ;  on  égalera  donc  à  zéro  les 
coefficients  des  trois  termes  du  second  degré. 

ftl'fl — Pour  qu'une  droite  soit  située  entièrement  sur  la 
surface,  il  faut  que  l'équation  que  Ton  obtient  par  l'élimination 
de  â?  et  y  entre  les  équations  de  la  droite  et  celle  de  la  surface 
sent  vérifiée  quelle  que  soit  z.  Si  l'équation  de  la  surface  est 
algébrique  et  du  degré  m,  la  condition  précédente  donne  m+i 
relations  entre  les  paramètres  variables  de  la  surface.  On  arrive 
à  la  même  conclusion,  d'une  autre  manière,  en  observant  que, 
pour  que  la  droite  appartienne  à  la  surface,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  coordonnées  de  m  + 1  de  aes  points  vérifient  l'équation 
de  cette  surface.  En  particulier,  si  la  surface  est  du  second 
degré,  une  droite  équivaut  à  trois  points,  et  trois  droites  déter- 
minent la  surface.  Si,  parmi  les  points  donnés,  quatre  ou  un 
plus  grand  nombre  sont  sur  une  même  droite^  ces  points  ne 
devront  être  comptés  que  pour  trois. 

Trois  droites  quelconques  définissent  un  hyperboloïde  à  une 
nappe.  Deux  droites  quelconques  et  deux  points  définissent  un 
paraboloïde  hyperbolique.  Cinq  droites  passant  par  un  même 
point  définissent  un  cône  du  second  degré  ;  car  les  points  où 
ces  cinq  droites  percent  un  plan  déterminent  une  courbe  du 
second  degré  qui,  avec  le  sommet,  définit  le  cône. 

THÉORÈME  I. 

s  T  9 — Par  net^f  points  donnés  on  peut  toujours  faire  passer 
au  moins  une  surface  du  second  degré. 

Nous  avons  dit  que  neuf  points  déterminent  une  surface  du 
second  degré;  il  reste,  toutefois,  à  examiner  si  le  système  des 
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neuf  équations  du  premier  degré  entre  les  coefficients  admet 
toujours  une  solution.  Si  Ton  appelle  œf,  yfy  z/  les  coordonnées 
du  premier  point,  a^'y  j/^,  z"  celles  du  second,  etc.,  on  aura, 
pour  déterminer  les  rapports  de  neuf  des  coefficients  au 
dixième,  des  équations  de  la  forme 

Aic''*+A'y'^-f- =o, 


Pour  former  le  déterminant,  on  prend  un  terme  dans  chaque 
ligne  horizontale  et  un  terme  dans  chaque  colonne  verticçde, 
de  toutes  les  manières  possibles;  deux  termes  du  déterminant 
ne  peuvent  être  composés  exactement  de  la  même  façon,  et, 
par  conséquent,  le  déterminant  n'est  pas  identiquement  nul; 
il  y  a  donc  en  général  une  solution  et  une  seule. 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  position  particulière  des 
points  donnés,  le  déterminant  soit  nul;  ce  déterminant  est  une 
fonction  du  second  degré  des  coordonnées  de  chacun  des  points; 
si  Ton  y  remplace  x^,  y',  V  par  les  variables  x,  y,  z,  on  obtient 
une  fonction  du  second  degré  f(x,  y,  x).  Considérons  la  sur- 
face du  second  degré  représentée  par  Téquation  f(Xy  y,  z)=o; 
cette  surface  passe  par  le  premier  point;  car,  si  l'on  remplace 
^9  Vf  2  P^r  ^y  yfy  ^'  on  retrouve  le  déterminant  qui  est  nul. 
Elle  passe  aussi  par  le  second  point;  car  remplacer  a?,  y,  z  par 
^y  y">  ^  dans  réquation,  revient  à  remplacer  dans  le  déter- 
minant a/,  y^y  z'  par  x/',  y'' y  J'y  et  on  sait  qu'alors  le  détermi- 
nant devient  identiquement  nul.  La  surface  passe  de  même 
par  chacun  des  autres  points,  et  Ton  a  ainsi  une  surface  du 
second  degré  passant  par  les  neuf  points  donnés. 

Nous  avons  ordonné  le  déterminant  par  rapport  à  xl y  y^,  i!\ 
le  raisonnement  serait  en  défaut,  si  tous  les  coefficients  étaient 
nuls;  mais  alors  on  ordonnerait  par  rapport  à  oî",  y^y  «",  ou 
par  rapport  à  a/",  y'^',  5/'',  etc.;  le  raisonnement  ne  serait  en 
défaut  que  si  tous  les  coefficients  de  ces  divers  polynômes 
étaient  nuls  à  la  fois.  Supposons  que  ceci  ait  lieu,  et  considérons 
le  coefficient  de  l'un  des  termes  dans  le  premier  polynôme; 

BR.  33 
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ce  coetficieotcontient  les  coordonnées  x"^  y''fi^^  ^^  y^^^s^^^etc.; 
si  Ton  7  remplace  a;%  y'^i  si'  par  les  tarlables  x^  y^  z,  on  ob- 
tient une  fonction  du  second  degré  /\  (x^  y,  z).  Le  coefâcient 
analogue  dans  le  second  polynôme  contient  les  coordonnées 
x^,  y',  z^,  a/",  y''^  z'^^ ...  ;  si  Ton  y  remplace  x^,  yf,  zf,  par  x, 
y,  z  on  reproduit  la  même  fonction  f^  [x,  y  y  z).  Il  est  éyident 
que  la  surface  définie  par  Téquation  f^  (x,  y,  «)  =  o  passe  par 
les  deux  premiers  points;  on  verra,  comme  précédemment^ 
qu'elle  passe  aussi  par  chacun  des  suivants.  La  même  difficulté 
se  reproduirait  si,  tous  les  coefficients  des  polynômes  précé- 
dents étant  ordonnées  par*  rapport  aux  coordonnées  de  Tan 
qtielconqae  des  points  qu'ils  renferment,  tous  les  coefficients 
partiels  étaient  nuls  à  la  fbis;  mais  et)  continuant  le  raison- 
nement de  la  même  manière,  comme  le  nombre  des  points 
dont  les  coordonnées  entrent  dans  chaque  coefficient  va  en 
diminuant,  on  arriverait  à  des  coefficients  ne  renfermant  plus 
que  les  coordonnées  d'une  seule  lettre;  les  coefficients  dé  tous 
ces  derniers  polynômes  étant  numériques  ne  peuvent  être 
nuls  à  la  fois;  car  alors  le  déterminant  serait  identiquement 
nul.  On  concfut  de  là  que  par  neuf  points  pris  arbitrairement 
on  peut  toujours  faire  passer  au  moins  une  surface  du  second 
degré. 

tnionÈnt  If. 

573— Par  to  ligne  d^nUrseciion  de  deux  surfaces  du  second 
degré,  et  un  points  on  peut  faire  passer  une  iurface  du  ucond 
degré  et  une  seiUe, 

Soient  S  =  o,  S,  =  o  les  équations  de  deux  surfaces  du 
second  degré;  Téquation  S  — AS|:=o,  dans  laquelle  k  est  un 
paramètre  arbitraire,  représente  une  surface  du  second  degré 
passant  par  les  points  communs  aux  deux  premières;  or>  on 
peut  déterminer  le  paramètre  k  de  manière  que  cette  surface 
passe  par  un  point  M  pris  à  volonté  dans  l'espace.  Ainsi,  par  la 
ligne  dlnierseclion  des^  deux  surfaces  données  ci  le  point  M, 
on  peut  toiijours  faire  passer  une  surface  du  second  degré. 

D'ailleurs,  il  est  facile  de  démontrer  qu  on  n'en  peut  faire 
passer  qu'une.  En  eifct,  un  pl.m  quelconque  passant  par  le 
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point  M  coupe  les  deux  surfaces  S  et  S^  suivant  deux  coniques; 
ces  deux  coniques,  situées  dans  un  même  plan,  ont  quatre 
points  communs;  ces  quatre  points  et  le  point  M  déterminent 
une  conique  qui  doit  appartenir  à  la  surface  cherchée;  puisque 
chacun  des  plans  menés  par  le  point  M  coupe  les  surfaces 
cherchées  suivant  une  même  conique>  il  ne  peut  y  avoir  deux 
surfaces  différentes  remplissant  les  conditions  énoncées. 
Il  résulte  de  là  que  Von  peut  regarder  Téquation 

(i)    S  — iS^œo 

comme  Véquation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  pas- 
sent par  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  S=o,  Si=o. 
S74 — Corollaire  1.  Considérons  les  deux  coniques  suivant 
lesquelles  une  surface  du  second  degré  S  =^  o  est  coupée  par 
deux  plans  (5t  =  o  et  P  =  o;  Téquation  a^  ::=:  o  définissant  une 
surface  du  second  degrés  Téquation 

(2)    S  — AaP  =  o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
ces  deux  coniques. 
De  même  Téquation 

(3)    ap  — *y^  =  o 

représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  passent  par 
les  quatre  droites  d'intersection  des  deux  systèmes  de  plans 
o^  s=  o  et  Y^  =  o.  Ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère 
gauche. 

Jft7ft-<-CoEOLLAiR£  IL  Lorsquô  deux  eoniqu$$  $Uué$$  danêdes 
plam  diférenti  ont  deux  points  eommuns,  on  peut  par  ces  deux 
coniques  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  degrés 

Si  Ton  prend  sur  chacune  des  deux  coniques  trois  autres 
points,  on  a  en  tout  huit  points  par  lesquels  ont  peut  Caire 
passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré.  Considérons 
Tune  de  ces  surfaces;  les  plans  des  deux  coniques  coupent 
cette  surface  suivant  deux  coniques  ayant  chacune  cinq  points 
communs  avec  Tune  des  coniques  données^  et^  par  conséquent j 
coïncidant  avec  celles-ci.  Il  résulte  d'ailleurs^  de  ce  qui  pré- 
cède^ qu'un  point  extérieur  suffit  pour  déterminer  la  sorlftce* 
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TBÉOREMB  III. 

SSTO — Lorsque  deux  surfaces  du  second  [degré  ont  cinq 
points  communs  situées  dans  un  même  plan,  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  surfaces  se  compose  de  deux  courbes  planes. 

Supposons  que  les  deux  surfaces  S  et  S^  aient  cinq  points 
communs  situés  dans  un  même  plan  P;  ces  cinq  points  déter- 
minent une  conique  C^  qui  appartient  aux  deux  surfaces. 
Prenons  trois  autres  points  communs  non  situés  dans  le  plan  P. 
le  plan  F  qui  passe  par  ces  trois  points  coupe  la  conique  C  en 
deux  points  qui,  avec  les  trois  précédents,  déterminent  une 
conique  C'  appartenant  aussi  aux  deux  surfaces.  Les  deux  sur- 
faces ne  peuvent  avoir  un  point  commun  non  situé  sur  les 
coniques  C  et  C^^  sans  quoi  elles  coïncideraient^  en  vertu  du 
corollaire  précédent.  La  ligne  d'intersection  se  compose  donc 
des  deux  coniques  C  et  C^ 

THÉORÂMB  IV. 

ftT7 — Quand  deux  surfaces  du  second  degré  se  touchent  en 
deux  points,  elles  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

Considérons  deux  surfaces  du  second  degré  qui  se  touchent 
en  deux  points  a  et  b.  Soit  c  un  troisième  point  commun  aux 
deux  surfaces;  par  les  trois  points  a,  b,  c  faisons  passer  un  plan 
P;  ce  plan  coupera  chacune  des  surfaces  suivant  une  conique; 
ces  deux  coniques  ont  trois  points  communs  a,  b,  c,  et  les 
mêmes  tangentes  en  deux  points  a  et  6;  donc  elles  se  confon- 
dent (n**  278).  Puisque  le  plan  P  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
la  même  courbe,  il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  ligne 
d'intersection  des  deux  surfaces  est  formée  de  deux  coniques. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  plans  tangents 
en  a  et  en  6  ne  se  coupent  pas  suivant  la  droite  ab,  c'est-à-dire 
que  les  point-j  donnés  n'appartiennent  pas  à  une  droite  située 
sur  la  surface.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  verrons  qu'en  géné- 
ral la  ligne  d'intersection  se  compose  d'une  ligne  droite  et 
d'une  ligne  gauche  dont  la  projection  sur  un  plan  est  du  troi- 
sième degré. 
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THÉORÈME  V. 

SV  8— Xor«9iie  deux  surfaces  du  second  degré  se  toueheni 
en  trois  points,  elles  se  raccordent  le  long  d'une  ligne  plane. 

Considérons  deux  surfaces]  du)  second  degré  qui  se  tou- 
chent en  trois  points  a,  b,  c;  ces  surfaces  n'ont  pas  de 
point  commun  en  dehors  du  pian  P  déterminé  par  les  points 
a,  b,  c;  car,  si  elle^  avaient  un  point  commun  d,  en  dehors  du 
plan  P,  d'après  le  théorème  précédent^  chacun  des  trois  plans 
daby  dbCf  dca  couperait  les  deux  surfaces  suivant  la  même  co* 
nique^  ce  qui  est  impossible.  Les  deux  surfaces  sont  coupées 
par  le  plan  P  suivant  une  même  conique  C;  il  est  aisé  de  voir 
qu'elles  ont  le  même  plan  tangent  en  chaque  point  m  de  la 
courbe.  En  effets  par  le  point  m  et  le  point  a,  par  exemple^  me- 
nons un  plan  quelconque  dififérent  du  plan  P;  ce  plan  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  qui  passent  en  a  et  en 
m;  ces  deux  courbes  sont  tangentes  en  a,  et,  comme  elles  n'ont 
pas  d'autre  point  commun  que  le  point  m,  elles  sont  aussi  tan- 
gentes en  ce  point. 

&  79 — Corollaire  I.  Nous  avons  vu  que  l'équation  S — koi^=o 
représente  une  surface  du  second  degré  qui  passe  par  les 
courbes  d'intersection  de  la  surface  S=o  avec  les  plans  a=o^ 
^  =  G.  11  en  résulte  que  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

(4)    S  — *a*=:o 

sont  tangentes  à  la  surface  S  suivant  la  courbe  d'intersection  C 
de  cette  surface  et  du  plan  a. 

L'équation  (4)  renferme  un  paramètre  arbitraire  k  qui  permet 
de  faire  passer  la  surface  par  un  point  arbitraire  ;  d'autre  part 
on  démontre,  comme  au  n""  578^  qu'une  surface^  qui  doit  être 
tangente  à  une  surface  du  second  degré  en  tous  les  points 
d'une  courbe  plane  et  passer  par  un  point  donné,  est  complè- 
tement déterminée.  On  peut  donc  regarder  l'équation  (4) 
comme  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui 
se  raccordent  avec  la  surface  S  le  long  de  la  conique  déter- 
minée par  le  plan  a. 

580— CoROLLAiBE  11.  Deux  coniques  C  et  C^  tracées  sur  une 
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même  surface  du  second  degré  S^  se  coupent  en  deux  points  a 
et  b;  la  corde  ab  est  la  droite  dMntersection  des  plans  des  deux 
coniques;  il  en  résulte  que  deux  surfaces  du  second  degré  qui 
se  raccordent  avec  la  première  surface  suivant  deux  coniques 
C  et  Q  se  touchent  en  deux  points  a  et  b,  et,  par  conséquent, 
en  vertu  du  théorème  IV^  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes.  Les  équations  des  deux  surfaces  étant  de  la  forme 

S  — *a«=o.    S  — *'«'•= o, 

les  deux  coniques  qui  composent  la  ligne  d'intersection  sont 
situées  dans  les  plans  koL*  =  Vcé^. 

581 — Cherchons,  comme  application,  r équation  du  c6ne  circonscrit  à 

un  ellipsoïde 

a^      !/*      s* 

et  ayant  pour  sommet  un  point  donné  p  dont  les  coordonnées  sont  x^^  y^ 

:?!.  Le  plan  de  contact  ayant  pour  équation  -iy-  -4-  2^  -4-  -^ 4=0; 

Téquation  générale  des  surfaces  du  second  degré  qui  se  raccordent  avec 
l'ellipsoïde  suivant  la  conique  déterminée  par  ce  plan  est 

Si  Ton  prend  k  de  manière  que  Téquation  précédente  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  o^^  y^,  z^  du  point  p,  elle  représentera  le  cône  circonscrit, 
poisqu*il  n*exisie  qu'une  surface  du  second  degré  tangente  à  Tellipsolde  sm-< 
vaut  la  courbe  considérée  et  passant  par  un  point  donné;  on  obtient  ainsi 
réquation  demandée 

TflÉOBÈME  VI. 

Ij>rêqat  deux  surfaces  du  second  degré  admettent  h  même 
plan  diamétral  pour  une  certaine  série  de  cardes  pardttèles,  la 
projection  de  la  ligne  d'intersection  sur  ce  plan,  parattilement 
aux  cordes,  est  une  conique. 

fiM — On  sait  que  Télimination  de  t  entre  deux  équations 
du  second  degré  à  trois  inconnues  x,  y,  z  conduit^  en  général^ 
à  une  équation  du  quatrième  degré  entre  x  et  y.  Ainsi^  la  ligne 
d*intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  se  projette 
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généralement  sur  un  plan  suivant  une  courbe  du  quatrième 
degré.  Certains  cas  font  exception.  Considérons  deux  surfaces 
du  second  degré  qui  ont  le  même  plan  diamétral  pour  une 
même  série  dé  cordes;  si  l'on  prend  ce  plan  diamétral  pour 
plan  des  ay  et  une  parallèle  aux  cordes  pour  axe  des  z,  les 
équations  des  deux  surfaces  auront  la  forme  Az*-l-C  =  o, 
A' jz' H- C  =  G,  CetC  désignant  deux  polynômes  du  second 
degré  qui  ne  renferment  que  les  deux  variables  x  et  y.  L'élimi- 
nation de  z  entre  les  deux  équations  précédentes  donne  une 
équation  du  second  degré  A^C--AC'=o.  C'est  Téquation  de 
la  projection  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  sur  le 
plan  diamétral.  Lorsque  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice 
reotiligne  commune,  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces 
se  projette  sur  un  plan  quelconque  suivant  une  ligne  droite  et 
une  courbe  du  troisième  degré. 

SXERGICES. 

4*  On  mène  des  normales  à  un  ellipsoïde  pur  les  différents  points  d*an« 
section  plane  ;  trouver  le  lien  de  la  trace  de  ces  normales  sur  l'un  des  plans 
principaui.  Examiner  le  cas  ob  le' plan  de  la  section  est  perpendiculaire  au 
plan  principal. 

29  Étant  donné  vn  ellipsoïde,  on  mène  des  plans  diamétraux  qui  eoopeni 
le  solide  suivant  une  ellipse  d'aire  constante  ;  trouver  le  lieu  :  4o  de  la  per« 
pendiculaire  menée  par  le  centre  k  ce  plan;  S«  du  diamètre  conjugué. 

8»  L*œil  étant  placé  en  un  point  de  la  surface  d'un  ellipsoïde,  les  per« 
spectives  de  toutes  les  sections  planes  de  la  surface  sur  le  plan  diamétral 
conjugué  du  rayon  qui  aboutit  à  Fœil  sont  des  courbes  homotbéiiques  ;  !• 
centre  de  chacune  d'elles  est  la  perspective  du  sommet  du  c6ne  eirconsorlt  à 
relHpsofde  suivant  la  section  plane  considérée. 

4o  Démontrer  que  le  Heu  de  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  ree^ 
tnngnlaîres,  menés  par  deux  droites  données,  est  on  byperlN»lofde  à  une 
nappe  dont  les  sections  circulaires  sont  perpendiculaires  à  chacune  des  de«x 
droites  données. 

5*  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  d'un  byperboloîde  de  révolution  à 
une  nappe  engendrée  par  une  hyperbole  équilatère,  et  pour  bape  le  cercle 
de  gorge;  démontrer  que  les  sections  anti-parallèlea  de  ce  c6ne  sont  per** 
pendiculaires  au  plan  du  cercle  de  gorge. 

6®  Les  quatre  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  tétraèdre  sur 
tes  faces  opposées  sont  situées  sur  un  byperboloîde  à  une  nappe.  Le  centre 
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de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  et 
le  centre  de  Phyperboloîde  sont  en  ligne  droite. 

7û  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  de  chacun 
d'eux  à  deux  droites  données  soit  constant.  Déterminer  ensuite,  pour  une 
surface  du  second  degré  susceptible  de  ce  mode  de  génération,  les  divers 
couples  de  droites  que  Ton  peut  employer. 

80  Le  lieu  des  normales  à  une  surface  réglée  quelconque  le  long  d*une 
même  génératrice  est  un  paraboloîde  hyperbolique. 

9°  Étant  donnés  un  point  et  deux  plans  rectangulaires,  trouver  le  lieu  des 
points  tels  que  la  distance  de  chacun  d'eux  au  point  fixe  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ses  distances  aux  deux  plans  fixes. 

4  0»  Par  une  génératrice  d'un  paraboloîde  hyperbolique  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  directeur  auquel  cette  génératrice  est  parallèle;  ce 
plan  est  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  la  génératrice  que  Ton  appelle 
l^point  central  de  cette  génératrice;  trouver  le  lieu  de  ce  point  pour  les  gé- 
nératrices du  même  système.  (Ce  lieu  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface.) 

4 1**  Par  une  génératrice  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  on  mène  un  plan 
tangent  au  cône  asymptote  et  au  pinn  perpendiculaire  au  précédent;  ce  der- 
nier touche  la  surface  en  un  point  qu'on  appelle  point  central  de  la  généra- 
trice ;  trouver  le  lieu  du  point  central  ou  la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

4  ^0  Par  un  point  0  pris  sur  Tarête  d*un  angle  dièdre,  on  mène  dans  Tune 
des  faces  une  droite  OA  et  dans  la  seconde  face  une  droite  06  perpendi- 
culaire à  OA  ;  trouver  le  lieu  de  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  0  au 
plan  AOB. 

4  30  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  fixes  A  et  B  dans  l'espace  ;  par 
le  point  B  et  la  droite  des  contacts  relative  à  un  point  quelconque  P  du  plan 
du  cercle,  on  mène  un  plan  ;  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ce 
plan  avec  la  droite  AP. 

4  4<»  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  passent  par  deux  droites  non 
situées  dans  un  même  plan,  l'intersection  des  deux  surfaces  se  compose  de 
ces  droites  et  de  deux  autres  droites,  réelles  ou  imaginaires. 

15o  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  raccordent  suivant  une 
même  généaatrice,  il  y  a  en  général  sur  cette  génératrice  deux  points  tek 
que  la  seconde  génératrice  qui  passe  par  chacun  d'eux  est  la  même  sur  les 
deux  surfaces. 

4  60  Les  perspectives  sur  un  même  plan  des  sections  planes  d'une  surface 
du  second  degré  ont  un  double  contact  réel  ou  imaginaire  avec  le  contour 
apparent  de  la  surface. 

47«  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  les  mêmes  plans  principaux 
sont  dites  bomofocales,  lorsque  leurs  sections  principales  admettent  les 
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mémeB  (ùjetSy  réels  ou  imaginaires;  ainsi  Téquation 

x"  y*  z*         , 

dans  laquelle  X  désigne  un  paramètre  arbitraire,  représente  toutes  les  sur- 

/E*         ii*         jS* 

faces  homofocales  à  la  surface  7-  +  ^  +  tt  =  4  •  Démontrer  que  par  un 

A         D         Kj 

ê 

point  donné  passent  trois  surfaces  du  second  degré  homofocales  à  une  sur- 
face à  contre  donnée  ;  de  ces  trois  surfaces,  Tune  est  un  ellipsoïde^  Tautre 
un  hyperboloïde  à  une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloîde  à  deux  nappes. 
4  80  Les  trois  équations 

oc*  y*  «*  * 

1 ï L-.  r=:  4 


ar^p*  '  6" — p*      r^p* 
X*  !/•  2*  . 


a«— q*      6"— Q*      c*  — ç' 


X*       .      y*       ,      2 


H-:s— Ti==^ 


dans  lesquelles  on  suppose  o>6>c,  p<c,  c<g<6,  6<r<a, 
représentent  des  surfaces  homofocales;  la  première  est  un  ellipsoïde,  la 
seconde  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes.  Démontrer  :  4  «  que  ces  surfaces  se  coupent  deux  à  deux  à  angle 
droit;  2o  que  les  deux  courbes  suivant  lesquelles  une  des  surfaces  est  cou- 
pée par  les  deux  autres  ont  pour  t:ingentes  en  leur  point  d'iqtersection 
des  droites  parallèles  aux  axes  de  la  seclion  faite  dans  la  première  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point. 

49*  A  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  un  cône  ayant  pour  sommet  un 
point  donné;  démontrer  que  les  trois  axes  de  ce  cône  sont  les  normales  aux 
surfaces  homofocales  à  Tellipsoïde  proposé  et  passant  par  le  point  donné. 

20*  Étant  données  deux  des  surfaces  homofocales,  trouver  une  surface 
de  révolution  du  second  degré  ayant  pour  axe  Tun  des  axes  de  ces  surfaces 
et  à  laquelle  appartienne  la  ligne  d*intersection. 

24  0  Étant  donnés  les  paraboloïdes  homofocaux  représentés  par  Téqualion 

w*  z* 


p  —  X       q  —  X 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire;  si  Ton  attribue  au  paramètre  X 
deux  valeurs  telles  que  les  paraboloïdes  correspondants  se  coupent,  ils  se 
couperont  à  angle  droit.  Lorsqu\in  paraboloïde  est  coupé  par  deux  autres 
d'espèces  différentes,  les  tangentes  aux  deux  lignes  d'intersection  au  point 
commun  sont  parallèles  aux  axes  de  la  seclion  faite  dans  la  preuiièrc  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  ce  point. 
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m^  Étant  donnés  denz  parabololdes  homofo^iux,  troaver  one  snrfuee  de 
révolution  du  second  degré  ayant  pour  axe  Vit»  commun  des  paraboloîdes 
et  à  laquelle  appartienne  la  ligne  d'intersection. 

93<>  Étant  données  deux  droites  tangentes  à  une  spbère^  une  droite  tan- 
gente à  la  sphère  glisse  sur  ces  deux  droites,  trouver  le  lieu  du  point  de 
Contact.  (Gerde.) 

24o  Trouver  le  Heu  du  sommet  d*an  autre  Irièdre  droonsoril  k  un  ellip- 
Mîde,  et  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plaHs  diamétraux  ooigognés 
d*ua  autre  ellipsoïde. 

25o  Trouver  le  lieu  dn  sommet  d'un  angle  trtèdr«  trtrfCUngU  dont  les 
arêtes  sont  tangentes  à  un  ellipsoïde. 

26o  Par  les  divers  points  d*Une  section  plane  d*un  cône  de  révolution  on 
mène  des  normales  à  la  surface  ;  trouver  le  lieu  du  second  point  de  ren- 
contre de  chacune  des  normales  avec  la  surface. 

27»  Une  droite  se  meut  de  tçUe  sorte  que  trois  de  ses  points  restent 
dans  trois  plans  fixes  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  de  la 
droite  mobile? 

36*  Un  cône  a  son  sommet  au  centre  d*Qki  ellipsoïde  et  pour  baM  ia 
eourbe  dMntersection  de  Tellipsolde  et  d'un  sphère  concentrique  ;  tout  plan 
tiiigent  au  cône  coupe  Tellipsoïde  suivant  une  ellipse  dontrarèie  de  contact 
«M  l'un  des  axes. 

2l9o  On  coupe  Tellipsoîde  -^  -h^-f-  t—  ^  =  ^  par  le  plan 

X  cosa  4-  y  cosp  -4>  j^  coSY=«=  0  ; 
démontrer  que  les  axes  de  la  section  sont  déterminés  par  Téquation 

a'cos*a      6"cos*p      c'cos't      * 

éans  laquelle  r  désigne  la  valeur  de  l'un  des  axes. 

30<»  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  se  touchent  en  deux  points  peu- 
tent  être  inscrites  dans  un  même  cône  du  second  d^ré. 

34 <*  Deux  ellipsoïdes  se  touchent  suivant  une  courbe  plane;  on  mène  un 
plan  tangent  à  Ton  des  ellipsoïdes  parallèlemeni  aux  sections  circulaires  de 
cet  ellipsoïde  ;  ce  plan  coupe  Fautre  ellipsoïde  suivant  une  ellipse  dont  lun 
des  fo]f«r8  est  au  point  de  contact. 
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